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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky tstay CSAY
SVAZEK 79 # PRAHA, 17. VL. 1954 % CsLO 2

CLANKY

NADPLOCHY V AFINNIM PROSTORU

FRANT. NOZICKA, Praha.
(Doslo 31. srpna 1953.)

Obsahem predloZeného &lénku je konstrukece afinni normély (t. zv.
afinnormélnfho vektoru nadplochy v n-rozmérném afinnim prostoru
a konexe indukované timto vektorem na nadploSe ve speciélnich pif-
padech, které byly v diiv&jsi autorovs préci (Le vecteur affinonormal et
la connewion de I'hypersurface dans Pespace affin, Casopis pro péstovéni
matematiky a fysiky, roé. 75 (1950)) z tvah vyloudeny. Ukazuje se, Ze

K PROBLEMU AFINN{ NORMALY A INDUKOVANE KONEXE

DT 513.771
513.726

1ze afinni normélu v t&échto probiranych speciélnich p¥ipadech nad- -

plochy definovat analogicky jako tomu bylo v citovaném &lénku, aviak
definiéni rovnice nevedou k jednoznanosti. Teorii v tomto §lanku
a v flanku citovaném lze spojit v jedinou teorii. Jaky maji vyznam
velifiny definované v obou &léncich, osvétli se na kvadrikéch v oby-
dejném trojrozm¥rném afinnim prostoru v piiloZené II. ééstl této
prace.

I. &st

V afinnim prostoru 4, (» > 2) o soufadnicich £= s danou symetrickou ko-
nex{ o koeficientech I}, (%) je definovdna (n — 1)-dimensionélnf nadplocha

X, _, parametrickymi rovnicemi

fe=Ea(p?), x=1,...,n5a=1,...,n—1.

(1)

Budeme predpoklédat, Ze funkce I%,(§%) maji spojité parcidlni derivace

podle proménnych 72 potfebného f¥4du v uvazovaném oboru.
Dale pfedpokladdme, Ze hodnost matice

(BLB,...BY),a=1,..,n—1, By=""

je v uvaZovaném oboru rovna n — 1.

Tednym vektorem variety X,_,, definované rovnicemi (1), nazyvéme pak

kazdy nenulovy vektor ¢,, spliiujici rovnice
Bt,=0,a=1,...,n—1.

(2
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Je-li t, néjaké Feleni rovnic (2), pak té% kazdy vektor *¢,, pro n&jz plat{
*,=P(n")t, P 0, (3)
-je feSenim rovnic (2).
V afinni gegpmetrii ploch mé podstatny vyznam tensor k,;, takto definovany

hab = Bz Vo ta, (4)
kde ¥/ , je symbol Langrangeovy derivace. P¥i transformaci (3) plati vztah
*hab = Phab ’ (5)

o em% se snadno presvéddime.

V praci autorovs ,,Le vecteur affinonormal et la connexion de 1’hypersur-
face dans l’espace affin‘‘, Casopis pro péstovani matematiky a fysiky, roé. 75
(1950) byla konstruovana afinni norméla a konexe za pfedpokladu, Ze hodnost
tensoru #,,, definovaného rovnicemi (4), jest » — 1 v uvaZovaném oboru.
Ukolem této price bude konstrukce afinni normaly (afinnormalntho vektoru)
a konexe jim indukované za pfedpokladu, Ze hodnost tensoru %,;, je mensf ne%
n —1.

Pokud se budeme v néisledujicich tvahach odvoldvat na vysledky shora
citované prace, budeme ji citovat pro struénost v poznamkéch pod symbolem

.
§ 1. Pomocné véty a definice

V celé této prvni &asti prace budeme uvazovat takové variety X,_, ve V,,
pro které hodnost tensoru %,,, definovaného v (4), je mensf nez » — 1 poéitaje
v to i ten p¥pad, kdy %,, je identicky roven nule v uvazovaném oboru.

Oznadéme h hodnost tensoru A,,, H hodnost matice determinantu

[VItn vztv"-‘, Vn—l tv: tv > (1’1)
potom plati tato véta:

Véta 1. Hodnost H matice (1,1) je o jednotku vét&i neZ hodnost h tensoru h,p,
t.j.

H=h+4+1. (1,2)
Diikaz rozdélme na dvé v avahu pfichézejici moZnosti:
I. =0 (t.]. heypy=0).

Podle pfedpokladu a definiénich rovnic (4) jest
hoy=B;V,t,=0,
odkud plyne, vzhledem k (2), existence takového vektoru u, v X, _;, Ze platf
Vot,=tpty, b=1,....,m —1. (1,3)
Pongvady¥ vektor f, je nenulovy, plyne odtud, Ze hodnost matice (1,1) jest 1.
Je-li H = 1, potom, jeito vektor ¢, je nenulovy, existuje vektoru u, tak, Ze

platf (1,3). Ndsobime-li (1,3) veliéinou B? a seéteme pies », dostaneme podle (3),
(4): hgp = 0, tedy b = 0. Je tedy v tomto pFipadé tvrzeni (1,2) spravné.
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II. 0O<h<n—1.
Vzhledem k ¢astiI. diikazu vty plati pro hodnost H matice determinantu (1,1)

1<H. (1,4)
Jak je nyni zndmo z elementarni algebry, 1ze za pfedpokladu,7e 0 < b <n — 1
vzdy najit n — b — 1 linedrné nezdvislych vektorti o*, t = 1,...,n —h —1
(%)
tak, Ze plati
Bypt* =0, i=1,..,n —h —1. (1,5)

(%)
Rovnice (1,5) miZeme vzhledem k definiénim vztahtim (4) pfepsat na tvar

B /yt,=0,i=1,....n —h—1,
()

odkud plyne vzhledem k (2) existence skalaru ¢(n%),7 =1, ...,m —h — 1 tak,
]

v

ze
WYt =9t,t=1..,n —h—1. (1,6)
(%) ‘

Ponévadz vektory »2, 1 = 1,...,n —h — 1 jsou dle predpokladu linedrné
)
nezavislé, existuje aspoii jeden determinant (n —h — 1)-ho ¥addu matice

(v%, 2%, ..., v% )ruznyodnuly.Z (1,6) plyne pak, e miZeme n —h — 1 veliéin
) @ (n—h-1)

Valn t =1,...,n —h —1 vyjadiit jako linedrnf kombinaci veli¢in ¢,, / 41,,
a
j=n—h,...,n —1. Tedy existuji velitiny 4, i=1,...n —h —1; j=

=n —h,...,n —1a vektory u, tak, ze?)

n—1
th,——_- 2 XVQ,t,“}‘ua‘t,, i= 1,...,n_h"‘1. (1,7)
j=n—ha;

Z (1,7) plyne vSak, %e pro hodnost matice determinantu (1,1) plati
HZh+1. (1,8)
Jezto pfedpokladame, %Ze pro hodnost 2 tensoru h,, jest 0 <h <n —1,
existuje
a) aspoii jeden determinant rizny od nuly v uvazovaném bods, t. j.

hiajvhayvy) - - - hayon + O (1,9)q
v pripadé, e b < 1,
b) aspoii jedna sloZka tensoru h,, riizna od nuly v uvazovaném bods, t. j.
ha,b, +0 (1’9)b
v piipadé A = 1.
V piipadé a) mizeme (1,9), na ziklad$ definiénich rovnic (4) pfepsat na
tvar
BYBY, ... BR Vietis Valih - Valn + 05 (1,10),

1) a4 jsou &isla pfirozend z mnoZiny 1,2,...,n —1 v podtu n —h — 1 a navzijem
rizné, a; jsou pfirozens &fsla rovn&¥ z mnofiny &sel 1, 2,...,n — 1 a vzdjemnd riizné.
Déle je a; % a;.
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v p¥ipad$ b) pak

B Vs t, = 0. (1,10),
Z obou p¥ipadit a), b) ihned usoudime;
- H>h. (1,11)

Predpokladejme, Ze by platilo H = h.

Vektory Vqt, (jakofto vektory v A,)proj=mn —h,...,n —1 jsou v 4,
linedrné nezévislé. To plyne bezprost¥edns z (1,7) a (1,10), resp. (1,10),. Pak
oviem (za predpokladu, e H = h) by existovala takovd 4, j=n —b, ...,
n — 1, %e by platilo (lokdln§ oviem)

1

n—
t,= E Aj VQt,.
A

Fmn—

Odtud vyndsobenim veli¢inou B} a seétenim pfes » dostaneme vzhledem k (2),
(4)

n—1
T Ahpe=0b=1,..,2—1, (1,12)
j=n—h
co¥ znamend, %e v determinantu z tensoru k,;, je uréitych h fadku (t. j. ¥adky
a;t6, j =n —h,...,n — 1) linedrn& zavislych. Z (1,7) plyne viak vynisobe-
nim veli¢inou B}:
n—-1 a;
how= 5 Ahpayi=1...n—h—1. (1,13)
f=n—n a;
Z (1,12), (1,13) plyne viak, %e v matici z tensoru %4 je nejméné n — b ¥adkd
linedrnf kombinacf # — 1 zbyvajicich ¥4dkd. To by vSak znamenalo, %e hodnost
h tensoru kg, je < b — 1, coZ je ve sporu s pfedpokladem. Tedy

H+h. (1,14)
Z (1,8), (1,11), (1,14) plyne pak ihned H = h + 1 jak bylo dokéazat.
Pozndmka 1. Jak z dikazu pfedchozi véty vyplyvé, jsou za pfedpokladu,
%e hodnost tensoru A,y jest b, 1 < b < n — 1, vektory ¢,, Vo t,,j =n —h, ...,
n — 1 linedrné nezavislé, v piipadé h,, = 0 jsou vektory V/,f, a¥ na faktor
rovny vektoru {,.

Poznamka 2. Z transformaéniho vztahu (3) a (5) ihned vyplyvé, Ze hodnost
tensoru A, nezavisi na volbé faktoru te¢ného vektoru ¢,. TotéZ plati pak pro
hodnost matice determinantu (1,1), jak plyne z (1,2).

Véta 2. Pro velidiny i’, uq, 2 (1,7) platé pfi transformaci (3)
a

*3.’:3{, t=1...,n—h—1

a a; 7‘=n"—k,..‘.,n'——1 ’ (1’15)“

-1
Mgy = Ugg— & AP-12,P + P-19,P. (1,15),

fmn—N a;
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Dukaz: Podle (1, 7) jest

Vo, ¥t .=, zh*;_vw*t + *ug¥t,, t=1,...,n—h—1,
- —

a tedy vzhledem k (3) a zndmym vlastnostem operace V o dostaneme
—1

PVat, +4,05P = 2 *L(P Vals +t, 0P) + PFuat, .

jmn—h a;

Dosadme sem za Vg, ¢, z (1,7). Dostaneme po upravé

) P(*/1 — 1) Vot, + {P(*tay — ta,) + 'S é‘alD — e P}t,=0.
j=n—h a; Jmn—n o

Ponévadz vektory ty, Voo (j =mn —h,...,n —1)jsou linedrné nezévislé,2)
mus{ pFsluiné koeficienty u nich stojici se anulovat, coz vede, jak snadno na-
hlédneme, ke vztahtm (1,15), . Tim je véta dokdzdna.

V dal§im budeme piedpoklédat, Ze pro hodnost % tensoru A, plati 1 < h<
< n — 1. Z¥ejm& nemiZeme pak k tensoru h,, zavést kontragradientn{ tensor
zpisobem obvyklym v diferencidlni geometrii.?)

Zavedeme si tensor I%¢ touto definicf

[%hoay = 02, j=n —h,...n —L;a=1,..,n—1, (1,16)
coZ je (n — 1) h podminek pro (n — 1)? nezndmych [%. Systém rovnic mé ne-
koneénd mnoho ¥efeni pro tensor 1%, nebot a,-té ¥fadky (j =n —h,...,n —1)
v determinantu z tensoru %,; jsou linedrng nezdvislé a podet rovnic je mensf nez
polet nezndmych.4)

af’

PoloZzme si pfedeviim otdzku, zda existuje symetricky tensor [%¢, vyhovujiei
rovnicim (1,16). Vyslovme a dokazme nejdiive dvé pomocné véty:

Lemma 1. Za shora uvedenyjch predpoklads je determinant sloZeny z a;-tych

fddki a a;-tych sloupcs (j=mn —h,...,n —1) v determinantu z tensoru hg,
raznyg od nuly,’) t. j.
k[a,;_;la,.-;.lha,._;+1|a,,_,.+1| oo ihay sy, # 0. (1,17)
Dikaz: Kdyby determinant (1,17) byl roven nule v uvaZovaném bodé
variety X,_,, potom by existovalo & &isel w%,j =n —h,...,n — 1 (ne vesmés
rovnych nule) tak, Ze by v uvazovaném bod§ byly splnény vztahy
n—1
Z wYhee, =0 pro j, =n —h,...,n —1. (1,18)
fmn—h

%) Viz poznamku 1 za vdtou 1. ’

%) T. j. nemt¥eme zavést tensor h%® definici h%hy = 6§ (65 je Kroneckerovo delta),
jako v préci (I).

¢) To plyne bezprostfednd z (1 13) a z predpokladu, e hodnost tensoru hgp je b (1 <
< h < n—1). Kdyby toti¥ i‘é,dky a,-té (j =n—h,...,n —1) byly linearng zdvislé
potom, ponévad? fadky a;-té6 (¢ = 1,...,n —h — 1) Jsou podle (1,13) lineérn{ kombmaoi
fadku a;-tych, by byla hodnost tensoru h,,b mensfine h.

8) Jde, jako ve vSech pfedchozich tivahéch o lokélni platnost.
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Odtud by pak, vzhledem k (1,13), plynulo

n—1 n-1 %, n-1 %, a-1

"fha—z % S Ahge = A S wehes =0
{-?—hw e J-n-—hw fi=n—h a; Y% 31-§—-h a3 §=n— »wu, %%
proi=1,...,n-—h — 1. Odtud a z (1,18) vyplyva
‘ n—1
Zw“fha,,,—-Oprob-—-l n—1.
fmn—h

Tyto predchozi vztahy vSak znamenaji, ¥e ¥adky a,té (j=n —4,...,
n — 1) jsou linedrng zavislé. Ponévads zbyvajici a,-té ¥adky (¢ = 1,...,n —
— h — 1) jsou (podle (1,13)) linedrnf kombinacf ¥4dki a;-tych (j =n —h, ...,
n — 1), je hodnost tensoru 4,, mensi ne# A, co% je spor s pfedpokladem.

Poznémka 3. V dikazu pfedchozi véty neni vlastnd obsaZen dikaz pro
h = 1. V tomto p¥ipadsé vyrok (1,17) ma tvar

Poyypy + 0. (1,18)
Kdyby bylo ha,_, a,_, TOVDO nule, pak by bylo — podle (1,13) —
n—1 ay_;
Fray_s04 =’ z . A hay_yopy = 1 ha.-la.-x =0 (1,19)
-n—1 a; a;

proi = 1, 2, ...,n — 2. Rovné% podle (1,13) by bylo potom —vzhledemk (1,19)
ha‘a,—lka,a,l—()prozl-—l wn—1. (1,20)

Podminky (1,19), (1,20) spolu 8 podminkou hay_y4,_, = 0 mohli bychom psit
struénéji ve tvaru k., = 0, coZ je ve sporu s pfedpokladem.

Lemma 2. Necht pro hodnost h tensoru hqy plati 1 < b < n — 1. Potom exis-
tuje nekonedné mnoho symetrickych Fedent 1°¢ = 1 rovnic (1,16). Zvolime-li veli-
S Giny 1™, 4y, i, =1,...,n — h — 1 pevné tak, aby platilo

esl— o (1,21)
a definujeme-li ddle®)
""‘"“r a tel,...n—h—1,
l“f“c__..__ﬁ{:l “‘l“u 7en——h n—1, (1,22)
potom za téchio podminek maji rovnice (1,16) jednoznaéné Fedent pro 1%, pFi dems
Joo = Joa (1,23)
Dikaz: V uvazovanych bodech variety X, ,?) definujme si velidiny

%, 4,4, =1,...,m —h —1 zcela libovoln& (jako#to funkce 7°) tak, aby

platilo (1,21) a déle definujme v téchto bodech veliéiny I*™, jen —#h, ...,
n—1;t1el,...,n —h —1, podle (1,22).
Definiénf rovnice (1,16) pfepi¥me na tvar
n—A-1

s [y = 04 — = heg, . (1,24)

fr=n—h

$) Pfi uvafované volb¥ veliin 1%:%,
7) Kde platf (1,13).
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Proa=ay,1,€l,...,n —h —1%) se zredukuji vztahy (1,24) na tvar

’1-2,.—"1 h a"}la, e = — ‘§1 la‘ G‘ha‘a, (1,25)
Vzhledem k (1,13) miZeme (1,25) pf‘epsat takto:
n—h—-1
Z (%™ + 2 2. 1%%) h
fi=n—nh ag

Podle lemmatu 1 plyne odtud xhned

n—h—1 %,
% = % A% iel,..on—h—1;jen—h,...n—1. (1,26)
=l ay

Porovname-li (1,26) s definiénimi vztahy (1,22), zjistime, Ze plati

% =1%% 4el,....,n —h —1;jen —h,....,n —1. (1,27)
Pro volbu indexu a = ay,, jsen —h, . — 1, a4, + a; plyne z (1,24)
S g = — B W 1,28).
Jy=n—h "l f=1 W% ( )

Pravou stranu v (1,28) pfepiSeme podle (1,13) a (1,22)

a n—-hA-1n—-h-1 n-1
" heg=— X X X Al“‘“‘}.h _—

i=1 i=1  4=1 f=n—h gy o
Vzhledem k posledni identitd miZeme rovnice (1,28) pfepsat na tvar
a n—h-1n—h-19
2 *H—3 % A }. 1%%) hoya, =
jy=n—h =1 i=1 4, G
Odtud plyne ihned podle lemmatu 1

n—h~1 n—-h--1 %, %
%= 3% X A A% jyjien —h ..on—1,5;%7. (1,29

=1 =1 @ o

Z (1,29) plyne

n—h—1 n—n-1 [a, 951 n—h—1a—h-1 %, %
el ="3 "3 1A= 3x 3 Al
=1 t=1 ag, 6 i1=1 i=1 %, 6

a tedy vzhledem k podminkdm (1,21)
%) — 0 pro jy, jyen —hy.on —1; jy + 4. (1,30)

Z (1,27), (1,30) plyne ihned tvrzeni (1,23). Jednoznaénost fesen{ pfi pevné volbé
velidin 1%, 4,, 43¢ 1,...,m —h — 1 & volb& (1,22) je pak z definiénfch rovnic
(1,24)(co% jsou vlastné rovnice (1,16))azlemmatu 1zfejmé. Existence nekoneéns
mnoha symetrickych Fefeni I°* rovnic (1,16) spodfvé v tom, Ze miZeme veliéiny
%% (i,,43 = 1,...,m —h — 1) volit zcela libovolné tak, aby platilo (1,2.)1

8) Viz poznédmku 1).
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Na zéklad$ pfedchozi pomocné véty vyslovime nyni tuto vétu:
V&ta 3. Vechna symetrickd Fefeni 1°° rovnic (1,16) jsou tvaru

n—h—1 ¢4,
r=l® 4 T g o, (1,31)
inig=1  (4) (4,)
kde l“" je aymetncke Fedent rovnic ( 1,16), které odpovidd volbé
b« —=0,g=1,2,...n—1i=1...,n—h—1, (1,32)
°
40
v, t=1,2,...,n —h —1 jsou mezdvislé wektory s vlastnostmi (1,5) a g‘,
)
$,99€l,...,m —h — 1 jsou libovolné skaldrni velidiny v X,_, s vlastnosti
[LAN
g =0. (1,33),

Dukaz: Predeviim ukaZeme, e existuje symetrické feSeni l‘”’ rovnic (1,16)
p¥i volbé (1,32) a to ]ednoznaéne Volime-li totiz l"""l =0 pro 6,4, = 1,
n —h —1, pak je podle (1,22) l“"" 0 (7_n———h sn—1;1=1 ...,

‘n—h —1), coZ miZeme struénéji psat ve tvaru (1,32). Podle lemmatu 2 existuje
pak za téchto podminek jednoznaéné symetrické Ffefeni rovnic (1,16). Vzhledem
k (1,32) se rovnice (1,16) resp. (1,24) redukuji na tvar

n-1
, %_hg“'-"’-h..,la, =0 jujr=n—h,..,n—1 (1,33),

8 jednoznadnym Fefenim pro slozky I*s* (jak plynezlemmatu 1). Vime nynf, Ze
0
rovnice (1,16) majf symetrické fefeni [%°. Budiz l*? jiné symetrické feSenf rovnic
[}

(1,16). Oznaéme
wod = Jed  Jab (1,34)
[}

Vzhledem k toinu, Ze [9%, 9% jsou FeSenfmi rovnic (1,16), plyne odtud pro w*®
°

z (1,34) __—
whye = 0.

Mysleme si index a pevny; potom pfi tomto pevném indexu a existuji veli¢iny
(0}

w,i=1,...,n —h —1 tak, Ze je
n—h—1 (f)
w® = X u%’.9) (1,35)
i=1 @)

Ponévadz ]de o symetricka feSenf [2?, l“" rovnic (1,16), je wl®®] = 0, coZ vede pro

velidiny u“ z (1,35) k podminkdm

n—h—1 ()
T ultl=0.
=1 @

%) To plyne z (1,5), nebot viechna fefeni v% rovnic %, = 0 jsou linedrnimi kombina.-
cemi shora uva¥ovanych linedrn& nezévislych vektort +%, ¢ = 1,...,n —h — 1.
)
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Myslime-li si rozepsédnu alternaci v pfedchozich vztazich a takto upravené je
nésob{me tensorem k,, (a seéteme p¥es ¢), dostaneme z nich podle (1,5)
. ! n—h—1 (i)

2 ubhy,v*=0.
i=1 )
Ponévadz vektory »%, 71 =1, ...,n — k — 1 jsou dle pfedpokladu linedrné ne-

)
z4vislé, plyne z hofenich vztahi

()
ub kbc = O .
Ze stejnych diivodi jako shora jiz bylo postupovano miiZeme psat

(1)  n—h-1 i,
ub= X god. (1,36)
=1 (%)
Z (1,36) a (1,35) plyne
n—h—1 n—h—1 ii, .
w?= X X govdve.
t=1 i=1 (%) (%)

T4
Pozadavek symetriénosti tensoru we® vyZaduje symetriénost veli¢in g;‘ to plyne
z piedpokladu lin. nezdvislosti vektori . Tim je véta dokdzéna.
(O]

Poznamka 4. Pfedchozi véta byla vyslovena pii pevné zvoleném teéném
vektoru ¢, variety X ,,_,. Véta nasledujici se tyka feSenirovnic (1,16), vyjdeme-li
misto od vektoru £, od vektoru *¢, vizaného s vektorem ¢, vztahem (3).

Véta 4. Vyjdeme-li misto od teéného vektoru t, od vektoru *t, = Pt, (P + 0),
potom vdechna symetrickd FeSent rovnic

*100 *hpq, = éz,, a=1,..,n—1;j=n—h ...,n—1. (1,37)

jsou tvaru .
, *[ad — Qlad Q = P-1, (1,38)

kde 1°® jsou symetrickd ¥edeni rovnic (1,16), tedy tvaru (1,31).
Diukaz: Z definiénich rovnic (1,37) a ze vztahu (5) plyne prepis
*[9Phyay = dapp j =n —h,....,.n — L a=1,..,0—1.
Podle véty 3, vztahu (1,31), je tedy
¥[BP — [, §. *¥[ab = Qlov .
Poznamka 5. Z (1,37) a z véty 3 plyne specidlné

: *[ad — QJav (1,39)
[1] (]
Véta 5. Jest
1%%h,, = h (b hodnost tensoru h,y) , (1,40)

a to nezdvisle na volbé Fedend 1°® rovnic (1,16) a nezdvisle na volbé faktoru (nenulo-
vého) teéného vektoru t,.
Dikaz: Pro levou stranu v (1,40) dostaneme vzhledem k (1,31), (1,5)
n—h—1 i,

19hgy = (I + 2 g 0% ") gy = e,

0 fody~ 1 (,) (CY]
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tedy levd strana v (1,40) nezdvisi na volbé Fefen{ [%® rovnic (1,16). Vzhledem
k (1,32), (1,27) a definiénfm vztahdim (1,16) dostaneme \
n-1

[Ph, = I la'la"hai a9, =
a EA l.-ﬂ—h 0 178

n—1
5 dh=h.

Ja=n—h %,

-

Tim je dokédzéna platnost vztahu (1,40) a jeho nezavislost na volbé symetric-
kého FeSen{ [o¢ rovnic (1,16). Nezavislost vztahu (1,40) na volbé faktoru tedného
vektoru plyne bezprostiedns z (5) a (1,38).

¢
Definujme nyn{ jednak elementy [ab] jednak elementy Lg, takto:

c
[ab] = §Yhay + Oyhaa — Cahas) (L,41)q
Ly =14Vat, V,Bj. (L41),
Lemma 3. P#i reguldrni transformact parametra v X,_,;
7" =7'(n") (1,42)
plati1o)
c T 48 40 ¢ %€ 4¢€ b
65 = AOAGA;; ab + bbAo aﬁAi ) (1’43)0
Lj; = AcAzA7Lay + 8345 oady 1 (1,43),
kde
8 = Icahy, . (1,44)

Transformadni vztahy (1,43),,, se ovéi{ pfimym vypodtem. Poznamenejme,
%e pro tensor d, zavedeny v (1,44), plati piedeviim, jak plyne z definiénfch

rovnic (1,16),

5 — o (6:’=<Oproc#a,) c=1..,n—1, (145),

lproc=ga; j=n—h,....,— 1.

Déle je podle (1,13), (1,16)

n—-1 a n—-1 ay

"'°E°“h =10 3 Ahe = 3.66,
60« l adg janeh aa; ,_E_haf o
tedy
a4
Aproc=a;, j=n—h,...,n—1;
30 __ a¢ . =1,.7, —h—1. (1,45
Oa: <0proc=a‘,zl=1,...,n—-—h__1 v L (1,45),

10) Jde op¥t o okoli zkoumaného bodu, tedy o lokélni zékonitosti.

a -  an°
a3=2, 377

1
) a"c .
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Véta 6. Velicina M, v X, _, takto definovand

2 ¢ ¢
M“‘m([ac]*%c), a=1,..,n—1 (1,46)
md tyto vlastnosti:

a) Jest kovariantnim tensorem v X, _,.
b) Je nezdvisld na volbé Fedent (symetrického) I*® rovnic (1,16).
c) Vyjdeme-li misto od vektoru t, od vektoru *t, vdzaného s t, vztahem (3),
pak jest
*M,,,——_—M.,,—i—P‘laa,P,j=n—k,...,n—l, (1147)a

h 2

Mﬁ‘"‘_M¢|+TP1¢‘P+ E 13¢’P 1/—1 n—h'——‘l.

h+ 2 .0-naq
(1747)b

c
Dukaz: Z transformaénich vztaht (1,43),,, plyne, Ze diference [ab] — Lgo

c
je tensorem v X,_, a tedy kontrahovani velidina [ac] — Lg, (séitédno p¥es c)
je vektorem v X, _,. Tim je tvrzenf a) véty dokdzano.

Z definiénich rovnic (1,41),, (1,41), plyne

[:6] = %lcd(aahdc + achad - adhac) = i‘lca aaddc ’12) (1,48)¢

Lzo =144t VaB;. (1,48),
Podle (1,31) jest

n—h—1

‘;‘lcdahca—%(l“'{— z gvcvd)ahdc——l}l""ahdc-{-% 2— gv"v‘@h,c

fnfs=1 (%) (4y) fuig=1  (4) (%)

Jest viak vzhledem k (1,5)

e vdaahdc- ——h‘ua v v = —hdcvda vé —-—hd,v"a Ve =
(%) (45) (31) (3y) (#) (&) ) (i)

c cd __[c
[ac] = %5 aah’do = czc] . (1,49)a

Podobnd dostaneme z (1,48),, (1,31), (4), (1,5) a (1,6)

ﬂ—h 1 ‘1"

I Vat, VaB'—(l“’ g ) Vat,VaB; =

t,, £,-1 (%) (%)
n-A-11¢

=1874t, VaBr + = yv°(vaB')v“v¢
0

fuéa=1 (i)

. Tedy

18) Je totit 196 d,h,q — 1°% 94hae = O vzhledem k Symetri¥nosti tensoru i9°.
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n—Rh—1 §,i,
—l""Vat.V B+ = gv‘ (VoBY) o3ty =

futy=1 (%)
n—h—1

—-lwvat.VB 4+ = goi v ——ljjvat,v.,B;;

$1y g =1 (%1)
tedy
Ly =14Vat, Ve By =Li- (1,49),
0

Z (1,49),,5 8 z definiénich vztahti (1,46) plyne ihned tvrzeni b) véty. Vezmeme-li
misto tedného vektoru ¢, teény vektor *t, = Pt, (P # 0), a oznadime-li hviz-
di¢kou vlevo nahote p¥sludné velidiny (p¥i této volbé *2,), potom je podle defi-
ni¢nich rovnic (1,48),,; a vztahti (1,49)q,5

*e
= = % *[cd 9, *h
[ac] 3 ¥4 0o%has = % g a e s (1,50),
*Lg, = *1°0 g, V o By = *1¢ Va*t, V o B . (1,50),
0
Pro pravé strany v (1,50), , plyne pak na zikladé transformaénich rovnic (3),
(5), (1,39) a vztahu (1,40), (4), (1,44)
3 "‘lc"z 0a*hae = ~;~Ql"‘i 0,Phg, = %l“’ Ochac + 3 P21 0,P, (1,51),
¥4 7 0¥, VaBZ = QU4 4 (Pt,) Vo By = 1%V al, Vo B, — P71, 0,P =
(] 0 0 0
=14V 41,V o By — P18§ 0P . (1,51),
(]

Z (1,50)4,5, (1,51)4,5, (1,49),,5 & definiénich rovnic (1,46) dostaneme pro volbu
indexu a = a;,j =n —h, ..., n — 1, — pouZijeme-li jesté relace (1,45), —

* ) E__%_* “l_spe )= m +——2——~k—+1 P-13,.P
ay h+2 a,c a;c a; h+22 aj )

co% po upraveé dava vztah (1,47),.
Pro volbu indexu @ =a;, 1 =1,...,n —h — 1 dostaneme z definiénich
rovnic (1,46) s p¥ihlédnutim ke vztahim (1,50)4,, (1,51),,5, (1,49),, (1,45),

*M =___2____* ¢ — %[0 | —
b+ 2\ lac mel

.
=M“*+(EP'13“P+P— ,.‘E_hfa“fp)h+2’

odkud tGpravou plyne vztah (1,47),.

Ke konci tohoto paragrafu pfipojme jests jednu poznémku, uzitetnou hlavné
pro prakticky vypodet:

Poznédmka 6. V definiénich rovnicich (1,46) miZeme, jak z tvrzenf b) véty 6

c ¢
vyplyvé, psdt misto symboli [ac] , Lg, p¥imo symboly [ac] LS, (viz (1,49) ).
. 0
o :
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Tedy mizeme definovat piimo

2 ° L 1,62
Mo =573 \[ac| ~ 55 (1:52)
]

Slozek M, (j=n —h,...,n —1) vektoru M, v X,_, pouZijeme vhodn
v dal§im paragrafu p¥i definici afinnormélniho vektoru a konexe timto vekto-
rem indukované v X,,_,.

§ 2. Definice afinnorméliniho vektoru v p¥ipadé 1 < h < n—1

V celém paragrafu budeme pfedpokladat, Ze pro hodnost A tensoru k,,
variety X,_, plati v uvaZovaném oboru
1<h<n—1. (2,1)
Za tohoto pfedpokladu definujeme pfi pevné zvoleném teéném vektoru ¢,
variety X,_, afinnormalnf vektor #” rovnicemi

a) n't, =1,

b) n* Vaty, = Mo, j =1 —h,...,n —1, (2,2)
n—1 [2

0) ’""'Va,th z }"Maf‘*‘ua‘,?::l,...,n—h——l,
j=n—h a

aj
kde velidiny A, %, t=1,...,0 —h —1; j=n—h,..,n —1 maji tyz
a;

vyznam jako v rovnicich (1,7).

Predevdim je tfeba podotknout, Ze systém rovnic (2,2) pro neznimé w”
(» =1, ..., n), je feSitelny. Je-li totiZ h hodnost tensoru k., (kde 4 je pfirozené
&islo, pro néz plati (2,1)), potom v determinantu [V, ¢,, Vot ..., Vs by, 4] je
% + 1 linedrnd nezdvislych Fadkil, jeden fadek z nich je tvofen slozkami ted-
ného vektoru ¢,, ostatni linedrné nezvislé fadky jsou pak ve smyslu difvéjiiho
oznadeni Ve t, j=mn —h,...,n —1. Zbyvajici fadky, které jsme oznadili
Vot t=1,...,n —h —1, jsou pak linedrni kombinac{ ¥4dku a;-tych (viz
(1,7)).

Resitelnost soustavy (2,2) plyne pak z toho, Ze hodnost matice determinanti
soustavy a hodnost rozsifené matice soustavy jsou stejné, jak je ziejmé z (1,7)
a pravych stran v (2,2).

Pii feSeni systému (2,2) stadf se tedy omezit na Fefenf rovnic

a) nt, =1,

b) w* Vat,= Mo, j=n—h,...,n —1. (2,3)
Potom viechna FeSenf rovnic (2,2) jsou FeSenimi rovnic (2 3) a obracené.

Véta 7. Je-li pfi pevné zvoleném teéném vektoru t,, 112' jedno z Fefent rovnic

(2,2), potom kakdé fefent nv rovnic (2,2) je tvaru:
n* = n’ + B, (2,4)
1
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kde v je vektorem v X ,,_,, pro néjZ plati
v”hcb = O b= 1 . ' (2:5)
Dukaz: BudiZ (p¥i pevné zvoleném ¢,) 7:" reéenim rovnic (2,2) a n* jiné FeSent

téchto rovnic. Ponévadi je determinant [B}Bj... B:,_,, nV] #+ 0, mizeme psat

n” jako linedrnf kombinaci vektori ?”, Bj,a=1,...,n —1, tedy ve tvaru
ny = aiz" + Brwe . (2,6)

PongvadZ podle piedpokladu je n* FeSenim rovnic (2,2), dostaneme — dosa-
dime-li z (2,8) do (2,2), a pfihlédneme-li k (2) — a = 1. Tedy n” je tvaru (2,4).
Dosadime-li z (2,4) do (2,2), dostaneme

n Vet = (n + Byr®) Vg t, = My,

coi vzhledem k tomu, %e pro nV platf (2,2),, vede k podmince v°B Vat, =0
a tedy — podle (4) — k podmince heay=0 pro j=mn—h,...,n —1. Ana-
logicky dojdeme k podmince vk, = 0 pros = 1,...,n —h — 1 (dosadime-li
z (2,4) do (2,2),). Tim je véta dokézéna.

Véta 8. Vyjdeme-li misto od shora uvafovaného teéného vektoru t, od vektoru
*t, = Pt, (P % 0), potom vdechna Fedeni rovnic3)

a) *nr*t, =1,

b) *nvv.,*t,=*M,,,,j-—n—~h—l cenn —1, (2,6)

n—1
c) *n? Vo X, = X *A*Ma,-}— g, t=1,...,m —h —1,

jmn—h a;
j80u tvaru
*ny — an (Q = P-l) (2,7)
kde nv jsou Fefenimi rovnic (2,2).
Dikaz:Z rovnice (2,6), a vztahu (3) plyne ihned, ze *»” je tvaru
*py — Q(’);L" + B:wc) ,14) (2,8)
kde w* je n&jaky vektor v X,,_,. Dosadime-lido (2,6), za *n?, *t,, *M,, z trans-
formaénich vztahu (2,8), (1,3), (1,47), dostaneme
Qv + Byur) VoPly = Mo + P2 24P, (Q = P-Y),
t. j. po Gpravé (vzhledem k (2), (4), (2,2),)
n" Voyly, + P71 8P + whooy = Mg + P2 Oa, P
a tedy poulljeme-h (2,2)s,
w’h,,,-Oproy-—n—-—h w1, (2,9),

13) Symbolem * oznadujeme velifiny vztaZené k vektoru #fs.
1) 5 je ndjaké Fe¥eni rovnic (2,2).
1
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Dosadime-li do (2,6), za *4,, *p», *M,, ,1 *u,, z transformadnich vztahi (1,3)
(2.8), (1,47),, (1,15)q,,, dostaneme
Q(nv + -B'wc)(P Va‘ tv + tv aa‘P) =
n—-1
= 3 (Ma, + P! 9,P) + ta, — S ip 04,P + P~1 0g,P
j=n—h a; jmn-h a

Odtud dostaneme po tpravé vzhledem k (2), (4)

n—-1 g
n’ Y oty + wckca‘ = X }bMa, + Ug,
1

j=n—h a
a tedy vzhledem k (2,2),
Wheg, =0prot=1,....,n —h —1. (2,9),
Tedy, jak plyne z (2,9),, vektor w® vyhovuje vztahim (2,5) z véty 7. Odtud
a z (2,8), (2,4), plyne pak tvrzeni véty. .
Nyni vyslovme tuto dileZitou vétu:

Véta 9. Necht v daném afinnim prostoru A, (n > 2) existuje requldrni nad-
plocha X ,,_, té viastnosti, Ze v kaZdém bod& uvafovaného oboru plati pro hodnost h
tensoru hepy: 1 < h <n —1.

Oznabime-li v*, 1 =1,2,...,n —h — 1 libovolnd linedrné nezdvisld Feleni

(%)
rovnic
Wheyy =0,b=1,..,n—1, (2,10)
potom (n — h)-vektor o slofkdch

vl . p%m-r-ipta-nl g = B2 %, (2,11)
1) (2) (n—3-1) ) % '

kde n¥ je libovolné fedent rovnic (2,2), definuje v kaZdém bodé variety X, _, uréity
(n — h)-smér, kterg md tyto vlastnostz

a) je nezdvisly na volbé linedrné nezamslych fe§eni v 1 =1,...,n —h — 1)
®)
rovnic (2,10);

b) je nezdvisly na volbé Fedeni n* rovnic (2,2);
c) je nezdwvisly na volbé faktoru tecného vektoru t, variety X n—;.

Dukaz: Nechf »* je néjaké fefenf rovnic (2,2); nechf (v“, t=1...,n—
' 1 © (9
— h — 1 jsou linedrné nezévisla fefenf rovnic (2,10)a we, i=1,...,n—h—1
(O]
jiny takovy systém linedrné nezavislych ¥eSenf rovnic (2,10). Potom v kaZdém

x
bod& uvafovaného oboru variety X ,_, existujf &sla r (4, k = 1,...,m —h —1)
‘

tak, Ze je
n—h-1%
wr= X rov},4=1..,0—h—1, (2,12),
() k=1 ¢ (%)
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ph éemi Ie 12 n—h-1

k
determinant [r] =(n —h — Dlrr... r = 0.19) (2,12),
J [13 n-h-1]
Definujeme-k w= = B2 w?®, pak (2,12), miZeme piepsat na tvar
(0) ()

n—-h-1 k
we= X r 0% vr= B2v*,
() k=1 $ (k) ()
Odtud dostaneme
ky ky kn—p-1
wlogpss | wom-r-1pon-dl = T ... r ol%w% | p%-b-1psa-i] =
1y @ (n—h-1) 1 1 2 n-h-1 (k) (ks) (kp—pr-1) 1
. ky ks
= oot | -l T(— 1Py r ... pEen-s
@ (2) (n—h—1) 12 n-h-1

kde ve vypsaném sumaénim symbolu séitame pies viechny moZné permutace
dsel Ky, ..., knpg=1,....,m —h —1. Symbol p zna¥f pak t¥idu p¥sluiné
permutace. Jak z pfedchozich rovnic vyplyvé, miZeme psat

wlawe | whh-a-ipta-al = D | plog®s | po-r-1poa-al

@ @ (n—h-1) 1 @) (@ (n—h-1) 1
kde D je skalar v X, _,, totiz determinant z (2,12),. Z pfedchozich vztahi vy-
svitd ihned platnost tvrzenf a) véty 9.

Dikaz tvrzeni b) véty 9 je velmi snadny. Je-li totiz n” feSenim rovnic (2,2)
riznym od d¥ive uvazovaného ¥efeni n” rovnic (2,2), potom miuZeme na zakladé
rovnic (2,4) z véty 7 psat b

-v[“zv“x e U“n—h—ln“n—-h] =

1 2 n—h-1
= vl*wa | p%m-r-1po-al | plaga | pon-b- B:»—"]v“ s (2,13)
M @ (—-b-1) 1 1 3 (n—h-1)

kde vektor »® vyhovuje rovnicim (2,5). Vektor v* mizeme tedy psat jako linedr-
nf kombinaci vektort »%, ¢ = 1,...,n —k — 1 a tedy vektor v* = B2v* jako
()
linearni kombinaci vektort v»#, ¢ =1,2,...,n —h — 1. Odtud plyne viak,
(O]
%e druhy séitanec na pravé strané ve vztazich (2,13) je roven nule.

Platf tedy:
plEwm | pom-a-1pa-a]l = plopds | pOn-A-1p%-2] s
1) (2) (n—h-1) 1) (2) (n—a-1) 1
¢{m% je tvrzeni b) ovéfeno. )
Nechf systém linedrné& nezévislych vektort 2, ¢ =1,...,n —h —1 vy-

(O
hovuje rovnicich (2,10). Vyjdeme-li nynf misto od teéného vektoru ¢, od te¢ného

vektoru *¢, = Pt,, P % 0, potom je téZ v**h,, = O prot =1,2,...,mn —h —1,
®
jak je zfejmé z (5). Mizeme tedy prohldsit vektory »® za nezavislé na transfor-

. (O]
madnich vztazich (3). Odtud a z véty 8, rovnic (2,7) plyne pak:

15) To plyne z predpokladu linedrnf nezévislosti vektord w8, ¢ = 1,...,n —h — 1.
)

)
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kgl kpas | kpan_a-1 ¥pan-d]l = ployrs | pEe-s-1p%-al Q y
Q) (2) (n—h—-1) (1) (2) (n—h-1)

kde @ = P-1. Je tedy i tvrzeni c) véty spravné. Tim je celd véta 9 dokazéna.

Definice 1. Privilegovany (n — h)-smér z véty 9 budeme nazyjvat invariantnim
afinnormdlnim (n — h)-smérem variety X, _,. .

Pozndmka 7. Nyni je zfejmé, proé jsme v definiénich rovnicich (2,2) pro
vektor n* volili pravé strany pomérné slozité. Udelem bylo totiZ zajistit in-
varianci (n — h)-sméru z v8ty 9 vzhledem k transformaci teéného vektoru ¢,.
A k tomu bylo tfeba volit pravé strany v (2,2) tak, aby velidiny na t&chto stra-
nach mély takové vlastnosti p¥i zméné faktoru teéného vektoru jako maji
pravé zvolené velidiny M,,. NaSe definice veli¢in M4 neni ndhodnd. Je naprosto
analogicka veli¢inam symbolicky stejné oznadenym v difvéjsi praci, kdy Slo
oafinnormalni vektor variety X ,_, v 4, s pfedpokladem, Ze hodnost tensoru 4,
jen — 1.18)

Pozndamka 8. Hofenfm postupem — a to se dalo éekat — nedospéli jsme
k jednoznadéné definici afinnormalniho vektoru pro varietu X,_;, pro jejiz
tensor h,;, plati (2,1). Za afinnorméalnf vektor variety X,_; miZzeme vzit které-
koliv ¥eSeni n” rovnic (2,2). Kdybychom chtéli dosahnout jednoznaénosti,
t. j. definovat smér vektoru »* v 4, jednoznaéné, pak bychom museli k pod-
minkim (2,2) pfidat daliich n — kb — 1 podminek, které by nebyly ve sporu se
vztahy (2,2), nebyly jejich disledkem a také aby jedna z druhé neplynuly.

Hofenim postupem jsme ziskali uréitou t¥idu afinnormalnich sméra, ktera
jako celek nezavisi na volb8 faktoru te¢ného vektoru ¢,. K této t¥idé afinnor-
malnich sméra 1ze nyni konstruovat uréitou t¥du konex{ v X, _,.

Budiz n” néjaké feseni rovnic (2,2). Definujeme veli¢iny B? taktol?)
1

1 proa=5b
Ba = 0% “=/
1’B;’ % (6,, N0 pro a + b)’

.

(2,14)
Bany =0 .
11

Snadno nahlédneme, Ze systém rovnic (2,14) mé jednoznaéné feseni pro ele-
menty B2.17)
1

Lemma 4. Elementy IS, takto definované
1
I';, = B; V .B; (2,15)
1
definuji v X,,_, konexi.18)

16) (I), str. 192, rovnice (4,5)a a str. 195, rovnice (4,12), a strana 197, rovnice (5,4).

17) (I), str. 182, rovnice (2,2).

18) Konexe ve smyslu afinni indukee (No#:iéka, La connexion et la normale de I’hyper-
surface dans ’espace riemannienne du point de vue de la géometrie affine, Czechoslovak
mathematical Journal, vol. 1 (76), 1951, strana 20 (12).
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Dikaz se provede poukazem na transformadni zdkonitost p¥i reguldrni
transformaci parametrt v X,,_,. Zde (pro jeho jednoduchost) neni podén.

Definice 2. Konexi o koeficientech definovanych v (2,15) nazjvdme konexi
indukovanou afinnormdinim vektorem n* v X,,_,.

Vezmenre-li nyni feSeni n” rovnic (2,2) rtizné od fefeni n”, potom plati podle
1

(2,4)
n’ = n¥ 4+ Bwe,
1

kde v¢ vyhovuje rovnicim (2,5). Zavedeme-li elementy B2 definicf analogickou
definici elementt B2, tedy
1

BeB = 82, Ban? = 0,
potom plati mezi elementy B2, B2 vztahy
1

Bs = Bs — s, (2,16)
1

Relace (2,16) se snadno ovéif na zdklad$ definiénich vztahiti pro elementy
Bg, Ba. 1)
Pro konexi indukovanou vektorem n* dostaneme na zdkladg (2,16), (2,15)
11:, =BV ,By= (B —vt,) VB, =TI¢ — v, V,.B},
1 1

a tedy vzhledem k (4)
T =T5% + hgyoe . (2,17)
1

Vé&ta 10. T#ida afinnormdinich vektori variety X,_, representovand vSems
Fedenimi n¥ rovnic (2,2) vede k tFidé konexi indukovanyjch v X, _, o koeficientech
tvaru (2,17), kde I'S, je jedna z konexi této tFidy a vektor v° vyhovuje rovnicim

1

(2,5). Ke ka#dé konexi tFidy (2,17) existuje jednoznaéné vektor afinnormdlni n»
(jenZ je Fedenim rovnic (2,2)), ktery ji indukuje. Toto prifazeni konexe a afinnor-
mdlniho vektoru je vzdjemné jednoznalné. Uvaovand tfida indukovanyjch konexi
je nezdvisld na volbé faktoru teéného vektoru t,.20)

Cést tvrzeni véty byla dokézéna v tvahich vits predchéazejicich; zbyva
ovéfit vzédjemnd jednoznalénou korespondenci mezi t¥idou afinnormélnich
vektort a t¥idou indukovanych konexi a dédle invarianci t¥idy konexf vzhledem
k transformaci teéného vektoru *t, = Pt,.

Ze vektoru n?, jen# je zvolenym ¥eSenim rovnic (2,2), je p¥ifazena konexe jim
indukovand jednoznaén&, plyne ihned z definiénich rovnic pro koeficienty
konexe I'¢, = B¢ V/, B}, kde B? jsou jednoznaéné svymi definiénimi rovnicemi
urdeny. BudiZ nynfi dina konexe o koeficientech tvaru (2,17) s pevné zvolenym

1%) Viz na p¥. praci citovanou v 14), str. 24, 25, kde je analogicky postup.
%0) T. j. nezévislé v tom smyslu, e — vyjdeme-li misto od te¥ného vektoru ¢, od vek-

?grlu',)"t, = Pi,, a tedy misto od vektoru n” od vektoru *n* — dostaneme op&t konexi tidy
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vektorem v° vyhovujicim rovnicim (2,5). Potom vektor n* = n* 4 Bfv¢induku-
1

je tuto konexi. Kdyby existovalo jiné feSenf n* rovnic (2,2) indukujici danou
konexi (n” + n?), potom by bylo n* 4 B¢ = n*, v¢ + v°. Konexe fg, induko-
vanéa vektorem »* je pak, podle (2,17)

Iey =T, + hoyv, .

Rovnost I, = I'e, by implikovala v* = v°, co je spor s predpokladem.
Existuje tedy k dané konexi z t¥idy (2,17) afinnorméln{ vektor % ji indukujfef
(jenZ je Fesenim rovnic (2,2)) jednoznacéné.

Vyjdeme-li nyni misto od teéného vektoru ¢, od teéného vektoru *¢, = Pt,
(P # 0), potom vSechna FeSeni rovnic (2,6) pro afinnormélni vektor *n» jsou
(podle véty 8, rovnic (2,7)) tvaru:

*py — an R
kde n” jsou FeSenfmi rovnic (2,2). Definujeme-li veli¢iny * B2 rovnicemi *B2B; =
= 0%, *B%*n» = 0, potom mezi veli¢inami *B2, B2 2!) plat{i vztah

*_Ba —_— Ba 22)
a tedy *I'y, = *B2 \/ , B} = B: \V/ , B} = I'¢,, ¢imz je posledni tvrzen{ véty do-
kézano.

Polozme si nynf otazku po definici a to jednoznadné, afinnormalniho vektoru,
ktery je z t¥idy shora uvaZovanych afinnormalnich vektori. K tomu tGéelu defi-
nujeme kovariantni vektor m, v X, _; takto

(a’) ma,_-Mn,,jz'ﬂ»——h -—1,
(2,18)
(b) Moy, = Z ).Ma,—l—u.,,,z'——l v —h — 1.
jm=n—h a;

Vektor m, definovany v (2,18) pfedstavuje tedy pravé strany definiénich
rovnic (2,2),,, pro vektor n.
Lemma 5. Vyjdeme-li misto od teéného vektoru t, od wvektoru *t, = Pi,
(P % 0), potom plati
*m, = mg + P-19,P. (2,19)
Spravnost tohoto tvrzeni byla ovéfena pro a =a; (j=n —h,...,n —1)
vétou 6, vztahem (1,47),. Platnost vatahu (2,19) proa=a; (¢t =1,...,n —
— kb — 1) se snadno ové¥f z transformaénich vztahi (1,15),,s, (1,47),.
Véta 11. Deﬁnujme pFi pevné zvoleném teném vektoru t, vektor n” takto:
0 i ZGD{B,lcd(Vd tav Bb + habmd } (2,20)
Potom vektor n” je r&é’emm rovnic (2,2) a jeho smér je nezdvisly na volbé faktorw

°
teéného vektoru i,.
21) BY jsou definovény rovnicemi b3B} = 6§ BS = n” = 0.

1) MuZeme totiZ psét *BS jako linedrni kombinaci velidin B3, f, t. j- *Ba BTG +
+ 79¢, odkud se d4 odvodit T¢ = 43, ¢ = 0.
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Diikaz: Doké¥eme, %e vektor n* vyhovuje rovnicim (2,2). Je predevsim,
)]

vzhledem k (2), (4), (1,40)

1 1

__ Jab. y _ ___ Jad o .

hﬁ tvvaBb k({ hab 1,

tedy vztah (2,2a), je spln&n. Dile dostaneme z (2,20) s ohledem na vztahy (4)
(1,44), (1,40), (1,45),

- nvt’ —_—
0

1
;’:’v Va,ty = ’Ezab {hcaigmi Vd ta v:; B% + hca,‘l)‘:dhabmd - vaf tv Va B;} =

1 1
= 512404 Vata Vo B + 85hasms — Vayt, Vo B} = 5 I hasima, = me,

pro j=mn —h,....,n —1. Je tedy té% podminka (2,2), splnéna. Podminku
(2,2), si nemusime jiz ovéfovat, nebof, jak bylo na polatku tohoto paragrafu
fedeno, jsou viechna feSenf rovnic (2,2),,, YeSenimi rovnic (2,2),,,c & obracens.
Tedy z;u' je feSenim rovnic (2,2).

Vyjdeme-li nynf na misto od teé¢ného vektoru ¢, od tetného vektoru *f, = Pt,
P + 0), potom dostaneme z definiénich rovnic (2,20), pfihlédneme-li ke vzta-
hiam (1,39), (5), (3), (2,19), (4)

nr = BT o * V o B+ Hharmg) — Vo B} =
= 4 QU (BII9Q(V 4 Pty Vo Bf + Phoslma + P72 8P)) — Vo By} =
=Q [% 1 (B 1V 41, V o B + haym) — vaBz] +
+ o QLB  , By 2P + $QUVIh,, BP1 0P

— Qn —% QUVIHBY(— P2 8,P + P~1 0,P) = Qu’ .

Odtud je zbyvajici tvrzeni véty ziejmé.
Vé&ta 12. Konexe indukovand vektorem n* v X,_; o koeficientech
0

A5 =By V. By, (221
kde elementy Bg jsou definovdny rovnicems '
° lproa=15b
) 28)

_10923;=6§, (6g=<0 pro a £ b

(2,22)
Bt:nv —_ 0 y o
0

je nezdvisld na volbé faktoru teéného vektoru t,.

%) Velitiny ?‘,’ jsou rovnicemi (2,22) definovény jednozn;n‘,né.

120



Dukaz: Podle véty 11 platf p¥i volbé *i, = Pt, (P % 0)
*n = @Qnv, Q = P-1, (2,23)
° °

Zavedeme-li elementy *B? jednoznalné definiénimi rovnicemi *B3Bj = d3,
*Ba *n» = 0, potom si snadno ové&fime vztah *Bs = B3.24) Odtud plyne pak
ihned

*AO:bE *-Bé VGB; = -B;S VaB; = A:b:
4mz je véta dokazana.

Pozndmka 9. Vétou 11 a 12 byla zodpovédéna otdzka jednoznaéné defi-
nice afinnormélnfho vektoru o sméru nezdvislém na volbé faktoru teéného
vektoru a konexe nezavislé na této volbs.

V daldim paragrafu obratime se k dosud opomijenému p¥ipadu, kdy pro
tensor h,;, variety X,_, v A, plati v celém jejim definiénim oboru k,, = 0.

§ 3. PFipad totiln& geodetickych variet X,_, v 4,

Existuje-li v daném afinnim prostoru 4, (» — 1)-rozmérna variety X,_,,
pro niz plati :
hop=20 (3,1)
v jejim definiénim oboru, pak tuto varietu nazyvame fotdIné geodetickou nad-
plochou v A,. V daldim budeme existenci takovéto nadplochy X ,,_, v 4, pied-
pokladat.
Za platnosti pfedpokladu (3,1) existuje v X, _; vektor u, tak, Ze plati (1,3),
t.j.
! Vols=1upt,, b=1,...,n —1 (3,2)
v kazdém uvazovaném bodé variety X,,_;.
Lemma 6. Pro vektor u, z (1,3) plati pfi transformaci (3) teéného vektoru t,,
*up=u, + P 10,P,b=1,...,n —1. (3,3)
Dtukaz: Ponévadz vztah (3,2) je nezavisly na tom, jaké Felenf ¢, rovnic
B’t, = 0 si zvolime (coZ plyne z toho, %Ze hodnost tensoru %,, je nezivisld na
transformaci (3)), plati téz
V o*t, = *uy*t,
a tedy, vzhledem k (3)
P yt, +t, 0,P = *u,Pt,.
Dosadime-li do tohoto vztahu za V¢, z (8,2), dostaneme po tipravé
(up + P 0, P71 —*u,)t =0, .
co#, vzhledem k tomu, Ze ¢, je nenulovy vektor, vede ihned k (3,3).
Definujme nyni, pfi pevné zvoleném teéném vektoru £,, vektor n” rovnicemi
a) n*t, = 0,
. : (3,4)
b) WVet,=u,, a=1,..,n—1.
) Viz pozndémku 23), '
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Z (3,2) plyne, Ze hodnost matice determinantu soustavy (3,4) a rozsifené matice
soustavy (3,4) jsou stejné a to rovny jedné. Viechna fefeni n” soustavy rovnic
(3,4) dostaneme tedy FeSenim jediné rovnice, a to rovnice (3,4)4,5-

Lemma 7. Viechna Fedeni n* rovnic (3,4) jsou tvaru
n? = n + Bls°, (3,5)
1

kde n” je jednim z Fefeni rovnic (3,4) a s° je libovolny vektor v X ;.
1
Dukaz: Nechf n” je feSenim rovnic (3,4) a n” jiné takové FeSeni rovnic (3,4).
1
Pak existuje skaldr a a vektor s° tak, Ze
n¥ = an® 4 Bs®.
1

¥y v

Ponévad¥ vektor n” je rovnéz feSenim rovnice (3,4),, plyne odtud ihned a = 1.
Tedy vektor n¥ je tvaru (3,5). Z (3,1), (3,4) plyne

n’ Val,=n"V,t + B:_gc Vat,=up + schac = Up -
1
Tedy vztahy (3,4), jsou splnény pti kazdé volbg vektoru s° v X,_,;.

Lemma 8. Vyjdeme-li misto od teéného vektoru t, od teéného vektoru *t, = Pt,,
potom vdechna Fedeni *n» rovnic

a) * ¥, =1,
b) 0 7 ¥, = *u, (3.9
j8ou tvaru
*nr=Qn (@ =P, (3,7)

kde n” jsou f'eé'em’ rovnic (3,4).
Dikaz: Z (3,6), plyne vzhledem k (3) ihned, Ze *»” je tvaru (3,7). Rovnice
(8,6), jsou pak splnény.
Budiz nynf — p¥i pevném teéném vektoru #, — »n” libovolnym ¥eSenim rov-
1
nice (3,4), (tedy i rovnic (3,4),,,). Definujme veli¢éiny B2 zndmym zpisobem
1

BeBr = 68, Bin’ = 0. (3,8)
1 1 1

Tento systém rovnic mé jednoznadné feSeni pro veliCiny Ii‘,‘, jak tomu bylo
v analogickych p¥ipadech z paragrafu 2. Definujme velidiny I'¢, zpisobem
znamym z p¥edchoziho paragrafu '

Ia=B;V.B;. (3.9)
Tyto velidiny definujf v X,_, koeficienty uréité konexe (jak tomu bylo v § 2
v analogickych p¥ipadech), konexe indukované vektorem n”.

1
Plat{ nynf tato véta:
V&ta 13. Nech? existuje v daném afinnim prostoru A, (n > 2) reguldrni
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nadplocha X, _;, pro ni% jest v kaZdém bod¢ uvatovaného oboru h,, = 0. BudiZ n®
néjaké feseni rovnic (3,4). Potom konexe o koeficientech

Ag = By V4 By, (3,10)
1
kde velifiny B¢ jsou takto definovdny

lproa=1d
BBy = & (6g=<0 pro a=i=b)’

(3,11)
B =0, 4

je nezdvisld na volbé reSeni n¥ rovnic (3,4) a na volbé faktoru teéného vektoru t,.

Dikaz: Nechf 111," je FeSenim rovnic (3,4) a ]{?2 velidiny definované v (3,8).

BudiZ n” jiné feSeni rovnic (3,4) rizné od »*. Pak je, podle lemmatu 7,
1

n’ = mn’ + B¥s¢, ¢+ 0. (3,12)
1
K vektoru n* definujme veli¢iny B2 rovnicemi (3,11). Vektor (kovariantni
v A,) B mizeme psat jakolinedrni kombinaci vektort B, {, (¢ = 1, ...,n — 1),
1
t. j.

Bz = BeTa + rot, .
1

Nésobime-li pfedchozi vztah vektorem B} dostaneme, vzhledem k (2), (3,11),
(3,8) '
5‘,}=T:6§=>Tg= (5‘;};
tedy
B2 = B2 4 ret,.
1

Nasobime-li pfedchozi vztah vektorem #?, dostaneme vzhledem k (3,11),
(3,12), (3,4), (3,8)

0 = B3(n” 4 B%s) + r2 = 8% 4 re, t.j. r¢* = — g%,
11

Tedy
B3 = B3 — s9¢, . (3,13)

v
1

Pro konexi indukovanou vektorem n* dostaneme na zikladé vztaht (3,13)

(3,9), (4)
Ie,=RBY,B,= (B, —st)VaBy=1T5,. (3,14).
1 1

Tedy konexe I'?, je nezavisla na volbé feSenf n” rovnic (3,4).

Vyjdeme-li na misto od teéného vektoru ¢, od teéného vektoru *#, = Pi,,
potom vi¥echna FeSen{ rovnic (3,6) jsou tvaru (3,7) (podle lemmatu 8). Potom,
podle piedchoziho, je konexe *I'9, indukovana v X ,_; nezavislé na volbé FeSeni
*n» rovnic (3,6). BudiZ tedy *»” jedno z feSenf rovnic (3,6). Definujeme veliiny
*B3 zndmym zplsobem.

*BaB; = 83, *Ba*ny = 0,
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Podle (3,7) je *n» = @Qn», kde n” je fefenim rovnic (3,4). Necht pfi uvazovaném
n” majf veliéiny B? vyznam z (3,11). Snadno si ovéfime, %e mezi veli¢inami *Bs,
B plati vztah
. *Bs = Bg.
Odtud plyne pak, vzhledem k (3,14)
*[e,=*B /B, =B VB, =1T5,.
1

Oznadime-li 'S, = A¢,, jsme s ditkazem vty hotovi.
[

Pozndmka 10. Podstatné pro nas piipad je, Ze ziskana konexe o koeficien-
tech A¢, je nezévisléd na volbé faktoru teéného vektoru ¢,. P¥i jeji konstrukei je
0

ta vyhoda, %e za afinnormaln{ vektor variety X,_; (pro niz plati A,, = 0) mi-
%eme mit jakykoliv vektor v bodech variety X ,_,, ktery v ni nelezf.

Zavér

Neuvazujeme-li pomérné jednoduchy p#ipad popsany v § 3, t. j. pfipad to-
talné geodetické nadplochy a v afinnim prostoru 4,, potom celou predchozf
teorii 1ze ryze formalnim zpisobem zobecnit na p¥ipad, kdy hodnost % tensoru
hgp variety X,_, v A, jest rovna n — 1. Jde tedy o zobecnén{ na variety X,_,
v A,, o nich% pojedndva mé d¥iv&jsi prace: Le vecteur affinonormal et la con-
nexion de I’hypersurface dans I’éspace affin, Casopis pro péstovani matematiky
a fysiky, roé. 75 (1950), str. 179—208.

Zde je na mist& podotknouti toto: Velmi éasto se ¥ik4 neuvazend tém piipa-
dim variet X,_, v 4,, pro néz je hodnost tensoru h,, rovna » — 1, pfipady
,,obecné‘ variet X, _,. Zde viak teorie ,,specidlnich p¥padi‘‘ (kdy 1 < »n <
< n — 1), d4 se ihned rozifit i na pf¥ipad A = n — 1, nikoliv obracené.

Abychom doplnili teorii z § 2 i o p¥ipad h = n — 1, stadi uvazit, e v tomto
pfipads je hodnost matice determinantu (1,1) rovna 7.25) Systém rovnic

nt, =1

*)

mé pak, pi‘i daném vektoru m,, jediné feSeni n». V pi¥ipadé h =n — 1 jsou
véechny fadky determinantu z tensoru k., linedrng nezavislé a miizeme zde
definovat tensor [%® takto:

N Valy=mg, a =1,...,n —1

labhbc = 6: .2°)

Je tedy v p¥pads h = n — 1: 19® = Ao kde h®® je kontragredientni tensor

k tensoru A,p. Velidiny M ,, definované v (1,46), pfejdou pak pimo ve veli¢iny

stejnd symbolicky oznadené v d¥ivéjsf praci.??) Definice m, = M,, v rovnici (*)
" %) (1), str. 181, vita (1,1).

) Viz (1,16).
1) (1), str. 192, (4,5),.
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vede pak k jedinému Fesenf n* rovnic (¥), kde n” je sméru nezévislého na volbé
0 0

faktoru te¢ného vektoru t,.28) Pi{slusny vektor 7:" je popsan rovnicemi (2,20),

kde klademe h = n — 1, 19® = h%*. Konexe indukovana pak timto vektorem
- 0 ‘

n»?9) je pak tvaru (2,21).

1]

Pro variety X,_, v A, uvafované v § 2 bylo by mo#no nalézt jiné invariantn{
afinnormalnf sméry a konexe, tak jak to je provedeno ve shora citované préci
pro piipad b = n — 1. To je vSak uZ zaleZitost ryze formalni.

To, %e teorie probrand jak v této, tak i v diivéjsi praci (o afinnormalnim
sméru a konexi) mé pro afinni geometrii vyznam a nenf pouhou konstrukef

a formalismem, ukd¥eme na jednoduchych p¥ikladech (a to na kvadrikach
v obydejném trojrozmérném afineuklidovském prostoru 4,) v II. &asti prace.

I1. st

Tato &ast je vénovéna jednoduchym ptikladim z afinni geometrie ploch v afineukli-
dovském trojrozm&rném prostoru E,, tedy v prostoru A, o koeficientech konexe vesmés
rovnych nule. Symboly z, ¥, z budou v dal§im znadit kartézské soufadnice bodt v uva¥o-
vaném prostoru. Pifklady se tykaji kvadrik — piesn&ji — afinni normaly a jejiho vyzna-
mu u nesingulédrnich kvadrik a afinni normély a afinnormélni roviny u singuldrnich
kvadrik. Podrobny vypodet zde nebude proveden, podetn{ vysledky budou citovény a to
v takovém pofadi, aby byla patrna metoda vypo&tu.

P¥iklad 1. 1*) Parametrickymi rovnicemi
x=wucosv, y=usinv, z==rbku, k£ 0, (1,1)*
kde u € (—o0, ), v € {0, 27), je ddn v B kvadraticky kuZel ve specidlni poloze.

Polozme 7! = u, #* = v. Pro velidiny Bz = _ax_: dostaneme

on
B} = cos v, B} =sinv, B: =Fk,
(1,2)*
Bl= —usinv, Bi=wucosv, BE=0.
Pro teény vektor ¢, variety (1,1)* dostaneme jako jedno z feSenf rovnic (2)
t,=—kucosv, t,=—Fkusinvy, t;=1u. (1,3)*
Z (1,2)*, (1,3)* spodteme snadno podle (4) slozky tensoru h,,:
hll = hlﬁ = th = 0, h22 = - kuz . (1,4)*

Vylouéime-li hodnotu » = 0, kterd odpovidé vrcholu kuZele (vrchol je v po-
¢atku systému soufadného), potom v kazdém bodé& plochy (1,1)* je hodnost
tensoru h,, rovna jedné, jak plyne z (1,4)*. Tedy - :

h=1 (u+0). (1,5)*

28) (I), str. 197, rovnice (5,4), (5,5).
29) (I), str. 197, rovnice (5,3).

1*) Tento p pitiklad bude proveden podrobnéjisodvolénim na formule v &asti 1.
p
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Podle (1,32), (1,16) dostaneme pro tensor [9%:
: 0

1
11 — J12 — [21 — 2 - — *
. ‘l, —g -—‘l) 0, 2= o (pro w #+ 0). (1,6)

Z definiénich rovnic (2,20) plyne pro normélni vektor n* na zdkladé vztahi
(L,4)*, (1,6)*, (1,5)*
n¥ = 12 {Bjl*(0,t, 0,B% + hgams) — 0,B3} . (1,7)*
0 [} 0

Pro m, dostaneme z definiénich rovnic (2,18),, (1,52), (1,49),, (1,49), s pfi-
hlédnutim k (1,4)*, (1,5)*, (1,6)*,

2 ([ ¢
my = M, = 3([20] —Lé’.,) = %—(%gcd Oshg, ‘“f:d Oata 0:BF) =
21
= § (312 03hy, — .l)” 0oty 0,BY) = 3 Oy, 0,B% ,
a tedy, vzhledem k (1,2)*, (1,3)* (jak snadno spodteme)
my = 0 .2%) (1,8)*

Z (1,8)*, (1,6)* a z poznamky %*) plyne pro vektor n* v (1,7)*
. 0

1
W= 9,B;, (u * 0),

co% rozepsano dava podle (1,2)*

1 1
1= — 2= ___gi 3 — *
7: T CO8 ¥ ';z T S 0 ? 0 (u+0). (1,9)
Jsou tedy rovnice (parametrické) hledané afinnf normdly variety (1,1)* bodé

(u: ‘U), % F 0’
o0 o0

1 ] 1 .
X=ucosv —71-—co8?, Y =usinv —1-—sinv, Z = ku,
0 0 ku 0 0 0 ku " o 0
o 0

kde 7 je parametr.

Zavedeme-li misto parametru = parametr t = — 7 70%, pak parametrické
[}
vyjddfeni afinnf normély je
X=wucosv(l +1?), Y =wusinv(l +1), Z =ku, (1,10)*
' [} . [} [ (1} [}
kde X, Y, Z, jsou b&%né body afinni normély. Viimnéme si, Ze pro t = — 1 je

X =0,Y =0, Z = ku. Tedy afinnf normaly v bodech variety (1,1)* (s vy-
0

jimkou bodu [0, 0, 0], jenZ je vrcholem kuzele a kde nenf normala definovana)
protinaji osu z soufadnicového systému. Osa z je zfejmé osou kuzele.

3*) Je totif pro na¥i varietu dyt, 9,87 = 0.
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Pro asymptoticky smér v bodé (u,v), % + 0, t.j.smér vyhovujici vztahu
hgy . v = 0 v bod& (u,v), dostaneme (bez ohledu na multiplikaéni faktor)
vl = 1, v = 0, a tedy pro jeho sloZky v X, plyne podle (1,2)*

. v¥ [cos v, sinwv, k] . (1,11)*
Je tedy v” nezavisly na . Parametrické ¢ary v = konst jsou éarami asympto-
tickymi. Jsou to povrchové p¥imky kuZele. Invariantn{ afinnorméln{ bivektor
z véty 9 a definice 1, representovany vektory v, n”, vede v naSem piipads k ro-
°
viné invariantnfho sméru,3*) jejiz rovnice v bodé& (u, v), u + 0, jest:
00 o
X —x, Y —yy, Z —2
0
(vl)m (v /02 (”3)0 =0, (A)

(n1)os (n2)os (n3),
0 [ °

kde z, y,, 2, je bodem variety (1,1)* pro hodnoty u, v. Dosazeni do pfedchoz{
rovnioce z (1,1)*, (1,9)*, (1,11)* dava po Gpravé rov;ie‘;
Xsin:)~Ycos;)=0, ' (1,12)*
coZ je rovnice prumérové roviny kvadratického kuzele (1,1)* v bodé (u, 'v). Pri
proménném 1) dostavame jednoparametricky svazek primérovych rovin s osou

splyvajici s osou z soufadnicového systému. Poznamenejme jesté, Ze geometnc-
ky vyznam afinnfho normélniho vektoru »” a invariantniho afinnormalnfho
’ °

bivektoru shora popsany pro varietu (1,1)*, tedy pro kvadraticky kuZel, zasté-
vé, af ma tento kuZel v E, jakoukoli polohu. Pfesné&ji feéeno, my jsme uvazo-
vali kuZel ve specialnf poloze v E,. Aviak ten fakt, %e afinni normaly o sméru
zz" prochézeji osou kuZele a %e afinnormalni bivektor vede k primérovym rovi-

nam kuzele, je nezavisly na reguldrnf afinn{ transformaci soufadnic v E,,
x* = Agrf + D=, determinant [43] + 0,
kde A2, D=, «, 8 = 1, 2, 3 jsou konstanty.
U dalgich dvou pfiklada citujeme pouze vysledky bez odvoldni na formule
z Gasti I, do nichZ dosazujeme. Budeme uvazovat opét specialni polohy v &,.
Je samoziejmé, Ze piislusné geometrické interpretace afinni normily a in-
variantniho afinnormélnfho bivektoru jsou nezavislé na shora zminéné afinn{
grupé transformaci v £,.
P¥iklad 2. Parametrickymi rovnicemi
u € {0, 2n) ,

x=acosu, y=>bsinu, z=v, v € (—o0, )
2 3

(2,1)*
3*) T. j. nezavisly na volbd faktoru tefného vektoru ¢,.
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kde @ > 0, b > 0, jsou konstanty, je dan v E, elipticky valec ve specidlni po-
loze. Pro tuto varietu dostaneme (nehledime-li k faktoru)
i hyy = ab, hyy = hyy = hyy = 0. (2,2)*
Tedy ve viech bodech plochy je hodnost tensoru &, rovna jedné. Pro slozky
afinnormalniho vektoru »n* v b&#ném bodé& (u, v) variety (2,1)* spoéteme
°

1 1
nl = —cosu, n?= —sinu, n® =0. (2,3)*
0 b 0 0

Rovnicf afinnf normaly o sméru n” miZeme dat v bod§ (u, v) variety (2,1)*
0 00
tvar -
X =acosu(l +1¢),
' 0
Y =bsinu(l +1¢), te(—o0, ). (2,4)*
0
Z =vw.
(1}
Z rovnic (2,4)* je zfejmé, Ze afinni norméla o sméru n” prochazi osou z sou-
0

fadnicového systému, jez je osou daného eliptického valce. Vektor »” o sloz-

kéch
v[0, 0, 1] (2,5)*

udévé asymptoticky smér v kazdém bodé variety (2,1)*. Invariantni afinnor-
malni bivektor representovany vektory v”, n* v kazdém bodé& variety (2,1)*
o \
pfedstavuje v bod€ (u, v) rovinu o-rovnici (A) z pifkladu 1, ktera po rozepsanf
00
a upravé se d4 vzhledem k (2,1)*, (2,4)*, (2,5)* pfepsat na tvar

Xbsinu —Yacosu=0, (2,6)*
0 0

kde X, Y, Z jsou bé&zné soufadnice bodi této roviny v E,. Jako v piikladé 1,
znadf rovnice (2,6)* p¥i proménném u svazek rovin s osou splyvajici s osou
)

valce. Je to svazek prﬁmérovycli rovin vélce.

P¥iklad 3. Parametrickymi rovnicemi
' a:_=dcoshu, y=bsinhu, z=v, ,ve(—00, ), (3,1)*
kde @ > 0, b > 0 jsou konstanty, je din v E, hyperbolicky vilec ve specidlni
poloze. Pro sloZky tensoru A, spoéteme
hyy = —ab, hyy = hyy = hyy = O . (3,2)*
Je tedy v bodech dané variety hodnost tensoru %, rovna jedné.
Pro slozky vektoru ':z" v b&*ném bodé (u, v) spoéteme

1

n! = — cosh u, n? = —l—sinh u, 3= 0. (3,3)*
0 b N 0 @ [}

128



Parametricky miZeme afinni normalu o sméru n” v bodé (u, v) variety (3,1)*
popsat rovnicemi tvaru ’ °°
X =acoshu(l +¢),
Y = bsinh 1:(1 +t), t e (—o0, ). (3,4)*
Z =v. '

0
Z téchto rovnic je zfejmé, Ze afinnf normala (3,4)* prochézi osou z soufadného
systému, jeZ je osou daného vélce. Podobné jako v piikladé 2, vektor v o sloz-
kich vt = 0, 2 = 0, v3 = 1 leZ{ v asymptotickém sméru v kazdém bod§ dané
variety. Invariantni afinnormaln{ bivektor representovany vektory n*, v* vede
L]

k roving, kterd m4 v bodé (u, v) rovnici
0o 0
Xbsinhu —Yacoshv =0, (3,5)*
/] 0

analogickou rovnici (2,6)*. Tato rovina prochézi osou vélce. Je to jeho pramé-
rovéa rovina. P¥i proménném u p¥edstavuje rovnice (3,5)* svazek primérovych
[}

rovin daného hyperbolického vélce s osou v ose vilce.
P¥iklad 4. Parametrickymi rovnicemi

A r=u, y=1u% 2=v, u,ve(—c0, ©) (4,1)*
je dan v E, parabolicky vélec ve specialni poloze. Tensor %,, mé v tomto p¥i-
pads slozky (a% na multiplikaéni faktor)

hiy = 2, hyp =hyy = hyy = 0. (4,2)*
Hodnost tensoru A,;, je tedy jedna ve viech bodech variety. V nafem pfipads
dostaneme pro smér n*: ‘
)

M=0,n=—1n=0. (4,3)*
(1] 0 [1]

Soufadnice afinnf normély o sméru »n* jsou v bod€ u, v variety (4,1)*
1} [}

I
8

b

2 ¢ te(—o0, 0). (4,4)*

N N
Il

o o8 o

co% je rovnice pf{mky jdoucf (u, v) dané variety a rovnob&iné s osou y.
. o0 ‘

Asymptoticky smér variety (4,1)* je jako v pfedchozim p¥{pad§ udavan vek-
torem v” o slozkéch 0, 0, 1 v kaZdém bod&§ dané plochy. Invariantnf afinnormal-
nf bivektor representovany vektory n”, ¢”, vede v bodé (u, v) plochy (4,1)*

) 00 .

k roviné, popsané rovnief
X =Uu. (475)*
0
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P¥i proménném u pFedstavuje rovnice (4,5)* svazek rovin rovnobéznych s ro-
[

vinou yz. Jsou to priimérové roviny parabolického vilce.
Vysledky z p¥fkladt 1—4 s pfihlédnutim k poznamkam o regularni afinni
transformaci soufadnic v E; (v pfikladé 1) muZeme shrnout takto:

1°. GQeometricky vijznam invariantniho afinnormdlniho bivektoru®*) pro singu-
larni (rediné) kvadriky je ten, Ze rovina jdouct bodem kvadriky a obsahujici uvao-
vany bivektor v tomto bodé jest pramérovou rovinow pFislusné singuldrni kvad-
riky.5*)

Poznédmka. Daldf piiklady budou se zabyvat geometrickym vyznamem
afinnormalnfho vektoru zz" (a tedy p¥isludné afinni normaly) pro nesinguldrni

(redlné) kvadriky v E,. Nasledujici pifklad 5 bude proveden pongkud podrob-
néji s odvoldnim na vysledky a formule z &asti I a z d¥{vé&jsiho élanku, citova-
ného na str. 102 a v poznamkéch pod znakem (I). Vzhledem k tomu, co bylo Fe-
deno v zavéru prvni édsti, lze téZ piimo aplikovat vysledky a formule z I. &asti.

P¥iklad 5. Elipsoid v E, je dén parametrickymi rovnicemi

3 1 0’ 2 )
X =asin®cosp, y =bsindsing, z= ccos g : 20’ n7>t). (5,1)*

Pro plochu (5,1)* jest (poloime-li n* = &, n* = @)
Bi:acosﬁQOSQp, B§=bCOSﬁSin(p, B{:——csinﬁ, *
. 2 . 3 (5,2)
B% = —gsin?dsing, B = bSln'ﬁCOS(p, Bz =0.
Vektor ¢, o slozkach
t, = bc sin? & cos @, I, = acsin® ¥ sin ¢, t; = ab cos dsind  (5,3)*

jest tednym vektorem variety (5,1)*. Pro sloZky tensoru ey p¥i hofenf volbé
teéného vektoru ¢, vychazi

hll‘E —_ ta 313‘{ = abc sin 19', k12 = h21 = — ta alBg =0 ,

hyy = abe sin® 9 . (5,4)*

Pro determinant tensoru 5,4, spoéteme na zédklad® pfedchoziho: by, hyy — hyohy =
= a?hc? sin* #. Jestlize z definiéniho oboru nasi variety vyloud¢ime body, pro
které je ¥ = 0, z, potom Vv ostatnich bodech plochy (5,1)* je hodnost tensoru
hgp rovna dvéma. Pro tensor h® kontragredientni k tensoru %,, vyjde

1 1 1 1
Pl = — = — ____ p1z _ p21 — 22 _ *
hyy  abesin h h 0, hyy  abesindd’ (5,5)

pii demi zde a, v dal¥im vyludujeme p¥ipad & = 0, =. Definujeme afinnormélni

4¥) Zavedeného definici 1 v &4sti I. prgce.

$#¥) Primérovou rovinou rozumime rovinu Jdouci asymptotickou p¥mkou a osou singu-
lérni kvadriky (jde-li o kuZel resp. o elipticky nebo hyperbolicky vélec), v p¥ipads para-
bolického vélce pokléddejme rovinu definovanou uvaZovanym bivektorem, za definici pri-
mérové roviny.
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vektor n” tak jako difve rovnicemi (2,20), kde misto tensoru 1%? pi¥eme % a mis-
0 [}

to m, rovnou M ;%)

nY = 3h8{B2h4( 04ty 0,B% + hopyMg) — 0,By} .7*) (5,6)*
)

Pro vektor M, v (5,6) je podle (1,52), (1,49),,

My = }[3h® Oahay — h*® O4t, 0.B3] .5*) (5,7)*
Z (5,7)* spodteme podle (5,2)*, (5,3)%, (5,4)*, (5,5)*
M, = cotgd, M,=0. (5,8)*

Nynf bychom mohli pfimym dosazovéanim spoétenych veliéin spoéditat vektor
n¥ podle (5,6)*. Tato cesta je vS8ak ponékud zdlouhavi. Zde se vyplaci Fesit
1]

piimo systém rovnic (*) v zavéru I. ¢asti prace,®*) t. j. fesit rovnice
nt, =1,
(1}

N Ot, = My, a=1,2,
(1]

jichZ je vektor n* v (5,6)* jednoznaénym ¥eSenim. ReSenfm téchto rovnic nebo
0

piimym vypodétem podle (5,6)* dostaneme v béZném bodé (8, ¢) variety (5,1)*

(¢ * 0,7)

1 1 1

1 — 2 = __gi 3 = t . 9 *

’:"b 5o 08 P> "1,1 P ';z 25 ° g9 (5,9)

V bodé (4, ), ¢ + 0 mizeme tedy afinni normdlu o sméru »* v tomto bodé
0o 0 0 (1]

popsat parametrickymi rovnicemi

X=asinﬁcos¢p+t—1—cos¢,
0 0 bc o

1
Y =>0sindsinp + v —sin g, e (—o0, ). (5,10)*,
0 (] ac (]

1
Z=ccos:+r;—5cotg-g.

Zavedeme-li misto parametru = parametr ¢ vztahem

T

t=1 +abosin19
°

8*) Viz zavér &4sti I a definiénf rovnice (1,16), (2,18)-.
7*) (1), str. 197, (5,5), (5,3) a str. 185, (2,14).

o) (I), str. 192, (4,1), (4,3), (4,5).

) (I), str. 197, (5,4), (5,5).
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dostaneme, vyjadf¥ime-li z pfedchoziho vztahu v a dosadime do (5,10),
X =asindcoset,
o [}

Y =bsindsingt, te(—o0, ©). (5,10),
0 0

Z =ccos?,
0

coz jsou rovnice hledané afinnf normély v bodé (&, ¢). Vztahy (5,10)*, maji
0 0
smysl téZ pro &4 = 0, n. Porovndnim (5,1)*, (5,10)* zjistime ihned, Ze afinni
0

norméla prochézi poditkem systému soufadnicového (t. j. stfedem daného
elipsoidu) a je tedy v uvazovaném bodé jeho primérem. Na§ elipsoid mél spe-
cidlni polohu v soufadnicovém systému. AvSak ten fakt, Ze nami definovana
afinn{ norméla o sméru ':')L" prochéazi stfedem elipsoidu, plati pro kaZdy elipsoid

v ka#dé poloze v E,. Je to poznatek nezavisly na linedrn{ regularni transfor-
maciafinnf v ;. O tom je moZné snadno se pfesvédcit.
PFiklad 6.

Parametrickymi rovnicemi

z = a cosh & cos ¢, y = bcosh ¥ sin g, z=csinh ¢, (6,1)*

@ €0, 2n), ¥ € (—o0, ©) (6,1)*

je popsan v E; hyperboloid jednodilny.19%) Pro sloZky tensoruh,;, vychéazi (aZ

na faktor)
hy, = abc cosh &, hyy, = hyy = 0, hyy = — abc cosh3 9 . (6,2)*

Pro determinant z tensoru h,, dostaneme 5, hyy — Ryoho; = — a?b%2 cosht 9.
Je tedy uvaZovany determinant v kazdém bodé dané variety zdporny a je
tedy jeho hodnost rovna dvéma. Pro slozky afinnormalnfho vektoru defino-
vaného v (5,6)* se dostane

1 1 1

1 2 — . q1 3 — *

zz Bo SO ¥ ? 2 Sine, ':)z = tgh 4 . (6,3)

V bod$ (4, ) dané variety jsou tedy parametrické rovnice afinni normaly
0 o

o sméru n':
0

X=acosh0cos<p—-—r-l—cos<p,
0 0 be 0

Y=bcosh193in<p—r—1—sin<p, Te(—o0, 00). (6,4a)*
(i} 0 ac 0

. o1
Z=csmh?—-ra—5tgh?.

22

2
10%) Jetotilz;—}-g?._gi =1
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Zavedeme-li novy parametr ¢ vztahem
=T
" abc cosh @
0

potom rovnice (6,4)* lze pfepsat na tvar

X = —acoshdcosgp.t,
[} 0

Y = —bcoshdsine.t, te(—o0, ). (6,4)*,
[} (1}

Z = — ¢ sinh ¥¢.
[

Z rovnic (6,4)*, je ihned zfejmé, Ze afinn{ normély o sméru n" prochazejf po-

datkem systému soufadnicového, ktery je stiedem ]ednodﬂného hyperbolmdu
(podobné jako tomu bylo pro elipsoid v ptikladé patém).
P¥iklad 7. Plocha v E; dand parametrickymi rovnicemi
x = a sinh & cos ¢, y = bsinh #sin ¢, z = ¢ cosh ¢, (7,1)*
¥ € (—o0, ), @ €0, 27)
kde a, b, ¢ jsou nezdporné konstanty, jest dvojdilnym hyperboloidem ve spe-
cidlni poloze.11*) Pro takto danou varietu spocéteme
hy, = —abcsinh &, b,y = hyy = 0, hyy = — abe sinh3 19 (7,2)*
a tedy
hihos — hyshyy = a?b%c?sin A9 > 0 pro & + 0.
Vylou¢ime-li pfipad & = 0, potom k tensoru h,, miZeme definovat kontra-
gredientni tensor A*?, pro jehoz slozky vypodteme

1 1
Mo = P 12 B2l — (),

h abc sinh ¢~ k abcsinh3d’ h b 0
Spodteme-li afinnormalnf vektor 'n" definovany v (5,6)*, mame v bodé (9, ¢)
79 + 0, (I

n1=lcosq) n2=—1—sintp n3=icotghz9. (7,3)*
be 0 ’ 0 ac 0 ’ 0 ab 0 ’

Pro afinni normélu v uvazovaném bodé (&, ¢) dostaneme analogickym zpiso-
0 0

bem jako v pfikladech pfedchozich parametrické vyjaddieni
X =asinhdcosg.t,
0 0
Y =bsinhdsin ¢ .t, te(—o0, 00). (7,4)*
° °
Z =ccoshd.t,
0
Rovnicemi (7,4)* je definovana afinnf norméla té% ve vyloudeném d¥ive p¥i-
padé & = 0. Z rovnic (7,4)* je soudasné patrné, Ze p¥i viech hodnotéch &, ¢ pro-
[} o 0
- 2 2 2
“ﬂhwm%+%—%=—L
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chézi afinnf normala podatkem soufadnic, coz je stfed dvojdilného; hyperbolo-
idu; je tedy nami definovana afinni normala, pravé tak jako v predchozich
dvou p¥ipadech, primérem uvazované kvadriky.

Na zakladé vysledkt z pFikladu 5, 6, 7 mizeme vyslovit toto tvrzenf:12*)

2°, Pro nesinguldrni (rediné) stiedové kvadriky md afinni normdla o sméru n»,

(1]
definovaném v (5,6)*, ten geometricky vijznam, Ze v uvaZovaném bodé obsahuje
priamér kvadriky v tomto bodé, nebo, cof je totéz, prochdzi stfedem kvadriky.

P¥iklad 8. Parametrickymi rovnicemi

2

(p, g jsou konstanty), je popsin v E, paraboloid a to elipticky, je-li ¢ > 0,
hyperbohcky, je-li e > 0. Pro slozky tensoru k., vyjde

1 [u? v? *
x=u,y=’0,z=—-§+8? ;8=i1>p>0:9>0 (8:1)

£
hu = —*; by = h21 =0, kzz = ? (8,2)*

a tedy pro determinant z tensoru A,,:

£
Pyyhyy — hyshyy = — * 0.

Tedy hodnost tensoru %, je dvé v kazdém bode plochy. Pro vektor n" dosta-
neme
n=0,n=0 n=1.
0 0 0
Pro parametrické vyjadien{ afinni normaly o sméru n” dostaneme v bodé
(u v) plochy (8,1)*
1

u? v?
'X—uY v, =2( +e—)+tte( —00, 00)
[}

Tvo¥ tedy afinni normély o sméru »* v pfipadé plochy typu (8,1)* svazek
0

pfimek rovnobéZnych s osou z soufadného systému. Mame tak vysledek:
3° Pro nesinguldrni nestfedové kvadriky tvofi afinni normdly o sméru n”

svazek rovnob&mijch pFimek, které odpomdayz praméram téchto kvadrik, tak jak se
o nich pojedndvd v metrice.

Zivérelna poznadmka. Jak jiZz bylo shora Fedeno, maji tvrzenf 1°, 1°, 3°
platnost p¥i libovolné poloze p¥isluinych variet v E;. To se dokdze velmi snad-
no; vyjdeme-li od grupy afinnich linedrnich transformaci v E;. To by vsak pie-
sahovalo ramec této prace. Pfedchozi piiklady byly pouze ukazkou a jedno-
duchou aplikacf na d¥{véjsf theorii. Z pfikladd samotnych je ziejmé, Ze pojmy
jako osa singularnich kvadrik primérové rovina, primér a stfed reguldrnich
kvadrik jsou pojmy afinni. Rovné% je zfejmé, Ze je moZno vybudovat shora
naznadenym zpiisobem obecnou afinnf teorii kvadrika jejich afinni klasifikaci.

13*) Z uvedenych tif piikladi nenf jasné, e platf pro jakoukoli polohu t¥chto typu
kvadrik v E;. Platnost se viak dé snadno dokézat.
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