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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 79 (1954)

PRISPEVEK KE VZTAHU FAREYOVY RADY A RIEMANNOVY
DOMNENKY

JIRT KOPRIVA, Praha.
(Doslo dne 29. dubna 1953.) DT 511.91

V préci je do uréité miry zobecnén vysledek starSi autorovy préce
,,0 jednom vztahu Fareyovy Fady k Riemannové domnénce o nulovyjch
bodech funkce (¢, otisténé v tomto Gasopise na str. 49—55, o ekvi-
valenci uréitych jednoduchych podminek pro zlomky Fareyovy iady
s Riemannovou domnénkou o nulovych bodech funkce £.

Vychazeje z ekvivalence vztahu:
pro kazdé ¢ > 0 je :
M(q) = O(¢***) I
s Riemannovou domnénkou o nulovych bodech funkce ¢, odvodil jsem v praci
O jednom vztahu Fareyovy fady k Riemannové domnénce o nulovych bodech
funkce ¢ (Casopis pro péstovani matematiky, 78 (1953), 49—55) ekvivalenci
vztahi:

pro kazdé ¢ > 0 je

2'(3—0)=0(g***), 2%(e* —1}) = O0(g++), 2@ —H =0 M)
e<t e<1
€]
s touto domnénkou. P¥i tom v (I) a dale M (& Z,u(a), kde u(a) je Mobiusova

funkce &iselné theorie, v (1) a dale g probihd vsechny Fareyovy zlomky indexu q
z p¥islu§ného intervalu (0, x). Mald pismena latinské abecedy znadi p¥i tom
a dale pFirozena &isla, mala pismena fecké abecedy realna &isla.

Ekvivalenci (I) s Riemannovou domnénkou dokézal LiTtLEW00D.Y) V této
praci je zdbecnén vysledek naho¥e citované prace pro libovolny ptirozeny
exponent n.

Ve zminéné praci byl odvozen vzorec

Z:I‘(e) =,§1F(k)M (%) , (A)

iro loglogloga

1) Ostiejdi vita pro M(q) = O(q logloge ) dokézéna v Landau, 2, str. 161—166.
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kde F(a) = Z f (E) a f je funkce, definovana pro viechna racionalni &isla. Polo-

zime-li v (A) f(n) = 1, dostaneme pocet P «(0) Fareyovych zlomkd indexu ¢
v intervalu (0, 1),

- sz(%) : (2)
es1 k=1
Polozme v (A) f(5) = 4*, n > 1. Dostaneme
q
g — M(z LA I L g o n
0%19 ;Zl k)(k"+k”+”'+k" ;ZlM kn (" + 20+ &%)
Radu 17 + 2% 4 || 4 k» lze sedisti a plati pro ni

k
" _(’C+B)”+1—-B"+1'

pii tom B jsou Bernoulliova &isla, pro kterd je mocnina minéna symbolicky,
t. j. Br = B, ([1], sts 300). Dostadvame tak

gr —ZM( ) (k + Byn+1 — Br+1 _

g<1 " + 1
i 1 o[ g)( A2 k" nk*1  m(n —1)(n — 2)k?
S nt+1l 2 12 720
—1)(n — 2)(n — — 4)kn—5
4 ™n — D) ?3:)’;40 B — k=2 B,,k) .

V8echny ¢&leny, ve kterych vystupuje jako faktor B,, kde n > 1 liché, odpada-
ji, nebof tato B, = 0. V8echny ostatni dleny jsou rizné od nuly, nebot B, = }

_ g2n—1
a By, = (—1)""4n fé—zp_—T do 0, n=12... ([3], str. 126.)

0
Je-li tedy n liché, ztstanou v zavorce na pravé strané posledn{ rovnice kromé
k" jen sudé mocniny k, je-li » sudé, bude tomu naopak. Nam nezélezf na presné
hodnoté konstant u mocniny s exponentem n — 1 a niZ§imi a proto piSeme

et o)1 34 a0

es1

+ 4y > (L) + 4 ZlM(l)Jr
3'”1‘_1 k3 k 5’“1;_1 kb k
A i————l Ml | ro n liché
n—2, nk-l kn_z 'E P (6] icne
4+t © 1 (e
B, ———M(—-) ro n sudé.
kzl Jn—1 k p
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Indexy ¢ konstant 4, , probihaji pouze lichd &fsla a plati 4; , & Opro¢ = 1,
3, ... Polozime-li I = 2[4n] — 1, miZeme posledni &len psati ve tvaru

4,35 Lyle
L ";,_170—‘ f
q
pro nlichéisudé (4,_, , = B, pron sudé). Podle (2) jest _1 > kM (1) rovno
» n + 1 k=1 k

1
n+1

—nésobku podtu Fareyovych zlomkd indexu ¢ z intervalu (0, 1). Dale

‘ o 2] ‘
jest ZIM(%) = > > u(a) :kzlﬂ(k) [%] =1 ([2], 1, str. 21). MaZeme tedy

k=1a=1

koneénému vysledku dati tvar

“1o” ! = &1 q 1 q
2o ) A= A () ¢ 4 Zporl) +
< 1
ot AT g M %) , 3)
n—1
kde Ao,n = m .

Pro n = 1 dostavame dosazenim f(n) = » do (A) po snadném poétu
a 1)
——=]=0. 4
2 ( 5 (4)

Je-li n» > 1, oznadme H,(¢q) levou stranu ve (3), je-li » = 1, oznaéme H,(q)
levou stranu ve (4) jakozto funkce argumentu q. Seétéme nyni rovnice

Al = a4 S Lull) + 4, S Lule) & 4 iqu]
Hilg) =4 Lo g A 8 L B\ ot hi LT A
pro i =1,2,...,n > 3!, kde A; jsou konstanty, které uréime dale. Na levé
strand vzniklé rovnice dostaneme vyraz tvaru D *P(p), kde P je polynom nej-

e<1

vyse n-tého stupné v . VySetiime,.zda je moZno voliti konstanty 1,, 4,, ..., 4,
tak, aby polynom P byl pravé n-tého stupné, t. j. aby 4, * 0, a soudasné

[
abychom na pravé strané dostali pouze &len . L M (—%) Ma tedy platit

x=1 Kk

1
kZI%‘M(‘%) (4,-042,. A+ 18A13 + A Ay +
+ ...+ )'n—l'Al,n—l + lnAl,ﬂ) =0

|
z ]“C'EM('%) (14‘434 + ...+ )‘n—-1Aa,n—1 + )'nAs,n) = 0;

k=1

1) Piipady n = 1, 2, 3 byly vySetfovény v citované praci.
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pti tom pro = liché mé posledni rovnice tvar

q 1 q ] 1 q
kzl‘lzi M(',;) (}m—-lA‘l,n—-l + Z'nAl,n) - kzl F M(%‘)
a pro n sudé jsou pak poslednf dvé rovnice

5

k=1

L <1 q
Sl )“"Aw’—?ﬁM(r)~

Funkce Z

km,
k=1
rovna nule, jde tedy o otazku FeSitelnosti soustavy linearnich rovnic. Rozdé-
lime vySetfovani na dva p¥ipady:

ey

1,
l_‘z M(%’) (}-n—-zAz—z,n—z + }‘n—lAl—2,n—1 + }‘nAl—-2,n) = 0

M ( ) nen{ ]akozto funkce (nespojité) proménné ¢ identicky

—1
3 linedrnich rovnic

O . }'1 + A122'2 + Alals + A14A4 + e + Al,n—lln—l + Al,n}‘n = 0 )
A34}'4 + s + Aa,n—lln—l + Aa,nln

a) n je liché. Soustava n

I
o

Al,n—lx"n—l + Al,nz'n =1
o n neznamych 4, 4,, ..., 4, ma FeSeni. Maji totiZ matice soustavy i matice

v g i s n —
roziifend stejnou hodnost

1
, nebof na p¥. determinant

Ap Ay Ay ey
A.34...A3’ n=1| _ 4 ‘A Al n—1 + 0 . (5)

S ohledem na nenulovy determinant (5) je mo#no hodnoty nezndmych 4,, 4, ...,
A, (indexy probfhaji viechna lichd &isla)volit libovolng; zv14$té je tedy mozno
volit 4, + 0.
b) n je sudé. Soustava }n linedrnich rovnic
0 N )'1 + A12}'2 + Alaxﬂ + Al‘lldx + e + Al,n——2ln—2 + Al,n—l ﬂ—1+
+ Ayt =0,
A34}~ + -+ Aa n—atn—s + A, 3,n—1 Ap—y + Ay ptn =0,

Az—z,n—zzn—z + Al—2,n—1}“n—-1 + Al-—2:nln =0,
Al,nzn =1

o n neznamych 4,, 4, ..., 4, ma FeSeni. Maji totiZ matice soustavy i matice
roz§ffend stejnou hodnost 4n, nebot determinant
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Al: A‘l‘ "'A].'ﬂ
Agg ... Ag = Apdgy... A+ 0.

Je tedy mo%no v obou p¥ipadech najiti takovou soustavu konstant 4,, 4,, ...
.» A, @by platilo

B = .EI'IEITM(%) ?
kde
H(q) = le‘H‘(q) ;

H(q) je tedy vyraz tvaru 2 °P(p), kde P je polynom n-tého stupn$ v ¢ indexu g.
e<1

Pradpoklddejme, %> plati Riemannova domnénka. Pak plati (I) a tedy
pro kazdé ¢ > 0 je

Sl |

kde C,a dale se vyskytujici C; jsou kladné konstanty. Protoze fada x% jAr e je

q‘+ a 1
< z + it Cioime Lite Ougt+ kzl-]cl_ﬁrt ’

q

konvergentni, je soudet pro ka#dé g stale mensi neZ C,. Plati tedy
)

1
o~
pro kazdé ¢ > 0 ]
|H(q)| < Cagt** (6)
H(q) = O(¢g**) . (6)

DokaZsme nyni, %Ze i naopak z platnosti (6) plyne spravnost Riemannovy
domnénky. Utvofme vyrazy

oo g a([g]) P ()

St (4] - 21025 puE) -

Z[Z]"(“ () P ()wzama:mm,

K1 io1 kit

nebot > u(d) = 0 proa > 1a u(l) = 1 ([2], 1, str. 20—21). Dostavame tedy
dla

30 - w0

a tedy

a sebtéme je:
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Predpokladejme, Ze platf (6); potom

q . q
'f‘i?:_). —q- . i q‘+c (] ].
Tod i-1 o H([@]) < 21 it Cri_*—*’: = Cﬂ“:;m :
eay
IM(Q)| < ,qu”'
a 7 toho

M(q) = O(gi+e) .

Je tedy i platnost (6) ekvivalentni s platnosti Riemannovy domnénky.

Ziskany vysledek je ostfejsf nez snadno patrni skutedénost, Ze Riemannova
domnénka je ekvivalentni se soudasnou platnosti viech vztahi: pro kazdé
e> 0je

Hq) =O0(qgt+®), +=2,3,...,n .

Tato skuteénost totiZz nezaruduje existenci takové linedrni kombinace H(q) =

”
=‘21"€Hi(9)> pro kterou plati ekvivalence mezi platnosti vztahu
) H(g) = O(gt+*) pro kazdé e > 0
a Riemannovou domnénkou.
Av3ak pfi tvoFeni linedrni kombinace H(q) s konstantami A, 4,, ..., 4, je
nam ponechéna uréitd velnost, nebof, jak vime, mizeme nékteré z t&chto kon-

stant libovoln& volit. A moZna, %e vhodnd volba téchto konstant by mohla pomoci
pfi podrobnéjsim vySetfovani chovdnt funkce H(q) pro velkd q.
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