Casopis pro péstovani matematiky

Jan Marik

Vrcholy jednotkové koule v prostoru funkciondl na daném polouspofddaném prostoru

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 79 (1954), No. 1, 3-40

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117099

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1954

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117099
http://dml.cz

éasopis pro péstovani matematiky, ro€. 79 (1954)

VRCHOLY JEDNOTKOVE KOULE V PROSTORU FUNKCIONAL
NA DANEM POLOUSPORADANEM PROSTORU

JAN MARIK, Praha.
(Doslo 16. ledna 1953.) DT 519.4

Hlavnim vysledkem této préce je vé&ta 82, z niZ lze pak odvodit
jednak véty, které dokazuji Kakutani a Bohnenblust v [2] a [3] o re-
presentaci (M)-prostorti, jednak Hewittovu v&tu z [4] o homomorfis-
mech okruhu v8ech spojitych funkei na daném topologickém prostoru.
Véta 92 pak fika, Ze pro (L)-prostory platitvrzeni obdobné vysledku,
ktery je v [3] uveden pro (M)-prostory.

UVOD

Zatim co KaNTOROVIG, VULICH a PINSKER vySettuji ve své knize [1] vEt&i-
nou t. zv. K-prostory, budeme si v8imat obecné&jsich prostoru, a to K-linedld
(ndzev je prevzat také z [1]). K-linedlem rozumime, zhruba feéeno, ,linedrni
svaz‘; K-prostor by se podobné dal charakterisovat slovy ,,aplny linedrni
svaz‘. Budeme se zabyvat zejména normovanymi K-lineily a mimo to K-li-
nedly, které jsou zaroven okruhy — tak zvanymi K-okruhy. Budeme ovSem
predpoklddat, Ze mezi normou (resp. okruhovym nasobenim) a polouspois-
danim plati jisté vztahy.

V K-lineélu lze piirozenym zptsobem definovat pojem nezaporné funkcio-
naly; rozdil dvou nezdpornych funkcional se nazyva reguldrni funkcionalou.
Mnozina v&ech regularnich funkciondl na daném K-lineilu tvoii opét K-lineal
(dokonce K-prostor). Je-li ptivodni K-linedl normovany, tvoii mnozina viech
funkciondl, které jsou p¥i této normé spojité, opét K-linesl; ten je vidy &asti
K-linedlu viech reguldrnich funkcional. Je-li pivodni K-linedl K-okruhem,
lze normovat celou mnozinu reguldrnich funkciondl.

Naznaéime nyni hlavni vysledky tohoto ¢lanku. Vrcholem mnoZiny (kters
je ¢asti n&jakého linedrniho prostoru) nazveme takovy jeji bod, ktery neni
vnitinim bodem Zidné uselky, obsaZené v této mnoZiné. Multiplikativni
funkciondlow nazveme regulérni funkciondlu f na K-linedlu Y takovou, Ze
f(@) . f(b)= 0, kdykoli @, b jsou prvky Y takové, ze a A b = 0. (Symboly v,
A znadi svazové operace v Y). Pak plati:



a) Bud Y normovany K-linedl, kde pro libovolné nezdporné prvky x, y je
|z v y|| = max (||z]], |[¢|]). Pak vrcholy jednotkové koule v prostoru véech spojitych
funkciondl na Y jsou prdavé vechny (spojité) multiplikativnt funkeiondly s nor-
mou 1.

b) Je-li Y K-okruh, jsou vrcholy jednotkové koule v prostoru véech reguldarnich
funkciondl prdavé vdechny reguldrni funkciondly tvaru -h, kde h je okruhovy
homomorfismus; kladngmi vrcholy jsou prdavé vdechny okruhové homomorfismy,
které jsou reguldrnimi funkciondlams. (Zminili jsme se, Ze v prostoru vSech
reguldrnich funkcional na K-okruhu lze definovat normu.) .

Véty a) i b) jsou disledky véty 82 této prace. PouZijeme-li dale véty a)
a dtkazu prvni véty z [5], dostaneme snadno KaRuTANIHO vétu z [2] 0 repre-
sentaci (M)-prostort (v nafem oznaceni M-linedlh; viz vétu 91 a poznamku
k v&té 92). Podobného postupu pouzivaji téZ BoHNENBLUST a KARKUTANI v [3]
a dokazuji ziroven, Ze piedpoklad z Ay = 0= |jz v y|| = max (||z], |yl
plyne jiz ze slabsiho piedpokladu z Ay = 0=>|jz v y||= max (||z||, |jy|)-
Véta 92 této prace ¥ika, Ze také ze vztahu x A y = 0=> || + ¥|| = ||| + ||y]|
plyne z Ay = 0= |jx + y| = |[z|| + ||¥||- (Symbol |z znaéi oviem normu
prvku z € Y, kde Y je néjaky normovany K-lineal.)

Véta b) je pak zfejmym zobecnénim véty, kterou uvadi HEwITT ve své praci
[4] na str. 184. Hewitt vyslovuje tuto vétu pro piipad, Zze dany K-okruh je
mnozina vSech spojitych funkei na daném tplné reguldrnim topologickém
prostoru. (Hewittiv dikaz je v8ak nejasny a patrné chybny.) Je-li dany
K-okruh mnozina vSech omezenych spojitych funkei na aplné regularnim
prostoru, je — jak lze ofekdvat — mnoZina vSech kladnych vrcholi jednot-
kové koule v prostoru viech reguldrnich funkciondl (to jsou v tomto pfipadé
viechna okruhové homomorfni zobrazeni na téleso realnych ¢&isel) ve slabé
topologii homeomorfni s -obalem zakladniho topologického prostoru.

PolouspoFadané prostory a jejich representace.

1. Mnozinu Y nazveme K-linedlem, ma-li tyto vlastnosti: .

K 1) Y je realny linedrni prostor.2)

K 2) Na mnoziné Y je definovdna relace > (to znamend, %e o kaZdé usporadané
dvojici @, b prvki z Y je ustanoveno, zda plati @ > b & ne) tak, Ze plati

K3)aeY=a>a,

Kéd)a,beY,a=b,b>a=a =0,

K5)a,beY,a>0,=>0=a-+b2=>0,

Ké6)axel,2),x =>0,aeY,a >0=0xa >0,

K7Na,bceY,az2b=>a+c=>b+ec,

1y Slovy ,,linedrni prostor‘ rozumime to, emu Katétov v [6], def. 1.1, iiké ,,vektorovy

prostor‘.
23) E, znaéi mnoZinu reilnych Zisel.



K 8) ke kazdému a € Y existuje prvek a, €Y takovy, %e platia, > a,a, >0
atejec > a,, kdykoliceY,c > a,c > 0.

Pro a,beY, a > b, a + b pifeme a > b. Jeli'tedy a > b, je bud a > b
nebo & = b. Je-li naopak bud a > b nebo @ = b, je (v druhém piipadé podle
K 3)) také a = b. Znati tedy a > b opravdu totéz co ,,bud je @ > b nebo je
a =b".

Je-lia > b, plynesnadnozK 7),ze jea + ¢ > b + ¢ pro kazdé c.

Viimnéme si, Ze podle K 4) nemuize platit zaroveni a > b, b > a a Ze je
—b>—a(—b>—a), kdykolia > b (a > b). ‘

@ > b (,,a = b*) ¢teme obytejné jako ,,a je v&t&i ne¥ b (,,a je v&t&i nebo
rovno b%).

Misto a > b (@ = b) piSeme téZ b < a (b < a) a ¢teme to opét obvyklym
zpisobem.

Je-li @ > 0, fikdme, Ze je a kladné. Vyznam slov ,,zdporny*, , nezdporny,
»nekladny‘* je jisté ziejmy.

Mnozinu 4 C Y nazveme shora omezenou, existuje-li b ¢ Y tak, e a e 4 =
= a < b. Existuje-li dokonce b e A tak, Ze a ¢ 4 = a < b, fekneme, Ze b
je nejvétsi prvek mnoziny 4.

Jisté je zfejmé, co znamena ,,mnozina zdola omezend‘, ,,mnozina omezena‘‘,
,»nejmensi prvek mnoziny 4 a pod.

2. Necht a > b, 0 >¢. ZK7),K5)plynea —b=>0,b—c>0,a—c =
=(@—b)+ b—c)=0, tedy a=c. Jeli a >0, b > 0, je podle K 5)
a + b = 0. Kdyby vSak bylo a +b =0, bylo by 0 =a¢+b>a+ 0 =a,
tedy 0 > a ve sporusa > 0; je tedy @ + b > 0. Odtud opét snadno plyne

a=>b, b>c=a>c.

Jelia ey, >0,aeY,a>0,jexa + 0, tedy xa > 0 (kdyby bylo xa =
= 0, méli bychom 0 =«=1.0 =« xa) =1.a = a).

3. Véta: Budte a, b proky K-linedlu Y. Pak existuje pravé jedno s ¢ Y, které
md tyto viastnosti:

sl) s>a, s >0,
s2)d>a, d=b=>d>s.

Plati pak s =a + (b—a), =b + (a—D),.
Dukaz: Polozme s, =a + (b — a),. Protoze (b —a), =0, je s; =a +

+ b—a), > a Dilejes,—a =(b—a), = b—a, tedy s, => b. Bud nyni
d takové, zed > a,d > b. Pak jed —a >0, d—a>b—a, tedyd —a =
=Zb—a),,d=a+ (b—a), =s. Prvek s, mé tedy vlastnosti s 1), s 2);
podobné zjistime, Ze mé tyto vlastnosti také prvek s, = b + (@ —b),. Ma-li
nyni n&jaky prvek s vlastnosti s 1), s 2), plati jednak s > s,, jednak s, > s,

tedy s = s;; zejména je tedy s; = s,.



4. Prvek s =a 4 (b—a), nazveme (svazovym) spojenim prvki a, b a
oznacime
s=aVvbd.

5. Véta: Budte a,b proky K-linedlu Y. Pak existuje prdvé jedno peY,
které md tyto vlastnosti:
pl)psa p<h,
p2)d<a, d<b=>d < p.

Plati pak p = — ((— a)v(— b)).

Dikaz: Bud ¢ = (—a)v(—b). Pak ¢ > —a, ¢ = —0b, tedy —¢ < a,
—g<blJelid<ad<bje—d=>—a —d=—btedy—d>q,d< —q.
Prvek — q tedy spliiuje p 1) i p 2); ziejmé opét existuje }en jeden takovy prvek.

6. Prvek p = —((—a)v(—b)) nazveme (svazovym) prisekem prvkd a,b
a oznadime
» =aAb .
7. Plati zfejmé a, =av0, and = — ((—a)Vv(—b)).

8. Véta: Pro libovolné proky a, b, ¢ €Y plati
a+ (bve) =(a +d)v(a +¢) ,
a+ (bae) =(a+ b)A(a +c) .

Dukaz: Plati bve > b,bve >c¢, tedy a + (bve)=a+b,a + (bve) =
=a+c jestlize d >a+b, d>a+c¢ je d—a=b, d—a>c, tedy
d—a>bve, d >a+ (bvc). Prvek a + (bve) ma tedy vlastnosti s 1)
is 2). — Stejné se dokazZe druhd rovnost.

9. Véta: Pro libovolné proky a,b,c €Y platt (avb)ve =av(bvec), (@Ab)A
Ae =an(bAc), avd =bva, aAb = bAa.

Dukaz: Bud s = (avb)ve. Pak s =>avdh, s=c, tedy s=>a, s =0,
s>c, tedy s > a, s > bve. Je-li naopak d > a, d > bve, je opét d > a,
d=>b,d = c, tedy d = s. Prvek s mé tedy vlastnosti s 1), s 2). Druhy vztah
se dokaze podobné; tieti a étvrty jsou zfejmé. '

10. a < b=>ave < bve, anc < bAc.

(Ztejmé.)

11. Prvek avd je tedy nejmensim z prvku, které jsou vétsi nebo rovny a
a zarovell vétsi nebo rovny b; podobné lze charakterisovat prvek (avb)ve,
ktery nyni muzeme psat jako avbvc. Obdobna poznamka plati i pro prisek.

12. PoloZime nyni pro libovolné a ¢ Y

a_. =(—a)v0, |a| =a, +a_;
pak plati
a, =av0 =a+ (0V(—a)) =a +a_ ,
tedy
a,—a_. =a .



Vidime, ze lze kaZdy prvek vyjadfit jako rozdil dvou nezdpornych prvku.

Pro p =anrbplati a + b—p)=>a, a+b—p=b, tedy a +b—p =
>avb, a + b= (anb) + (avbd). Podobné plati —a —b > ((—a)A(—0d)) +
+ (—a)V(=b)) = — (avh) — (@rb), tedy a4+ b< (avd)+ (arb). Do-
stavame tak

a+b=(avbd) + (and) .
Dilejea, +a_ =av0+a_ =(a+a_)va_. =a,va_, tedy
a,ha_. =0.
13. Je-li bAc >0, a =b—c, je ziejmé b > a,, tedy b =a, + h, kde

h > 0; pak je ¢ =a_ + h. Ziejmé h < bac. Je-li dokonce bac =0, je tedy
h=0,b=a,,c=a_.

Pro libovolné prvky b, ¢ plati
(b — @r)Ale — (eAd) = (b + (b V(=e)))Ale + (—o)v(=b) =
= (0v(—2e))A(0V(c—b)) = ((b—c)s)A((b—c)-) =0.
Je-li bac =k, a =b—c, je téZ a = (b—k)— (c— k), kde (b—k)A
Ae—k) =0, tedy
a, =b—Fk, a_. =c—k.
14. Protote an(—a) Z a, A(al) =0, je

0=a-+(—a)=(av(-a) + (ar(—a)) S av(—a) .
Plati tedy
ay + a- = (a,va.) + (@, ha.) = a,va_ = (avO0)v((—a)v0) =
=aV(—a)y0 =av(—a) .
Dostavame tak
lo| =a, +a_ =av(—a) =a,va_ .

15. Bud ¢ =a+b. Je 4a<a], 46 b, +c=+(a+b) < la| +

+ b, Jel = ev(—0) < [a] + [b], tedy
@ 4 b < [al + B] -

Viimnéme si, Ze a > 0<>a_ = 0<>a = |a|.

16. Véta: JestliZe a;na, >0, 00 ay + ay, pak existuji by, b, tak,
Ze platt 0 < b; < a, (1 =1,2), by + by, =b.

Dukaz: Bud b, =bAa,, b, =b—>b,. Pak je b =b, + by, b, >0, b, >0,
b; < a;,. Dile je by + ay = (bray) + ay = (b + ax)A(a, + a,) = b, tedy
by +a,>b,a, > b—0b, =b, Tim je vie dokdzano.

Pozndmka. Budte a, b, ¢ nezdporné prvky. Polozme d =aA(b 4 c).
Protoze d < b + ¢, existuji e > 0, f > 0 tak, ze platie < b, f < ¢, e+ f =d.
Pakjee<d<a,f<d< a, tedye < and, f < anc; odtud plyne

an+c)=d=ec+fZ anb+anc.




Je-li zejména aAb =aArc =0, jetézZaA(b + ¢) = 0.

Plati-lib = > b, ¢ = 2 c;a je-li b;Ac; = 0 pro vSechna t,7, plyne z pfedeglého
=1 i=1
snadno, Ze je téZ bAc = 0. Je-lipaka =b —¢,jeb =a.,¢c = a_.
17. Véta: Budte a, b libovolné proky K-linedlu Y. Pak plati
a,—b, < (@a—b)y, la,—b. | |a—0.
Dikaz: Plati a, n(b+a )< a Ay +a_)<a rb, + a, ra_ < b,
tedy
a,—b,<a,—(@Ab+a))=(@+a)—((arb)+a.) =a—anb =
= (a—b),
(podle 13). Déle je b, —a, < (b—a), = (a—b)_, tedy la, —b,| =
=(ay —by)v(by —a) = (@—b))v(l@—b)) = |a— b|.
18. Véta: Nechta, b, ¢ € Y. Pak plati
(avb)re = (arc)V(bAc) ,
(@rnb)ve = (ave)a(bve) .

Dukaz: Napfed dokazeme, Ze plati

(@nb)y =a,Aby . (*)

Budd =anb. Je dn0 < an0, —d_ < —a_, tedy
a=a,—a_>a, —d_ .
Podobné se dokdze vztah
b>b, —d_;
dostavame tak ]
d=anb>= (@, —d_)A(by —d_) = (a . rb,)—d_,
tedy
(anb), =d, =d+d_=>a, b, .

Protoze v3ak a, >d,, b, =d,, plati téz a, Ab, > d, = (anrb),; odtud
plyne (¥).

Nyni je (anb)ve = {[(@a —e)A(b—¢)]VO} + ¢ = {[(@ —c)VO]A[(B—c)V
vO]} + ¢ = (ave)a(bve). Déale plati (avd)aec = — {[—-(avb)]v(—e)} =
= — {[ar=dv(=e)} = — {(=a)v(=)IA[(=bVv(—)l} = —
— ([~ (@A A= BT} = @Ac)V(BAc).

19. Véta: Jestlite 0 < xe k), a,beY, pak x(avb) = xavab, Manb) =
= aa hoh.

Dukaz: Zrejmé

a(avd) = aavab .



Pro « = 0 plati zde oviem rovnost; pro « > 0 plati také —l—(aaVocb) =
X

1 1
= (— .oca)v(w . (xb) = aVvb, tedy
& x

xaVob > a(avbd) .
Odtud plyne
x(@vb) = xavab .

Dosadime-li sem — a, —b za a, b, dostaneme
x(@Ab) = xanab .
Poznamka 1. Z této véty plyne zejména, %e pro « > 0 plati vidy
(xa)y =xav0 = xavald =x(@av0) =oa, ;

pro libovolné « € E, pak mime

x| la| = |x| (@v(—a)) = (Jx|a)V (J&]| (—a)) = (xa)V (— «a)
= |xa| .

Pozndmka 2. Ctenaf si jisté viiml, Ze jsme malokde pouzili toho, Ze Y je
linedrni prostor. Kdybychom misto K 1) (viz 1) predpoklddali jen, Ze Y je
Abelova grupa a kdybychom vynechali K 6), dostali bychom definici t. zv.
K-grupy a vétsina dosavadnich vysledkii by zustala v platnosti.

Je-li na néjaké mnoziné definovana transitivni relace >, ktera spliiuje pod-
minky K 3) a K 4), fika se této relaci polousporddani a prislu§nd mnoZina se
nazyva polousporddanou. Polouspofddand mnozina, v niz ke kazdé dvojici
a, b existuji prvky s, p o vlastnostech s 1), s 2) a p 1), p 2) (viz 3 a 5), se nazyva
svaz. K-linedl by se tedy mohl nazvat také , linedrnim svazem®.

Plati-li v néjakém svazu Y véta 18, nazyva se tento svaz distributivnim.
Vidime, Ze je kazdy K-lineal (ba dokonce kazda K-grupa) distributivnim
svazem.

20. Véta: BudiZ Y K-linedl. Necht pro linedrnt prostor Y, C Y platt

)aeY, =a,eY,,

2)0<a<bh aeY, beY =>ael,.

Definujme v prostoru Y)Y, relaci > timio predpisem: Jestlize T,V e Y|Y,,
pak T >V znamend, Ze cxistuje x € T a y e V tak, Ze x > y. Pak je Y|Y, K-lt-
nedl.

Dikaz: Zfejmé plati K 1), K 2), K 3), K 5), K 6), K 7). Mame dokazat,
ze plati také K 4) a K 8). Necht tedy 7', V e Y|Y,, T > V,V > T. Pak existuji
x; €T, y; eV tak, ze plati 2, > Y1, ¥» = @,. Protote ¥, — 2, € Yy, ys— Y1 € ¥y,
plati téZz z, —a, + y,—y, € Y. Protoze viak 0 <z, —y, < (2, — ) +
+ Yo— %) =2, — &+ Yy, —Y1€Y,, plati podle 2) xz;,—y, €Y, tedy
T=V. .



Zvolmenyni T e Y|Y,, x,y eT. Pak jex — y € Y¥,. Podle 17 je z, — vy, <
< (x — y),; podle 1) plati tedy

0S @y —y)r S (@—y)e Yy .

Z 2) nyni plyne
Ty —yi) ely .
Podobné je
@y —Y) = —24)p ¥y,
tedy
x, —y,eY, .

Vidime, Ze vSechny prvky z, pro « ¢ 7' padnou do téze tridy; oznaéme ji 7',.
Ziejmé T >0, T, =>T. Jestlize S >0, S > T, existuji s;,8,¢8, teT
tak, Ze s, = 0, s, > t. Protoze (s;), = s, € S, patii téz (s;), do S a plati (s,), =
>ty el ;jetedy S =T,

Tim je vSe dokazano.

21. Archimedovskym K-linedlem nazveme K-linedl Y, kde pro zZadné e + 0
neni mnozina {a, 2a, 3a, ...} omezens.

Poznamka. JestliZe mnozina {a, 2a, 3a, ...} neni (shora) omezeni pro
24dné a > 0, je jiz Y archimedovsky K-lineal; je-li pak totiz b < na < ¢ pro
n=12..j (na), =n.a, < c, pro kaidé n, tedy a, =0, podobné
a_ =0,a =0.

22. Kj-linedlem nazveme archimedovsky K-linedl Y, ktery obsahuje prvek j
takovy, Ze lze ke kazdému a € Y uréit piirozené &islo n tak, Ze plati

a<nj .

Prvek j, ktery je zfejmé kladny, nazveme jednotkou Kj-linedlu Y.

Poznamka 1. Mohli bychom ztrejmé& definovat téz pojem nearchimedov-
ského Kj-linedlu. Je-li na p¥. T’ néjaké nearchimedovsky usporddané nadtéleso
télesa realnych d&isel a je-li ¥ okruh vSech prvka z 7', které lezi mezi néjakymi
dvéma redlnymi éisly, mohli bychom pokladat Y za nearchimedovsky Kj-
linedl, kde jednotkou je ¢islo 1. ProtoZe vSak budeme dale mluvit jen o archi-
medovskych Kj-linedlech, dali jsme radéji slovo ,,archimedovsky‘‘ pfimo do
definice.

Poznamka 2. Je-li j jednotka Kj-linedlu Y a je-li « kladné d&islo, je oj
zi'ejmé opét jednotkou. Kazdy Kj-lineal ma tedy nekoneéné mnoho jednotek.

23.Koneénou funkei f na linedrnim prostoru ¥ nazveme aditivni (homogennt),
plati-li

@ + b) = f(a) + f(b)
(resp. «f(a) = f(xa)) ,.
kdykolia,b €Y, x € E,.

Poznadmka: Stejné lze definovat aditivni (homogenni) zobrazeni linedr-

niho prostoru Y do linedrniho prostoru Y,.
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24. Konetnou aditivni funkei f na K-linedlu ¥ nazveme nezdpornou funkcio-

ndlow, plati-li implikace
aeY, a=>0=fla) =0 .

Poznimka. V&imnéme si, Ze pro nezapornou funkeiondlu f plati a < b =
= f(a) < £(b).

25. Véta: Bud f nezdpornd funkciondla na K-linedlu Y. Pak je f homogenni,

Diakaz: Je f(nb) = f(b) + ... + f(b) = n . f(b) pro kazdé piirozené n a
kazdé b € Y, tedy téz

) = f(n . %) —n. f(%) f(—,’;—) =)

pro kazdé b a kazdé n. Jsou-lim, n ptirozena &isla, r = ZZ—, je f(rb) = j(m . -bn—) =

=m. f(%) =m. —}i .f(b) = r. f(b); protoze —f(rb) = f((—r)b), plati f(rb) =

= r. f(b) pro kazdé raciondlni ra kazdé b € Y. Zvolme nyni o realné, 0 < be Y.
Nacht r,, s, jsou raciondlni, r, < r, < ..., 7, — x, 8 =8, = ..., 8, — «. Pak

plati r,b < ab < s,b, tedy f(r,b) < f(xb) < f(s,b) pro kazdé n. Déle je f(s,b) —
— f(rab) = f((s2 — 7a)b) = (80 —12) . f(b) = O, tedy [(r,b) =r,.[(b) — f(ab).
Avsak r, . f(b) > xf(b), tedy «xf(b) = f(xb); totéz oviem plati také pro & < 0
a pro kazdé x e E,. Pro libovolné b € Y je f(ab) = f(ab, —ob_) = f(ab,) —
—f(xb_) = f(by) —xf(b-) = x(f(bs) —f(b-)) = af(b. —b_) = xf(b).

26. Véta: Budif | koneénd funkce, definovand na mnofiné vfech nezdporngjch
prokd z K-linedlu Y. Necht plati

fla 4 b) = f(a) + £(b) ,
kdykoli a,b eY, anb = 0.
Palk existuje pravé jedna aditivnt funkce f, na K-linedlu Y takovd, Ze plati
f1(@) = f(a)
pro kaZdé a = 0.

Diakaz: Polozme fi(a) = f(a,) — f(a_) (jinou moZnost zfejmé nemame).
Necht a,beY, ¢c =a+b. Je ¢, Za,+b,, tedy a, +b, =c, +h,
a_.+b_ =c_-+h, kde h>0. Pak plati

flay) + f(b4) = flcy) + f(B)

fla-) + f(b-) =flc-) + f(R) ,
tedy
fi(@) + F(®) = flas) —fa-) + f(by) — f(b-) = fles) —flc-) =
= f1(¢) -

Pro a > 0 je ziejms f,(a) = f(a).
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27. Véta: Budif f koneénd aditivnt funkce na K-linedlu Y. PoloZme pro kaZdé
a=>0
fi(a) =supf(z), kde 0 x< a .

(Mite byt ovdem [, (a) = .) Pak platt
fula+8) = f.(@ + f40) ,
kdykoli a, b €Y, anb = 0.
Dukaz: Necht 0 << a, 0y <b; pak je 0 x+y < a+ b, tedy

f@) + fy) =fle +y) < fil@ 4+ b) ,
tedy

fo(a) + f4(0) < fi(a +B) .
Bud naopak 0 < 2 < a + b. Podle 16 existujia’, b, 0 < a’' < a, 0 <0 < 0,
a' + b =z. Plati tedy
f(2) =f@’) + (") < f+(a) + [+ (0) »
tedy téz
frla +0) < fil@) +14(0) .

Poznamka. Zfejmé je f(0) = 0, 0 < 0 < a pro kazdé a = 0; je tedy (pro
a > 0) vidy f,(a) = 0. Podobné zjistime, Ze proa > 0 je f, (a) = f(a).

28. Funkei f na K-linedlu Y nazveme reguldrni funkciondlou, je-li f rozdilem
dvou nezapornych funkcional. Symbolem

R(Y)
ozna¢ime mnozinu viech regularnich funkcional na K-linedlu Y.

29. Véta: Aditivni funkce f na K-linedlu Y je reguldarni funkciondlou,
pravé kdyz je funkee f . (definovand v 27) koneénd.

Dukaz: Bud f =f,—/f, kde f,,f, jsou nezdporné funkciondly. Je-li
0= z2< a, je f(z) = fi(@) — fo(@) < fu(@) < fi(a), tedy

0= fi(@) S fafa) < oo .

Je-li naopak f aditivni a f, koneénd funkce, muzeme podle 27 a 26 pied-
pokladat, Ze je funkee f, definovina na celém Y a Ze je aditivni. Podle po-
znamky k 27 je pak f, nezaporna funkciondla; rovnéz f, — f je nezaporna
funkcionala a z¥ejmé plati

f=fi—{e—=0 -
30. Véta: Bud Y K-linedl. Klademe-li pro f,, f, € R(Y)
fl g fZ )

je-li f, — [ nezdpornd funkciondla, je R(Y) rovnéZ K-linedl.
Duakaz: R(Y) je ziejmé linearni prostor. Rovnéz je ziejmé, Ze plati K 2) —
K 7). Ukdzeme nyni, Ze plat{ i K 8). Necht f ¢ R(Y); utvofme funkei f, podle
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27 a roziifme ji podle 26 na celé Y. Rozsifenou funkeci oznadme opét f.. Je
f+ =0, f, —f=0, tedy f+ = f. Je-li naopak g e R(Y), g =0, g = {, plati
pro kazdé a > 0 f . (a) = supf < sup g(x = g(a), tedy je g = f.. Funkcio-

nala f, tedy spliiuje podminku K 8)
31. Véta: Necht f, g € R(Y). Pak plati pro kaZdéa > 0
(fvg)(@) = sup (f(x) + 9(y)), kdezry =2 0,2 +y =a ,
(fAg)(a) =inf (f(x) + 9(y)), kdezry =2 0,2 +y =a ,
f-(a) = sup f(z), kde —a < x < 0,
If|(@) = sup f(x), kde |z| < a .

Dikaz: Je fvg =f + (g — )+, tedy (fVg)(a) = f(a) + sup (g — @) =
= sup ({(a) +gla) — ) = sup (f(@ —a) +g(@) = sup_(g(2) + fy)). Tim je

0<z<a
2+y=a

dokazan prvni vztah. Dal§f z ného snadno plyne pomoci rovnosti fAg =

= — ((—f)V(—g)). Podobné dostaneme tieti vztah z rovnosti f_ = (—f)..

Budiz nyni (pro a = 0) g(a) = sup f(x). Je-li |z| < a, oznalme b = a — |z|;
le|<a

pakje (z, + 3b) + (x_ + 3b) = @, + a_+ b =a, tedy f(z) = f(@,) — f(z_)=
= flzs + 1) — [l + 15) < sup (fa) — ) = (¥ (—[)@) = |f|(@), tedy

(@) < [fl(@) *)
Plati-li naopak z Ay > 0,2 +y =a,jeziemé—a < —y<orv—y< v <a,
tedy |z — y| < a. Odtud plyne f(z) — f(y) = f(x — y) < ¢(a), takie mame téz
fl(@) = (fv(=1) (@) < ¢a) .
Podle (*) plati nyni |f|(a) = ¢(a) = sup/‘
Poznimka. Protoze |a| < |a], l—a[ < la], je +f(a) = f(£a) < sup f(x

= [fi(a), tedy sl
f@)] < Ifl(a) -

32. Véta: Bud Y K-linedl, aeY, a >0, feR(Y), f = 0. Pak existuji
g, h e R(Y) tak, Ze plati

1) ghk =0, g +h =1,

2) h(a) = f(a) ,

3) zAa = 0 = g(x) = f(x) .

Dukaz: Pro ¢ = 0 bud g(c) =sup f(z), kde 0 <z < ¢, xAa = 0; pro
libovolné ¢ bud g(c) = g(c.) — g(c_).

DokéZeme napied, Ze je g nezadpornou funkcionilou. Zfejmé ¢ > 0 =
= g(c) = 0; podle 26 stadi tedy dokazat, Ze cAd > 0 = g(c + d) = g(c) +
+ g(d). Necht tedy cAd > 0. Zvolme 2,5, 0 2 < ¢, 0<y < d, zAa =yA
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ra =0. Pak je 0< 2+ y < ¢+ d; podle 16 je téz (¢ + y)Aa = 0, tedy
@) + () =[x + y) < glc +d), gle) + 9(d) < g(c + d)-

Zvolme naopak z, 0 < 2 < ¢ 4 d, zAna = 0. Podle 16 existujf z,, 2, tak, Ze
plati 0 <2, <¢, 0 < 2, £ d, 2, 4 2, = 2. Tim spife je z;Aa = 0, tedy f(z) =
= f(z1) + f(z2) < g(c) + 9(d), g(c + d) < g(c) + g(d).

Je tedy g € R(Y), g = 0; zfejmé& je pro ¢ > 0 g(c) < f(c), tedy ¢ < f. Bud
h = f—g; dokéZeme, %e je gAh = 0. Zvolme tedy c eY, ¢ = 0 a déle &islo
e > 0. Pak existuje x ¢ Y tak, Ze plati 0 <z < ¢, zxAa =0, f(x) > g(c) —e.
Aviak f(zx) = g(z), tedy g(c — ) < ¢ a oviem h(x) = 0. Pro y =c —z tedy
platf yax >0, x +y =¢, g(y) + h(z) <& podle 31 je grnh < 0. Plati
ovSem rovnost.

Vztahy 2) a 3) jsou zfejmé; tim je v8e dokazano.

33. Véta: Bud Y K-linedl. Pfifadme kaZdému a € Y funkci F, na mnoZing
R(Y) pfedpisem F,(f) = f(a) pro kaZdé f € R(Y).

Pak platt (a,beY, & € B,)

1) F, e R(R(Y)),

2) F,, = aF,,

3) Fa+b=Fa+Fb;

4) Fa+ = (Fa)+-

Dikaz: Vztahy 2) a 3) jsou zfejmé. Rovnéz je zfejmé, Ze pro a > 0 je F,
nezapornou funkeionalou na K-linedlu R(Y); protoZe pro libovolné a e Y je
F,=F, —PF,_, jevidy F, e R(R(Y)). Stati tedy dokazat 4). Pro f e R(Y),
» 2 0 je ((F,):)(f) = sup F,(p) = sup ¢(a). Zvolme na okamzik pevné prvky

0=Z9s 0ot

feYafeR(),f=0.Podle prededlé véty existujf g, h e R(Y) tak, %e plati
gAh =0, g+ h=f,

h(a+) :f(a’+) )
xha, = 0= g(x) = f(x) .

Protoze a_Aa, = 0, je gla_) = f(a_), tedy h(a_) = 0, h(a) = h(a,) = f(a,)-
Protote je 0 <A <f, je ((Fa):)f) =o§}:gf¢(a) = k(a) = f(a,) = (Fa,)(f);
odtud plyne (F,), = F,,. Ziejmé viak v R(R(Y)) plati F,, >0, F,, > F,,
tedy Fo, = (F,),. Tim je dokdzéano 4).

34. Budte Y,, Y, K-linedly. Rekneme, %e zobrazeni ¢ K-linedlu ¥, do K-
linedlu Y, je homomorfni, jestlize

1) ¢ je aditivni a homogenni,

2) @ zachovavé svazové operace, t. j. pro libovolné prvky z, y z Y, plati

plevy) = p@)Vey), ¢@EAY) =) pY) .

Je-li zobrazeni ¢ K-linedlu Y, do K-linedlu Y, aditivni a plati-li pro libovolné

aeY,
pla.) = (p(@). ,
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pak zachovava ¢ svazové operace a tedy i polousporddani (t. j. a < b =-
= g(a) < ¢(b)), jak se snadno dokaze. Odtud pak podobné jako v 25 vyplyva,
Ze @ je téZ homogenni, takZze predpoklad homogenity lze v definici homo-
morfniho zobrazeni vynechat.

Z ptedeslé véty tedy plyne, Ze zobrazeni a — F, K-linedlu ¥ do K-lineilu
R(R(Y)) je homomorfni.

Prosté homomorfni zobrazeni se nazyva isomorfni. Ma-li homomorfni zobra-
zeni @ tu vlastnost, Ze pro kazdé a > 0 je ¢(a) =+ 0, je jiz ¢ isomorfni; je-li
totiz ¢(a) = 0, je pla,) = p(av0) =¢(a)veg(0) =0, tedy a, = 0, podobné
a_ =0,a = 0.

35. Véta: Bud Y K-linedl. Necht pro linedrnt prostor Z C Y plati

)aeZ =>a,eZ,

2)0<a<b, aeY, beZ=acl.

Pak je Z rovnéZ K-linedl. Pfifadime-li kaZdému f e R(Y) parcidini funkci f,
na mnoZiné Z, je prifazent f — f, homomorfni zobrazeni R(Y) do R(Z).

Dukaz: Je zfejmé, ze Z je K-linedl, Ze f, ¢ R(Z) pro kazdé f ¢ R(Y) a Ze
zobrazeni f — f, je aditivni a homogenni. Bud nyni f ¢ R(Y), f, = g €« R(Z).
Zvolme aeZ, a = 0. Pak g, (a) =supg(x), kde 0 < e < a,zeZ, coi je
ziejmé sup f(x), kde 0 < x < a, v €Y; je tedy g,(a) = f.(a). Odtud plyne
snadno g, = (f.),. tedy (f,)+ =g, = (f.),- Tim je v&e dokdzéno.

36. Multiplikativni funkciondlou na K-linedlu Y nazveme reguldrni funkcio-
nalu f, spliiujici vztah

anb =0 = fa).f(b) =0 .

Pozndmka. Podle 13 1ze multiplikativni funkciondlu definovat také takto:
Je to regularni funkciondla f takovéd, Ze pro kazdé a je bud f(a,) = 0 nebo
fla-) = 0.

37. Véta: Bud f multiplikativni funkciondla. Pak je bud f = 0 nebo f < 0.

Dikaz: Predpokladejme, e f ¢ R(Y), f, > 0, f_ > 0; dokdZeme, Ze f neni
multiplikativni funkcionala. Existujia > 0,5 > 0 tak, Ze f, (a) > 0,f_(b) > 0.
Pro ¢ = a + b je pak tim spiSe f,(c) > 0, f_(c) > 0. Necht 2¢ = min (f,(c),
f-(c)). Protoze (f.)A(f_) = 0, existuji u, v tak, Ze

u+v=c, urv=0, f.(u)+7i_-(v)<e.
Polozme
P=UAV, Uy=U—P, V3=V—DP .
Pak plati (podle 13) .
uAvy =0, f(p)Sfi(w)<e f(p)Zf-(v)<e,

tedy

fr(v) =filc—u—p) = filc) —fi(w) —fi(p) > filc) —26 20,

f-(w) =f-(c—v—p)=f_(c) —f-(v) —f-(p) > f-(c) —2e =0 .
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Existuji tudiz w,, v,, spliiujici vztahy
0 u, Sy, 0Z v, S, fwe) >0,  f(uy) <0
a zfejmé u; Av, = 0; f tedy neni multiplikativni funkeionéla.

Poznémka. Viimnéme si, Ze pro multiplikativni funkcionalu f plati f(a) =
= 0<>f(|a]) = 0. Je-li totiZ f(a) = 0, jena pt. f(a,) = 0, tedy plati téz f(a_) =
= f(a,) — (@) = 0, f(la]) = f(a.) + f(a_) = O.

Je-linaopak f(|a|) = Oanapt.f > 0,je —|a| < a < |a|, tedy 0 = f(—]a|) <
< f(@) < f(ja]) = 0.

38. Prikladem K-linedlu miZe byt mnoZina viech koneénych funkei na
néjaké mnoziné P + @, klademe-li oviem x > y, jestliZe x(f) = y(t) pro kazdé te P.
Je jisté zfejmé, jak definujeme linedrni operace. V8imnéme si, Ze plati na pf.
(xVy)(t) = max (z(t), y(t)), |x|(t) = |=(t)] pro kazdé ¢ ¢ P (a pod.).

Pokud budou z, y funkce na téZe mnoziné a pokud neuc¢inime néjaké zvlastni
ustanoveni, budeme symbolim [z|, x vy a pod. ddvat tento vyznam.

39. Véta: Budif Y K-linedl; budif N neprdzdna mnofina, jejis proky jsou
nezdporné multiplikativni funkciondly na Y. Pfifadme kaZdému x e Y funkci x
na mnotiné N predpisem

z(f) = f(x) pro feN .
Pak je zobrazeni x — x homomorfni.

Dékaz: Plati &5 9)(f) = fz + 1) = 1@) + 1) = &) + §(1), Ga)(f) =
= f(az) = af(x) = ox(f), tedyx + y = = + Y, 6 = o

Budiz nynf z ¢ ¥, f e N, f(x,) — f(z-) = f(x) = 0. Kdyby bylo f(z_) + 0,
bylo by f(z.) =0, tedy f(z_) <0, f(x-) < 0 —spor; je tedy f(z)_ = 0,
fe,) = ().

Je-li f(xr) < 0, nemize byt zase f(x.) + 0; pak by totiz bylo f(x_) = 0,
f(x) = f(x,) < 0. Je tedy f(x,) = 0; vidime, Ze vidy plati

() = max (f(x), 0) ,

tedy L _
@)= (@), .
Odtud plyne podle 34, %e zobrazeni z — & je homomorfni.

Poznédmka 1. Tato véta je sama témér bezcennd; miiZe se totiziu ,,velkych*
K-linedlu stat, e dokonce mnoZina vsech reguldrnich funkcional obsahuje
samotnou nulu. V tomto piipadé nefikd ovSem véta 39 nic zajimavého.

Pozndmka 2. Vétu 39 lze v jistém smyslu obratit.gPlati totiz tato véta,
kterou tené¥ sim snadno dokaze:

Bud Y K-linedl; bud F neprdzdnd mnofina, jeji? proky jsou koneéné funkce
na Y. Pfifadme katdému x € Y funkei x na mnofiné F pFedpisem

x(f) = f(x) pro ka%dé f < F.
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Dale pFedpoklddejme, e zobrazent x — x je homomorfni.
Pak je kady prvek f € F nezdpornouw multiplikativnt funkciondlou.

40. Linedrnim prostorem s obecnow mormouw nazveme linearni prostor Y,

v ném? je kaidému prvku e pfifazeno (koneéné) ¢&islo ||a|| (norma prvku a)
tak, Ze plati

Olace?, []a|[=0¥>a=0,
0 2) a, be¥ = [af + b = a4 0],

O3 aeY =lim gI:O,

O4)acY, o, pek, o <|B] = |xal| < ||Ball.
41. Podle O 4) plati
llal] = |1 - al} = {lt=1) . al| = ||| 5
dale plati ||3a]] < |ja||, tedy

llall + llall = [3all + [l3all = li3e + 3all = |lal| ,
tedy ‘

laf =2 0 .

Z 0 4), O 3) plyhe |0 =||0.a] < H%.a — 0, tedy -

[0} =0 .
42. Véta: |ja — b|| definuje v Y metriku, pii niZ jsou linedrni operace spojité.
Dukaz: Z 41 plyne snadno, Ze |la — b|| je opravdu metrika. JestliZe a, — a,

b,—b, je |la, + b, —(a +b)|| < |la, —a|| + ||b, —b|| > 0, tedy a, + b, —
— a + b. Necht nyni , € B, x, > «, a, € Y, a, — a. Zvolme ¢ > 0 a uréeme

N, > 0 tak, aby bylo

J_Va—lu < -g; dale uréeme ptirozené éislo N, tak, aby platilo
|x] £ Ny pro n =1, 2,... Konetné uréeme N tak, aby pro kazdé n > N
platilo zaroven

Ix — o <Nl—1, o — ol < g37- -

€
—55
Ixnte — | < INsfa —a)| < o —anl| + lo —anl + ... + & —anl| < 5,
tedy

a

Pro n > N pak dostaneme |[(x — «,)al| < ¥
1

<

Ire —xaall S i —sada] + anle —an| <5 +5 =¢ .

.43, Budiz Y linedrni prostor s obecnou normou. Funkei f, definovanou na Y,
nazveme spojitou funkciondlou, jestlize f je (koneéna), aditivni a spojita (jako
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funkce na metrickém prostoru ¥). Mnozinu v8ech spojitych funkciondl ozna-
¢ime

o) .

44, Veta: Bud Y linedrni prostor s obecnou mormou. Pak je C(Y) linedrnt
prostor; je-li aditivnt funkce f na mnoZiné Y spojitd v bodé 0, je f € C(Y). KaZdd
spojitd junkcio;uila je homogennd.

Dikaz: Je-li f aditivni, zjistime jako v 25, Ze plati r . f(b) = f(rd) pro kazdé
racionalni ¢islo » a kazdé b € Y; je-li nadto f spojité, plyne z 42 snadno, Ze plati
af(b) = f(ab) pro kaizdé x € E, a kazdé b € Y. Ostatni je zfejmé.

45. Bud Y K-linedl. Rekneme, %e Y je K-linedl s obecnou normou, je-li ¥
zaroveii linedrnim prostorem s obecnou normou a plati-li nadto

OK 1) aeY = |af| = |||al],

OK2)0<ax<b, abeY = |a <0

Pozndmka. Snadno zjistime, ze z OK 1), OK 2) plyne jiz O 4).

46. Véta: BudiZ Y K-linedl s obecnou normou. Pak plati:

a) Y je archimedovsky K-linedl,

b) C(Y) C R(Y),

c) C(Y) je K-linedl,

d) jestlife f e C(Y), g e R(Y), |g| < f, pak g € C(Y).

Dukaz: Necht a,b e Y, 0 < na < bpron=1,2,... Pakjelja] < H%“ - 0,
tedy [la|| = 0, @ = 0; je tedy Y archimedovsky K-linedl.

Piedpoklddejme nyni, Ze existuje fe C(Y) — R(Y). Podle 29 existuje
aeY, a> 0tak, ze plati sup f(x) = co. Existuji tedy z,, 0 < z, < a tak, ze

0<e<

Inll <

a
“ln

f(xn) > n. Je viak 0 < n < 2
=n=n

a x,,l 1
= 0, H%—}I — 0, tedy ol flx,) =

= (%) > 0 ve sporu S?IZ f(z) > 1. Je tedy C(Y) C R(Y).

Zvolme nyni f e C(Y), £ > 0. Existuje 6 > 0 tak, ze |jz]] < d = |f(x)| < e.
Budiz ae?, |ja| <é. Je-li 0-< 2 < |af, je ||| = |||al]| = [la]| < 6; je tedy
lf+(@)] < fi(la]) = sup f(x) < “asg"u}; f(x) < e. Odtud plyne, Ze je téz f, € C(Y).

Ze<|al < b

0

Jestlize f € C(Y), g e R(Y), |g| < f, zvolme opét ¢ > 0. Uréeme ¢ > 0 tak,
aby platilo |f(x)| < e, kdykoli ||z < é. Pro takové x pak plati (viz téZ pozndm-
ku k 31)

lg@)| < lgl(l=) < f(lel) <& 3
je tedy g € C(Y). ‘

Pozndmka 1. MiZe se stdt, Ze dany K-linedl ¥ obsahuje linedrni prostor
Y,, ktery p¥i polouspoifadéni, vytvofeném polouspoidadénim v K-linedlu Y,
je rovnéz K-linedlem, Ze v8ak pro néktery prvek a € Y, je kladné ¢éast prvku e
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v K-linedlu Y, vétsi nez kladnd éast prvku @ v K-linealu Y. (Pamatujme, Ze
jsme kladnou ¢éast prvku a definovali jako nejmensi prvek &, pro néjz plati
zaroveni b > a i b > 0. Je zfejmé, Ze zalezi na tom, které prvky b ,,pfipustime
ke konkurenci‘‘.) Takova situace nastava na pf., je-li Y mnoZina vsech spoji-
tych funkei na étvrtroviné x 2> 0, y = 0 a je-li ¥, mnozina vSech linearnich
funkei na této &¢tvrtrovingé. Jestlize vSak linedrni prostor Y, C Y obsahuje
s kazdym svym prvkem b téz prvek b, (kde b, ,,je vzato‘ v Y), pak je jiz ¥,
K-linedlem, v némz svazové operace souhlasi s operacemi v Y; v tomto pfipadé
bychom mohli ¥, nazvat ,,pod-K-linedlem‘ K-linedlu Y. Takovy vztah je
tedy podle 46 mezi C(Y) a R(Y).

Poznamka 2. Je-li Y K-linedl, v némz je definovana takova topologie, Ze
jsou pfi ni linearni i svazové operace spojité a jednobodové mnoziny uzaviené,
fekneme, ze Y je topologicky K-linedl. Bud 8 mnozina viech okoli nuly topo-
logického K-linedlu Y. Snadno se zjisti, Ze

a) ke kadému U e B existije takové V e B, fe pro kadé a eV plati |a| =
=av(—a)eU,a, =av0elU.

Protoze ke kazdému U ¢ B existuje takové V e B, Ze plati implikace x — y €
eV =z, —y, eU, vidime, Ze

b) ke kaZdému U € B existuje takové V e B, e platt

0<a<h beV=0aelU

(volime-litotizz = a,y =a—b,jex —y =10 eV,tedyz, —y, =a— 0=
= a ¢ U). Ctend¥ nyni snadno zjisti, Ze véta 46 plati i pro topologické K-li-
nealy. Dale muZeme na pf. vétu 49 pro topologicky K-linedl formulovat
takto:

Pro kazdé b € Y je mnoZina E[x < b] uzaviend. Tato véta je snadnym disled-

kem spojitosti svazovych operaci; plati totiz zfejmé E{x < b] = E[xvb = b].
x x

Naopak se snadno zjisti, Ze je kazdy K-linedl Y s obecnou normou zaroveti
topologickym K-linedlem; stadi dokazat, Ze v Y plati a, - a = (a,), —a,.
To viak plyne ze vztahu b, —a,| < [b—a] (viz 17) a z OK 1), OK 2).

Je-li v néjakém K-linedlu Y definovana takova topologie, Ze jsou p¥i ni
linedrni operace spojité, jednobodové mnoziny uzaviené a Ze plati podminky
a) a b), d4 se podobné dokazat, ze je Y topologickym K-linedlem.

47. Véta: Necht K-linedl Y s obecnou normou md tuto vlastnost: Jestlife
0< a, €Y, |jail| = 0, pak lze z {a,} vybrat posloupnost (svazové) omezenou.
Pak plati

C(Y)=R(Y) .

Diukaz: Piedpoklddejme, Ze existuje fe R(Y), f = 0, f non € C(Y). Pak
existuji a, ¢ ¥ tak, Ze je sice “an“ — 0, ale neni f(a@,) — 0; lze pak urdit e > 0
a vybranou posloupnost {a, } tak, Ze [f(a,)| > ¢ pron = 1, 2,... Klademe-li
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b, = |a, |, je =+ a, < by, tedy +f(a,) < f(ba), tedy f(b,) = ]f(a,”)] > & pro
n=1,2,... Je oviem [|b,] > 0, ”b,,][ = |la; || = 0. Uréeme nyni posloupnost
celych éisel «, tak, aby platilo

<:—<;::,a — OO

. 0<a, <
Vb

Pak plati |[x,b,]| < xullbal| < == . |ball = V[[Ball = 0 .
plati [|x,b,| [16all =< Vll N Noall = VIl

Podle piedpokladu lze z posloupnosti x,b, vybrat posloupnost omezenou;
necht tedy

“hb!.. _<_= ¢ promn=12,...
Potom plati
€., < Xgp f(bj") = f(‘x:l,‘b.f,‘) < f(e)
pro kazdé n, coZ neni moiné, protoze «; —> .

Tim jsme dokazali, Ze je kaZd4 nezdporna funkecionala spojitd; odtud plyne
snadno B(Y) C C(Y). Podle 46 je viak C(Y) C R(Y), takze plati C(Y) = R(Y).

Poznamka. Naskytd se otdzka, zda existuje K-lineal Y s obecnou normou,
kde plati C(Y) = R(Y), kde vSak nelze z kazdé posloupnosti prvki a,, pro néz
plati ||a,|| — 0, vybrat posloupnost omezenou. Tuto otdzku klade autor &te-
néitm jako problém.

48. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou normou. Nechf b, €Y, by < by < ..o
— 0. Pak jeb, < bpromn=1,2, ..

Dukaz: Necht neni b, < b. Pak je (b —by)_ > 0; pron > N je b, —b >
=by—0b, tedy (b—b,)- = (b, —b)v0 = (b, —b)v0 = (b—10,)_. Odtud
plyne, Ze pro n > N plati

6 — ball = 1|16 —balll 2 [[(6 —a)-|| = (6 —bx)-|| > O,
takze neni ||b — b,|| - 0 — spor.

49. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou normou. Necht a, < b pron = 1,2, ...;
necht existuje a ¢ Y tak, Ze ||a, — a|| — 0. Pak jea < b.

Dikaz: Polozme Uy =@y —a, b =b —a. Pak plati a, < b, Ha—,,” — 0,

(80 = (@n)- = (B)- = 0, tedy [|(B)_|| < [[a,]|— 0, |B)-]| =0, B)- =0, b=
=0, b>a.

50. Véta: Bud K-linedl Y s obecnou mormou dplng jako metmcky prostor.
Pak je C(Y) = R(Y).

Dukaz: Necht a, e Y, a, > 0, llanl| = 0. Necht 2, ||as,|| < co. Z tplnosti ¥
n=1

@ N

plyne, ie existuje a = > ai,. Je-li g5 — D, je 5 <8< ...; podle 48 je
n=1 n=1

8, < a, tim spie a,, <a pro m =1, 2, ... Podle 47 je C(Y) = R(Y).
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51. Véta: Bud Y K-linedl s obecnow normou. Necht ke kaZdé posloupnosti
0<a, <a, < ..., kde suplla,|| < o, existuje aeY tak, Z Ha, —al - 0.

Pak je Y 4iplny metricky prostor.
0 ©
Dikaz: Stadi dokdzat, ze je konvergentni kaida fada . b,, kde > ||b,]| <
n=1 n=1

< . Budi# za tohoto predpokladu a, = > (b,),. Pak je 0< a, < a, <
t=1

sl < 2Bl £ 2 ball < 0, tedy je posloupnost {a,} i Fada
i=1 n=1

<..
> (bn)+ konvergentni. Podobn& zjistime, Ze je fada > (b,)_ a tedy i fada
n=1

n=1

> b, konvergentni. '
n=1

Poznamka. Pfikladem K-linedlu s obecnou normou miZe byt mnoZina
Y v3ech spojitych funkei vintervalu <0,1, pfi éemz normu definujeme vztahem
lla]| =;r(1?§1|a(t)]. Snadno zjistime, %e k posloupnosti funkei b,(t) =1 —t»

neexistl—xjgfunkce b € Y takovd, aby platilo ||b, — b|| — 0; p¥i tom je Y uplny
prostor. Pfedpoklad existence prvku b ve vété 48 neni tedy zbyteény.
1

Definujeme-li v témze prostoru ¥ normu ptedpisem ||b||, = [|b(¢)|dt, snadno
0

zjistime, %e nezaporna funkcionala f, definovana pro x € Y vztahem f(z) = x(0),
nenf pki této normé spojitd; pf¥i normé ||b|| = max |b(t)| oviem funkcionala f
0<t<1

spojita je (coz plyne téz z véty 50).

Vidime, Ze polouspofddéni lze na nafem prostoru definovat jen jednim pti-
rozenym zpusobem, kdeZto normu muZeme definovat riznymi ,,rozumnymi‘
zpisoby a mnoZiny spojitych funkciondl mohou byt pfitom ruzné. Mize tedy
byt pfirozen&jdi vysetfovat na daném konkretnim prostoru mmozinu vSech
regularnich funkcional nez mnozinu v&ech spojitych funkcional.

Obé normy, o nichZ jsme nyni mluvili, splilovaly téz pfedpoklad H) z 52.
Jako pifklad K-linedlu s obecnou normou, kde tento pfedpoklad nenf splnén,
Ize uvést prostor S takto definovany: Bud Z mnoZina vSech koneénych méfi-
telnych funkef v intervalu {0,1), N bud mnozina viech funkef ze Z, které jsou
rovny nule skoro v§ude. Klademe nyni S = Z/N; polouspofadani v S definu-

1

et
J 1+ [a(0)]
2 je libovolny prvek z t¥idy 7'. Prostor § ma tu zajimavou vlastnost, Ze na ném
neexistuje Zddna nenulova regularni funkcionala.

Daéle si vimnéme, Ze kaZzdy K-linedl s obecnou normou lze snadno vnotit
do tplného K-lineslu. MizZeme totiz utvorit mnozinu Z viech cauchyovskych

jeme podle 20, normu pro 7T e S uréime predpisem 7| = dt, kde
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posloupnosti prvka daného K-linedlu a mnoZinu N C Z viech nulovych po-
sloupnostf; je jisté zfejmé, ze Z mizeme opét pokladdat za K-linedl a Ze v pro-
storu Z/N mizZeme definovat normu. Lze pak snadno ukazat, Ze Z/N je Gplny
K-lineal s obecnou normou a Ze se puvodni K-lineal dé ztotoZznit s jistou ¢asti
Z/N. )

52. Normovanym linedrnim prostorem. (s homogenni normou) budeme roz-
umét linearni prostor Y, kde je kazdému prvku a piifazeno (koneéné) &islo
lle|| (norma prvku a) tak, Ze plati

Ol ae?,|o =0=>a =0,

02) a,be¥ = |af + [ > a + B,

H) xeBaeY = |aa| =|x|.|a|.

Poznamka 1. Z H) plyne ihned O 3) i O 4) (viz 40), takZe je kazdy mormo-
vany linedrni prostor zaroveii linedrnim prostorem s obecnou normou.

Poznamka 2. Je-li Y normovany linearni prostor, je C(Y) rovnéz normova-
nym linedrnim prostorem, klademe-li pro f ¢ C(Y)

IIfll = sup f(z), kde |lz]| < 1 .

(Viz na p¥. [6], véta 3.5.) ||f|| je pak nejmensim z ¢isel «, splitujicich vztah f(x) <
< «f[x|| pro kazdé .

53. Normovangym K -linedlem budeme rozumét K-lineal Y, ktery je zaroveii
normovanym linearnim prostorem, pii ¢éemz plati

OK 1) a e = [a] = |all,
OK2) 0<a<bh, a,be¥=|al| |

54. V&ta: BudiZ Y normovany K-linedl. Polofme pro f € R(Y)
Ifll = sup f(x) pro |l = 1
(at je toto supremum koneéné nebo nekoneiné). Pak plati
feRY)=[fll =[IfIll »
0<9<f, fgeR@)=|gll < Il -

Dukaz: Zvolme f € R(Y), ||| < 1. Protoze téz || [z|[| =< 1, je f(x) < A=) =
S Al takze plati

Al = sup f@) < A -

Zvolme naopak z € Y, |jz|| < 1. Pak plati
Ifl() < Ifl(l=]) = sup f(y) < sup e =1l -

=t
Odtud plyne

il = gup 1) <

tedy :
AL = 1Al
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). Zvolme a € Y, ||a|| < 1. Pak je téz |||a]|| <

Nechtnyni0 < g < f,f,g e R(Y
9(la]) = f( l l = |/fll; odtud plyne [jg]| = sup g(a ) = [Ifll-

=< 1, tedy g(a) <

55. Véta: Budif Y normovany K-linedl. Pak je C(Y ) rozné’z normommy
K-linedl.

Dukaz: Podle 46 je C(Y) K-lineal; vime, Ze je C(Y) normovany linearni
prostor. Podle predeslé véty plati také OK 1), OK 2).

56. Véta: Bud Y normovany K-linedl. Pfitadme kaZdému a ¢ Y funkci F,
na mnoziné C(Y) predpisem

Fo(f) =f(a) (fC(Y)) .

Pak je a — F, isometrické a isomorfnt zobrazent ¥ do C(C(Y)).

Dukaz: Podle zndmé véty (viz na pt. [6], véta 6.2) existuje ke kazdému
ae¥ prvek faeC‘(Y) tak, 2o plati || = 1, fu@) = ] Je tedy | .| = sup F. () =

<

= sup f(@) = fu(@) = [la, zirovefi viak [[F| = sup fla) < sup [if] . Ha]1 [l
takze plati |[F,| = ||aH; zobrazenf a — F, je tedy isometrické.

Piifadme nyni kazdému a € Y funkci @, na mnoziné R(Y) pfedpisem
o) =f@) (feRX).

Podle 33 je zobrazeni a — @, homomorfni; protoze podle 46 plati implikace
0 f<g,9eCY), feRY)=feC(Y), je podle 35 také zobrazeni @, — F,
homomorfni, pokldddme-li F, za prvek K-linedlu R(C(Y)). Av8ak svazové
operace v C(C(Y)) souhlasi se svazovymi operacemi v R(C(Y)); zobrazeni
a —> F, je tedy homomorfni, i kdyz pokladame F, za prvek C(C(Y)). Zjistili
jsme viak, Ze a — F, je zobrazeni isometrické, tedy prosté; je tudiz také iso-
morfni.

57. Bud Y normovany K-linedl, kde plati
Ly a,beY, anb =0=|a—+ b|| =|al + |b|.

Pak fekneme, 7e ¥ je Ly-linedl. Plati-li dokonce implikace
Lya,be¥,anb>=>0=|la+ bl =|a| + |p],
nazveme Y L-linedlem.

Poznamka. V8imnéme si, Ze L,-linedl by se dal definovat jako normovany
K-lineal, kde plati

llall = flasll + [la-]|

pro kazdé a.
58. Véta: Bud Y K-linedl; necht f € R(Y) a necht plati implikace
aeY, a>0=fla)>0.
Polozme
ll6ll = #([o])
pro kaZdé b € Y. Pak je Y L-linedl.
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Dikaz:b # 0= [b] > 0= ||b| = f(|b|) > 0. Déle plati ||a|| + [|b]| = f(la]) +
+ f(B) = Hal + o)) = /(la + b) — Ja + b5 pro anb>0 plati ziejms
rovnost. '

Pro « ¢ B, je |xa| = f(|xa]) = (|« |a]) = |x|f(|a]) = |»|.]|a]. Tim jsme
dokézali, Ze plati O 1), O 2), H), L); zfejmé plati i OK 1), OK 2).

Poznémka. Predpokldddme-li, Ze v n&jakém K-linedlu Y je kazdému
prvku a piifazeno &islo |ja]| = 0 tak, Ze plati O 1), OK 1), L), je jiz ¥ L-lineal;
polozime-li toti% f(a) = ||al| pro @ > 0, miZeme podle 26 roziifit funkei f na
nezépornou funkcionédlu, ktera splituje podminky véty 58. Podle OK 1) je pak
f(|o]) = ||p|| pro kazdé b.

59. V¢ta: Bud Y L-linedl. Necht a + b > 0, |la + b|| = ||a| + ||b||. Pak
plati a Nb = 0.

Dikaz: Budc =a+b =c¢;,—¢y, kde ¢;, =a, + b, ¢, =a_ + b_. Pak
plati

lall = llatl| + [la-] ,
o]l = b+l + [lo-|| ,
lleall = llall + [164]]
lleafl = lla—[| + flo-[| ,
tedy |lc]| = [la + 8] = [lall + |18l = lleal| + [lell, tedy
lleal| = liell — lleal -
Protoze viak ¢, = ¢ + ¢y, je ||ca]| = |le|| + |lco||, takZe mame zaroveti
lleall = lleal] — [le]] -

Odtud plyne |cy|| =0,¢; =0,a_ =b_ =0,anb > 0.

60. Budiz Y normovany K-lineal, kde plati

M) a,beY, anb = 0= [avb]| = max (|af, |b])-

Pak nazveme Y M, — linedlem.

Plati-li dokonce

M) a,beY,anb> 0= |avb| = max (||a|, ||b]),
fekneme, %e Y je M-linedl. )

Pozndmka. Kakutani a Bohnenblust dokazali v [3], Ze je kaZdy M,-line4l
zdroveii M-linedlem. V této préci je rownéZz podin dikaz tohoto tvrzeni (viz
vétu 92, kters iiké téZ, Ze je kazdy L,-linedl zarovenn L-linedlem), a to v pod-
staté stejnym zplusobem jako v [3]. Naskyta se oviem otdzka, zda nelze podat
néjaky jednodussi dikaz.

61.Véta: Bud Y My-linedl. Pak je C(Y) Ly-linedl.

Dikaz: Necht f,, f, e C(Y), fyAfs = 0. Zvolme & > 0. Existuji a; €Y tak,
Ze plati

ol £ 1, fua) > Ifl —e @ =1,2);
dale muZeme pfedpoklidat a; > 0. Protoze f,Af, = 0, existuji (viz 31) a;, a;
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tak, Ze plati a;na} = 0, a; + af = a, f1(@1) + fol@r) < & f2(@s) + fol@a) <,
tedy f,a;) = fia; —a;) = fila;) — fi(a:‘,) > fia;) — e Bud b =a; A ag, b; =
=a;—h (i =1, 2). Pak je f1(h) < f1(a2) < &, fo(h) < folar) < ¢, tedy fi(b:) =
= fua;) — fi(h) > fda)) — e — & > ||fi]| — 3e. Podle 13 je by Ab, = 0; ziejmd
je b < a,, tedy ||b]l < 1. Bud b = b,V b,. Protoze je Y M,-linedl, je té% ||b =

= max (|[by, [[bsl]) < 1, tedy [lfy + fol| = (f1 + fa) (B) = f1(B) + fo(B) > |Ifall +
+ [Ifoll — 6e. Odtud plyne ||f, + f,f| = |If:ll + |Ifo]; plati zde ovem rovnost.

62. Véta: BudiZ Y M-linedl. Pak je C(Y) L-linedl.
Dikaz: Necht fy, fo < O(F), fi0fy =0, @, ¢ ¥, 5| <1 ( =1,2). Bud
¥ = (%), V(2g):. Pak je ”?/” = max (H(xl)+”7 “(xz)+“) <1, tedy fi(x) +

+ faol@y) < fil(@)4) + fal@e)4) < fuly) + foly) = (f1 + f2) <+ f2l, tedy
Ifall + lIfall < |y + fol|- Plati oviem rovnost.

63. Véta: Je-li Y Ly-linedl, je C(Y) M,-linedl.

Dukaz: Necht f,, f, € C(Y), fiAf, = 0. Ziejmé muizeme piedpokladat
max (||f,]], |Ifal]) = 1; stadi pak dokédzat, ze ||f,Vf,|| < 1. Zvolme proto a €Y,
a > 0, |la|| < 1; déle zvolme &islo ¢ > 0. Protoze f; A f, = 0, existuji a,, a, tak,
Ze ajNay = 0, a; + ay = a, [1(ay) + falay) < e, tedy

fil@) = fia,) + filas) < fila)) + e,
filaynas) <e .
Bud b; = a; — (a, Aay). Pak je f,(a;) < [:(b;) + &, tedy
fila) < fi(b:) + 2¢ .
Protoze je ||f.]| < 1, je f.(b;) < ||b,; protoZe je (podle 13) b, Ab, = 0, je ||b,]| +
+ [[bof] = [[b1 + bol], tedy [[By]] + [|bel| < [laf] < 1. Odtud plyne
(fy + fal(@) = fi(a) + fal@) < f1(by) + 2& + fa(bs) + 26 < ||by)| +
+ [bof] 4 46 < 1+ 4e ,

WVl =llh + f = L
64. Véta: Bud Y Kj-linedl®) s jednotkou j. PoloZme pro kaédé a ¢ Y
lla|| =infx, kde of > |aj .

tedy

Pak je Y M-linedl.
Dukaz: Ziejmé je 0 < |ja]| < o pro kazdé a. Napied dokdZeme, Ze pro
kazdé a € Y plati také
allj = la|

takze pfislu$né infimum je dokonce minimem. Ziejmé pro kazdé piirozené
1 1 .
n plati (]]a“ + '_n_) = ]al, tedy p > [a| — ]l 7,
3) Viz 22.
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iz (lal —lall).
tedy (la| — [lafj). =0, la| —lalj < 0, |a] < [lallj -
Zejména pro |ja|| = 0 je také |a| =a = 0.
Protote i lal, Bl = bl, je (ol + [Bl)j = lal + o] = la + bl tedy
llall + [1Blf = la + 8] : :
Pro libovolné f € E,, a ¢ Y plati nyni |8| . |allj = || . |a] = |Bal, tedy |B] .

. |la]] = ||Bal|. Pro p = 0 plati oviem rovnost; pro f = 0 je téz %’ |Ball =

2 = |lall, tedy plati zéroved [|al| = 8] . [lall, |IBal| = |B] . [lal.

1
’ﬂ -fa

Vztah ||| = |[la][| je zfejmy.

Jedi 0< a<b, jo [bj = o] —b = a = |a], tedy [5] = a. Pro anb >
>0, i-=max (faf, [B]) je 4= ja|=a, % = [b|=b, tedy 4 =avb=
= |avbd|, 2 = |lavd|. Plati zde ovsem rovnost.

65. Véta: Bud Y L-linedl. Pak je C(Y) Kj-linedl s jednotkow j(x) = ||z .|| —
— |lx-||. Norma, definovand v C(Y) podle 64, souhlast s obvyklou normou.

Dikaz: Protoie Y je L-linedl, je podle 26 funkce j(x) = || — [lz_]|
aditivni; zfejmé je to nezapornd a spojitd funkciondla. Je-li f e C(Y), a €Y,
a =20, je [fl@) < [lIflll.llall =il . i(a); tedy plati [f| < I|flj. Oznalime-li
normu, definovanou v C(Y) podle 64, na okamzik symbolem [f], vidime, Ze
[f1 < |If|l. Protoze viak podle 64 je |f| < [f]j, je pro libovolné a e Y |f(a)] <
< fl(a]) L [f1-9(|a]) = [f]]|a]); odtud plyne (viz poznamku 2 k 52) téz ||f| <
< [

Poznédmka. Vidime zejména, Ze C(Y) je M-linedl, je-li Y L-lineal.

66. Véta: BudY Kj-linedl s jednotkou j; pokldddme-li Y za M-linedl s normou,
definovanou podle 64, je R(Y) = C(Y) a plati

Al = I£l7)

pro katdé f €« R(Y).
Dukaz: Podle 31 je |f|(j) = sup f(x) = sup f(x) = ||f|| pro kazdé f e R(Y);
l#l=9 <1
vidime zaroven, ze R(Y) C C(Y), tedy R(Y) = C(Y).
67. K-okruhem nazveme K-lineal Y, v némz je definovdno nasobeni tak, Ze
je Y zaroveil komutativnim okruhem s jednotkovym prvkem a Ze plati
xekl,, a,beY = xab) = (xa)h ,
a,b,c eY,¢c>0=(avb)c =acvbc .
68. Je-lic = 0, plati také (anb)c = — [(—a)V(—b)]c = —[(—ac)V(—bec)] =
= acAbe.
Jelia >0,b>0,jeab = (av0)b =abv0 > 0.
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69. Véta: Jestlize anb = 0, pak ab = 0.
Dikaz: Podle 12 je zde a 4+ b =avbd, tedy a® -+ 2ab 4 b = (aVvb).
(@ + b) = a(a + b)vb(a + b) = (a® + ab) v (ba + b2) = ab 4 (a2vb?), tedy
a® 4+ ab + b2 =a?vb? .
Protoze vsak @ > 0, b > 0, je a®> > 0, ab > 0, b2 > 0, tedy také a2 + b2 >
= a?vb? ab = a?vb? — (a® + b2) < 0. Odtud plyne
ab =0 .

70. Véta: Pro libovolné a € Y plati a? > 0.
Dukaz: a? = (a,)?—2a,a_ + (a_)? kde (@,)2 >0, (@a_)2 > 0,a, .a_

= 0.
Poznamka. Je-li j jednotkovy prvek okruhu Y, je j = j2 > 0.

71. Véta: Jsou-lv a, b proky K-okruhu Y, plati
la| 6] = |ab| .

Dukaz: ab = (@, —a_ )by —b_) =a,b, +a_b_—a, b_—a_b,. Plati
a,b rnab_ =a, (b, b_) = 0 atd., takze podle poznamky k 16 mame
(ab), =a, b, +ab_, (ab)_. =a,b_ +a_b,, tedy |ab| =(a, + a_).

by +b) =|a].b| .
72. Véta: Bud Y K-okruh; bud j jeho jednotkovy prvek. Je-li f mezdpornd

funkciondla na Y takovd, Ze f(j) = 0, je f = 0.
Dikaz: Zvolme a € Y a ¢islo x. Pak je 0 < f((a — «j)?) = f(a® — 2axj +

+ a?) = f(a?) — 2«f(a), tedy 2xf(a) < f(a?). Odtud plyne snadno f(a) = 0,

! I’g.znémka. Budte f, g prvky R(Y) takové, Ze plati
f@) = gl@), kdykoli 0< @< j;
utvorme h = f —g. Pak je %.(j) =031113 h(z) =0, tedy h,(j) =0, h, =0,
rovnés h_(j) = k() — h(j) = 0, h_ 0, tedyh = h, — h_ = 0.Odtud plyne
. =g .
73. Véta: Bud Y K-okruh. PoloZme pro f € R(Y)
1Al = 171G) -

Pak je R(Y) L-linedl.
Diukaz: Klademe-li J(f) = f(j) pro f € R(Y), vidime, Ze funkcionala J

splituje podminky véty 58.
Poznimka. V§imnéme si, Ze ||f| =lslup f(z).
x| < i

74. Véta: Bud Y K-okruh, f e R(Y), f > 0; bud
A= g[ﬂlx\) =0].

Pak je U idedl.
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Dikaz: Jestlize a,b ¢ U, je 0 < f(la + b)) < f(ja| + |b]) = f(la|) + F(B]) =
=0, tedy a 4+ b e U.

Zvolme nyni a € ¥ a poloZime

. h(x) = f(la|z)
pro kazdé x ¢ Y. Snadno se zjisti, Ze je f, nezdporna funkciondla a Ze f,(j) = 0;
podle 72 je f, = 0, tedy zejména f,(|z|) = (|| ||) = f(laz]) = 0. Vidime, Ze
ar e Y prokazdé x e Y.

Kdyby platilo j € U, bylo by f(j) = 0, f = 0; je tedy % opravdu (vlastnim}
idedlem.

Pozndmka. Je-li B libovolny idedl vY, x € E,, b € B, je ab = (xj)b € B.

75. Véta: Bud 'Y K-okruh; poklddejme podle 73 R(Y) za L-linedl. Pak funkcio-
ndla | € R(Y) je okruhovym homomorfismem,*) prdavé kdy% platt

1) =0,

2) anb = 0= f(a). f() =0,

3) [IAll = 1.

Dukaz: Budiz f € R(Y) homomorfismem. Je-li anb = 0, je podle 69 také
ab = 0, tedy 0 = f(ab) = f(a) . f(b). Podle 37 je bud f = 0 nebo f < 0. Protoze
pro kazdé a €Y plati f(a) = f(aj) = f(a) . f(j), je bud f = 0 nebo f(j) = 1.
Piipad f = 0 vyludujeme, tedy je f(j) = 1. Odtud plyne f > 0, ||f| = /() = 1.

Necht naopak mé f vlastnosti 1), 2), 3). Podle poznamky k v&té 37 plati
f(a) = 0<=f(|a]) = 0; podle 74 je tedy mnozina Y% = E[f(x) = 0] ideal. Podle
3), 1) je dale 1 = ||f| = |f|(j) = f(j) (tedy | = 0). :

Pro libovolné z € Y plati 0 = f(x) — f(§) . f(x) = f(x — j . f(z)), tedy

x=7.f(x) mod ¥ .
Je-liye?, je téz
y=j.1@

j-fay) =xy=75*.fx). f(y) =7 .[@) 1),

j . (fay) — f(x) - fy)) € U
0 = (f(zy) — f(z) - f@)) - 1) = flay) — f(@) - f(®)
fxy) = f(x) . f(y) .

76. Budte a, b rtzné body linedrniho prostoru Y. BudiZz 7" mnoZina viech
¢ e Y tvaru

tedy

¢ =oaa -+ pb, (*)

kde «, f € By, of > 0, « + B = 1. Pak mnozinu 7 nazveme #seckou o konco-
vych bodech a, b.

4) Nulovou funkciondlu nepoklédéme za homorfismus.
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JelliceT, a + c + b, fekneme, Ze bod ¢ je vnitfnim bodem Gseky 7. To
nastane, pravé kdyz jsou obé ¢&isla «, 8 ve vyraze (*) kladnd. .

Rekneme, %e bod ¢ je vrcholem mnoziny 4 C Y, jestlize plati ¢ € A a jestlize
bod ¢ neni vnitinim bodem Zadné tsedky, obsaZené v 4.

77. Véta: BudiZ Y normovany linedrni prostor, ktery obsahuje vice nef jeden
prvek. BudiZ S jednotkovd koule prostoru Y, t. j. 8§ = E[x €.Y, ||z|| < 1]. Pak je
i

bod x vrcholem S, pravé kdyZ ma tyto vlastnosti:

1) [jf| =1,

2) jestlizex =y + 2, |[y]| + |2l = 1, pak jsou y, z ndsobky z.

Dikaz: Necht md bod z vlastnosti 1), 2); nechf & = x,x; + a2, [l < 1,
Ty F Xy ;> 0, B, =1 (1 =1, 2). Pak je |xz|| < oy, 1 = By 2> Z|ovgs]| =
2 ||[Bxx|| = |j#| = 1. Vidime, Ze plati vSude znameni rovnosti; zejména
plati ||z,]| = 1. Podle 2) jsou xx; ndsobky x, tedy jsou také x; ndsobky z a na
pfimce, uréené poéitkem a bodem x, lezi t¥i body s normou 1, coZ neni mozné.
Odtud plyne, Ze x je vrchol mnoziny S.

Bud naopak « vrcholem 8. Snadno zjistime, Ze je ||x|| = 1 (pouZijeme toho,
%e md Y vice nez jeden prvek; jinak by byla nula vrcholem S). Necht x = y 4 2,
llvll + ||zl = 1. Je-li na p¥. |ly|| = 0, jsou y, z ndsobky x. Jestlize ||y|| . ||2]| > 0,
je

o= Il -+ Il - 7 -

Protoze H?!”l H” ”H 1 a protoze = je vrchol, nemuze byt Iz H ” bud
tedy i = o = ¢ Pak je @ = [yt + [ellt = (gl + [ll) ¢ = ¢ tedy

y = lylle, z =]z .
78. Véta: Necht Ly-linedl Y obsahuje vice neZ jeden prvek; bud v vrchol jed-
notkové koule v Y. Pak je bud v > 0 nebo v < 0.
Diukaz: ProtoZe Y je L,-lineil, je
ol = lloall + oIl 5
podle 77 plati v, = av, v_ = pv. Je-linapf. & + 0, je
v=ux"1, v, .
79. Véta: BudY L-linedl, v bud kladny vrchol jednotkové koule; necht 0 < x <
< v. Pak je x ndsobkem v.
Diukaz: Plati 1 = ||v]| = ||| + ||[v — |; podle 77 je z ndsobkem ».

80. Véta: Bud Y L-linedl, vy, v, budte kladné vrcholy jednotkové koule. Pak
je bud v, = v, nebo v, Avy = 0.

29°



Dukaz: Bud 0 < z < v, Av,. Podle 79 je x = av; = fv,, kde oviem «, § >
=0, tedy 0 < ||of| = offvy|| = Bllvdl] = « = B, tedy v, = v,.

81. Véta: MnoZina vdech kladnijch vrcholic jednotkové koule v L-linedlu Y je
linedrné nezdvisld.

Dikaz: Plyne snadno z 80 a z poznamky k 16.

82. Véta: Bud Y K-linedl; bud K-linedl R, édsti R(Y).

Necht plati tmplikace

feR, g, heRY) gnh =0, g+h=f=>g heR,.

Predpoklidejme ddle, Ze je R, Ly-linedlem, ktery obsahuje vice meZ jeden prvek.
Pak je kaZdy vrchol jednotkové koule v R, multiplikativnt funkciondlou®) (a md
normu '1). Je-li R, dokonce L-linedlem, je naopak téZ kaZdd multiplikationt
funkciondla s normouw 1 vrcholem jednotkové koule v R,.

Dikaz: Bud f vrehol jednotkové koule v R,. Podle 78 mtzZeme predpokla-
dat f = 0. Predpokladejme dale, Ze existuji a, b tak, Ze plati aAb = 0, f(a) .
. f(b) >"0. Podle 32 existuji g, & ¢ R(Y) tak, ze plati

gAh =0, g4+ h=f,
Ma) = f(a), g(b) =[(®) .
Podle pfedpokladu g, € R,; protoZe je R, Ly-lineél, je |lg|| + ||2|| = |/f||. Aviak
g, h z¥ejmé nejsou nasobky f, coZ je ve sporu s vétou 77; tim je dokazano, ze
f je multiplikativni funkciondla.

Budiz nyni R, L-linedl; bud f multiplikativni funkcionala, f ¢ R,, ||f|| = 1.
Podle 37 muZeme piedpokladat f > 0. Necht f =f, + f,, 1 = ||f|| = |Ifll +
=+ ||fs]]- Podle 59 je f; > 0 (¢ = 1, 2). Je-li f(a) = 0, je (viz poznamku k 37) také
f(le]) = 0, tim spife f,(Ja|) = 0, f,(a) = 0. Podle zndmé véty (viz na pi. [6],
véta 1.17) jsou f, ndsobky f. Podle 77 je f vrchol.

Poznamka. Obsahuje-li normovany linearni prostor Y vice nez jeden
prvek, obsahuje mnozZina C(Y) také vice nez jeden prvek. (K dukazu muzeme
pouzit na p¥. véty 6.2 z [6], kde vezmeme za @ mnozZinu, obsahujici samotnou
nulu, a kde volime a =+ 0.) Je-li zejména Y M-lineal (resp. M-lineal), ktery
obsahuje vice nez jeden prvek, muiZeme podle 46 a 61 (resp. 62) polozit v pie-
deslé vété R, = C(Y).

Dostavame tak tyto véty:

Je-li Y M-linedl, je kaZdg vrchol jednotkové koule v C(Y ) multiplikativnt funkcio-
ndalow (s normou 1).Je-li Y M-linedl, je mnoZina vdech vrchold jednotkové koule
v C(Y) rovna mnoZiné vdech multiplikativnich funkciondl s normou 1.

83. Véta: Bud Y K-okruh. Poklidejme podle 73 R(Y) za L-linedl. Pak je
funkciondla f € R(Y) kladngm vrcholem jednotkové koule v R(Y), prdvé kdyZ je
okruhoviym homomorfismem.

5) Viz 36.
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Dukaz: Plyne ihned z 75 a 82.

Poznamka. Viimnéme si, Ze véta 83 charakterisuje jen ty homomorfismy,
které patfi do R(Y). V nékterych K-okruzich vSak existuji homomorfismy,
které zobrazuji okruh na téleso redlnych ¢&isel a které nejsou reguldrnimi funk-
ciondlami. Budiz na pf. Y mnoZina vSech funkei v intervalu (0, 1>, které lze
,»po ¢astech** vyjadFit polynomy. Pfifadme kazdé funkei z € Y ¢islo f(x) timto
predpisem: Existuje ¢islo ¢ > 0 a polynom p(¢) tak, Ze pro ¢ € {0, &) je x(t) =
= p(¢); polozme

' fle) = p(=1) .
Snadno se zjisti, Ze f je homomorfismus a %e sup f(x) = co. Pfitom je Y do-
konce Kj-linedlem. oze=t

Mé-li vsak K-okruh Y tu vlastnost, ze ke kazdému a € Y, a > 0 existuje b
tak, Ze b® = a, je ovSem f(a) = f(b%) = (f(b))? = 0 pro kazdé a > 0 a pro kazdy
homomorfismus f. Vidime, Ze je v tomto pfipadé kazdy homomorfismus, ktery
zobrazuje Y do télesa redlnych &isel, nezdpornou (a tedy regularni) funkciona-
lou.

84. Je-li P libovolnd neprazdnd mnozina, pak systém F vSech koneénych
funkei na mnoziné P mtizeme pokladat za topologicky kartézsky soudin tolika
piimek, kolik prvkt mé mnoZina P.

Je-li P dokonce linedrni prostor, je-li dale L mnozina vSech aditivnich a
homogennich funkei na P a poklddame-li L za podprostor topologického pro-
storu F, fikdme, Ze jsme v L definovali slabou topologii. Definujici okoli bodu
fo € L jsou pak mnoZiny tvaru

U(fo, Ly, Loy ooy Ly 8) = @U € L7 I.f(xz) —fo(xz)l < e (Z = 1: —2a e ’)’L)],

kdex,, x,, ..., x, € P, 0 < ¢ € K,;snadno zjistime, Ze zde muZeme pfedpokladat
e = 1. Je-li P dokonce normovany linedrnf prostor, miZeme piedpokladat
llzdl < 1pros =1, 2, ..., n; pak se oviem jiz nesmime omezovat na ¢ = 1.

Jednotkovou kouli v normovaném linearnim prostoru Y budeme znadit
S; je tedy S = B[z € ¥, ||2| < 1]. Jednotkovou kouli v C(Y) budeme znadéit
S¢. Pak plati: °

85. Vé&ta: Mnofina S, je kompakint ve slabé topologii.

Dikaz: Bud B mnozina viech funkei ¢ na Y, pro néz plati |p(z)| < ||z|| pro
kazdé x € Y. Pak je B kartézskym sou¢inem intervalis (—IJz]|, ||||>. Z¥ejme plati
8, C B; definujeme-li v B topologii jako v kartézském soudinu topologickych
prostorti, snadno se zjisti, Ze S, je ve slabé topologii podprostorem B. Podle
znamé véty je B (Hausdorffuv) kompaktni prostor; stadi tedy dokézat, Ze
mnozina S, je v B uzaviens. Zvolme ¢ € B, ¢ ¢ S,; dokdZeme napied, Ze je ¢
aditivni. Budte z, y prvky Y; zvolme je$té ¢ > 0. Pak v okolf funkce ¢, urde-
ném body z, ¥, * + y a ¢islem ¢, lezi néjaky prvek f € S,; plati tedy

lp(e) —f@)] <& o) —fw)] <e lp+y)—fe+y)| <e.
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Odtud viak snadno plyne |p(z) + ¢(¥)—¢(® + Y)| < 3¢, tedy () + @(y) =
= @@ + y).

Tim jsme dokdzali, Ze je ¢ aditivni funkce; protoZe pro kazdé x ¢ Y plati
lp@)] < 2, e ¢ €S, '

86. Véta: Bud Y normovany linedrnt prostor. Necht ¢ + A C C(Y); bud A
kompalktni ve slabé topologii. Necht x € Y. Pak existuje vrchol v mnoZiny A tak,
Ze plati

v(z) = f(x)
‘pro katdé f € A. .

Dikaz:®) Bud x = z,; budte z,, z,, ..., 2,, ..., Z,, ... ostatni prvky prostoru
Y v n&jakém dobrém uspoiddani. Polozme K, = A. Jsou-li ddny mnoziny
K, pro ¢ < », které jsou neprazdné, kompaktni ve slabé topologii.a které tvoii
nerostouci systém, utvofme napfed mnozinu

L =1k, .

. §<v
Mnozina L, je opét neprizdné a kompaktni ve slabé topologii. Funkce z,
na mnozing C(Y), uréensd vztahem z(f) = f(x,), je spojitd; mnozina M téch
bodd z L,, kde funkce z, nabyva (na mnoziné L,) svého maxima, neni tudiz
prazdné. Déle je M uzaviena v L,, tedy kompaktni, a plati M C K, pro kazdé
& < v. MiZeme proto poloZzit

K,=M.
Tak definujeme transfinitni monotonni posloupnost neprazdnych kompakt-
nfich mnoZin K,; bud @ jeji prinik. Je oviem opét @ + @¢. Necht f,g € Q,
z, € Y. Protoze @ C K, C L,, nabyvéa funkce z, v bodech f, g maximélni hod-
noty na L,; zejména plati
z(f) ==,(9) =9(=) = f@,) .

Je tedy f(x) = g(x) pro kazdé z, f =g.

Vidime, %e mnozina @ je jednobodova; bud v jeji prvek. DokaZeme nyni,
Ze v je vrcholem mnoZiny 4. Nechf tedy v = «f + g, kdeaff > 0,56 + f =1,
f,ged, f+ g. Protoie @ obsahuje jen jeden prvek, existuji & tak, Ze neni
zérovet f € K¢, g € K;; bud » nejmensf takovy index. Necht na pi. f non € K,;
je oviem » > 0, protoze f ¢ A = K,. Je vSak f e K,, g ¢ K, pro.n < », tedy
feL, gelL,.

Protoze v € K,, je pro y =z,

fy) <o) ,
9 < v ,

tedy v(y) = of(y) + Bg(y) < av(y) + Bu(y) = v(y) — spor.
Tim je dokézéno, %e v je vrchol mnoziny 4.

%) Dukaz je ptevzat z [5].
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Protoze v ¢ K, C L, = K, = A, plati (pro z, = )

v(x) = f(x)

pro kazdé f € 4. '
87. Véta: Bud Y normovany linedrni prostor, necht x € Y. Pak existuje vrchol

v jednotkové koule v C(Y) tak, Ze plati v(x) = ||z|.

Dukaz: Podle zndmé véty (viz na pt. [6], véta 6.2) existuje f e C(Y), ||f|| =1
tak, ze f(x) = ||z||. Zvolime-li v predeslé vété A = S, vidime, Ze existuje vrchol
v mnoziny 8, tak, Ze plati v(x) > f(x) = ||2|. Plati oviem rovnost.

Poznamka. Je-li P libovolna neprazdnd mnozZina, pak pro kazdou funkei f

na mnoziné P klademe
Ifll = sup [f(x)], kde z P .
Je-li Y linearni prostor, jehoz prvky jsou omezené funkce na mnoZiné P, stane
se tak ¥ normovanym linedrnim prostorem.
Z véty 87 nyni plyne:
Bud Y normovany linedrni prostor; bud V mnofina vdech vrcholit jednotkové

koule v C(Y). Pfifadme kaZdému x €Y funkci x na mnofiné V obvyklym zpiso-
bem. Pak je zobrazent x — x aditivné, homogenni a isometrické.

(Dikaz provede étendi snadno sam.)

88. Véta: Bud Y normovany K-linedl. Bud N mnofina viech nezdpornijch
funkciondl z C(Y), M budiZ mnoZina vSech multiplikativnich funkciondl z C(Y).
Pak jsou mnoZiny N, M uzaviené v CO(Y) ve slabé topologit.

Dikaz: Zvolme f e‘ﬂ, x,yeY, xny = 0 a predpoklidejme, Ze neni f(z) .
.f(y) = 0. Bud ¢ = min (|f(x)], |f(y)]). Pak existuje g ¢ M tak, zZe plati

f@) —9@)] <& |fly) —g) <e.
Je-li v8ak na p¥. g(z) = 0, je |[f(x)| < e, coZ je spor.

Bud nyni f € N, a > 0; piedpokladejme, Ze neni f(a) = 0, nybrz f(a) < 0.

Bud & = — f(a). Opét existuje g e N, t. j. g = 0, tak, Ze plati
9(@) — f@)| < e .
tedy ¢ = — f(a) < g(a) — f(a) < & opét mame spor.

89. Véta: Bud Y Kj-linedl.”) Bud Q = E’[O < feCX), |fll =1]. Pak je Q
kompaktnt ve slabé topologii.

Dikaz: Podle 85 sta¢i dokazat, Ze je mnoZina @ v C(Y) uzaviens (pii slabé
topologii) Zvolme tedy f € @. Vime, Ze je ||f|| < 1; podle 88 je f = 0, podle 66

je tedy ||f|| = f(5). Kdyby bylo ||f|| < 1, bylo by pro jisté g € @
1—-1‘(7) = lg() — 1) < 1—Ifll =1 —£()
co neni mo#né. Je tedy |f| = 1.
7 Viz 22.
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Pozndmka. Bud Y normovany linearni prostor, v némZ existuje nekoneéna
linearn& nezdvisld mnoZina. Bud @, = ?[f e C(Y), |Ifll = 1]. Necht x,, z,, ...

..oy, € Y. Bud Z mnoZina vSech linearnich kombinaci prvku @, x,, ..., Ty
Podle zndmé véty (viz [6], véta 4.6) je Z uplny prostor, tedy je Z uzaviené
v Y. Je oviem Z = Y; existuje tedy (viz [6], véta 6.2) funkciondla f e C(Y)
tak, Ze plati ||f| = 1, ale f(x) = 0 pro kazdé x ¢ Z. Je tedy f € @,, ale f(z;) = O
proi =1, 2, ..., n. Vidime, %e v kazdém okoli U(0; z,, x,, ..., z,; &) lezi n&jaky
prvek f € Q,, tedy 0 € @,; mnozina @, nenf ve slabé topologii uzaviena. Tvrzeni
véty 89 neni tedy nijak trividlni.

90. Véta: Bud Y normovany K-linedl. Pak je mnofina vech mezdpornych
multiplikativnich funkciondl z jednotkové koule v C(Y) kompakini ve slabé
topologii. Je-li Y Kj-linedl, je také mnofina vdech kladnych vrcholi jednotkové
koule v C(Y) kompakint ve slabé topologiz.

Dukaz: Prvni tvrzeni plyne ihned z 85 a 88.

Je-li nyni Y Kj-lineél, je podle 64 také M-linedlem. Podle poznamky k vété
82 jsou kladnymi vrcholy jednotkové koule v C(Y) pravé vSechny neziporné
multiplikativni funkciondly s normou 1; ty vSak tvoii podle 88 a 89 kompaktnt
mnozinu.

91. Véta: Bud Y M-linedl, ktery obsahuje vice nez jeden prvek; bud V mno-
Zina vdech kladngch vrcholt jednotkové koule v C(Y). Pfifadme kaZdému x ¢ Y
funkei © na mnofiné Vpredpisem

x(v) = v(x) pro kafdé v eV .
Pal je zobrazent x — x isomorfni a isometrické.

P#i slabé topologii je V 4uplné reguldrnt, funkce x jsouna V spojité a ke kaZdym.
dvéma bodam v, + v, 2 V existuje x € Y tak, Ze v (x) = 0 F v,(2).

Dikaz: Kladné vrcholy jsou podle poznamky k vété 82 kladnymi multi-
plikativnimi funkciondlami; podle 39 je zobrazeni x — 2 homomorfni. BudiZ
nyni 0 < x €Y. Podle 87 existuje vrchol v jednotkové koule v C(Y) tak, Ze
v(z) = ||z]|. Podle 78 je bud v > 0 nebo v < 0; protoze x > 0 a v(z) > 0, je
v > 0, tedy v e V. Vidime, Ze plati ||«]| < ||zl (vyznam |}z definujeme oviem
podle poznamky k 87). Je viak |z(v)| = |v(x)| < ||v|| . ||| = |la]| pro kazdé
v eV, tedy je téz |z]| < ||, takZe plati

ll#l] = =]
pro kazdé = > 0. Pro libovolné x € ¥ plati nynt ||| = || ||| = |I(|z|)]| = !l =
~ [

Je z¥ejmé, Ze je V tplnd reguldrni a Ze funkce x jsou na V spojité. Zvolme
nyni v, v3 €V, v; + v,. Kdyby platila implikace »,(x) = 0 = vy(x) = 0, bylo
by podle zndmé véty (viz [6], véta 1.17) v, nasobkem v,, coZ neni mozné.
Existuje tedy x € Y tak, Ze plati 2(v,) = v,(x) = 0, ale z(v,) = v,(x) + 0.
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92. Véta: Kafdy My-linedl je zdroveti M-linedl; katdy Ly-linedl je zdroves
L-linedl.

Dukaz: Podle piedeslé véty je M,-linedl Y isometricky a isomorfni s K-li-
nealem Y, viech funkei z; ¥, je viak zfejmé M-linedl, tedy je ¥ také M-linedl.
Budiz nyni Z L,-linedl. Podle 63 je C(Z) Mlinedl, tedy M-linedl; podle 62
je C(C(Z)) L-lineal. Podle 56 je Z isometrické a isomorfni s n&jakou édsti
C(C(Z)); je tedy Z také L-lineal.

Pozndmka. Ve vété 91 jsme dokdzali, Ze l1ze kazdy M-lineal representovat
(se zachovanim viech operaci) jako jakysi systém funkei, které jsou spojité
na aplné reguldrnim topologickém prostoru. Misto mnoziny V viech kladnych
vrchold jsme mohli vzit také na pf. mnoZinu 7' vech nezapornych multipli-
kativnich funkcional s normou < 1 nebo mnozinu V C 7. Je celkem ziejmé,
%e bychom dostali ,,stejné dobrou‘ representaci a zakladni prostor by byl
dokonce kompaktni; z na&i véty by v8ak neplatila poznamka o,,0oddélitelnosti*
bodé zédkladniho prostoru pomoci funkei z.

UkéZeme na pifklads, Ze muze byt ¥V == V. Budiz ¥ mnozina vsech posloup-
nosti realnych &isel, které konverguji k nule. Definice linedrnich operaci a polo-
usporadani lezi nasnadg; pro x = {£,} ¢ Y klademe |jx]| = sup |&,| = max |&,|.

n n

Zvolme x, &y, ..., z, € Y, ¢ > 0. Pak existuje N tak, Ze pron > N je
69 <&, =1,2,....,m

(klademe z; = {£®}). Zvolme néjaké n, > N a utvoime funkciondlu

f@) = &,
(kde x = {&,}). Pak je f zfejmé& kladna multiplikativni funkciondla s normou 1
a plati |f(z;)| < e pro ¢ =1,2,...,m. Vidime, %e nulové funkciondla le#

v uzédvéru mnoZiny V.

Oznadime-li symbolem P mnoZinu 7' nebo mnozinu V, vidime, Ze ke kaz-
dému t e P —V existuje &islo « a prvek v e V tak, Ze plati 0 < o < 1, ¢ = aw;
pak je oviem

z(t) = t(x) = av(x) = ax(v)

pro kazdé z ¢« Y. Vidime, Ze hodnoty funkei  na mnozing P—V jsou v tomto
smyslu uréeny jejich hodnotami na mnoziné V. Odtud plyne, Ze mnozina viech
funkei = neni vidy rovna mnoZiné vSech spojitych funkei na prostoru P.
(To je ostatné patrné jiz z toho, Ze mnozina vSech spojitych funkei na prostoru
P je Giplnym prostorem, zatim co M-lineal Y jim byt nemusi.) Zachovame-l
viak oznaceni, miZeme vyslovit tuto vétu:

BudiZ P kompakini prostor, pro néjé platt V.C P C T. Ptifadme kafdému
teP—V proek o(t) e V a &islo «(t) tak, aby platilo

t = alt) . p(t) .



BudiZ Z mnoZina vdech funkei z, které jsou spojité na prostoru P a které pro katdé
t e P —V spliiujt vztah

2(t) = a(t) . 2(p(t)).
Pak je mno#ina vdech funket x hustd v Z.

Tuto vétu v podstaté dokazuje Kakutani v [2]. Poddme zde pon&kud jiny
dtkaz; dokdZeme totiZz nasledujici vétu, ktera podle 91 je obecnéj¥i nez véta
pravé uvedena.

93. Véta: Budif P kompakini prostor; nechf P = P, 4+ P,, P,P, = 0.
Bud kafdému t € P, pfifazen prvek ¢(t) € P, a &islo «(t). Oznaéme pismenem Z
mnoZinu v¥ech funkci z na P, které jsou spojité a splituji pro kaZdé t e P, vztah

2(t) = «(t) . 2(p(?)) .
Bud ddle Y K-linedl, ktery md vice nef jeden prvek a ktery je Cdsti Z. Necht ke
ka%dé dvojici t, + t,bodd z P, existuje funkcey €Y tak, Ze plati y(t,) =0, y(t,) = 1.
Pak je Y husté v Z.

Dukaz: Zvolme libovolné z € Z a libovolné ¢ > 0. Napied dokdzeme, Ze ke
ka¥dému t, ¢ P existuje takové y* ¢ Y, %e plati

y(t")(to) = 2(fo) > (*)
y <zte.

Zvolme tedy t, e P. Rozeznavejme dva pripady:

a) t, € P,. Z na$ich pfedpokladii snadno plyne, Ze ke kazdému ¢ ¢ P, existuje
ys € Y tak, Ze plati

Yelbo) = 2(ty),  y.(t) = 2(t) ()
(mé-li mnozina P, jen jeden prvek, je tfeba pouzit toho, Ze ¥ ma vice nez jeden
prvek). Je-li s € P,, polozme ¢(s) = t; pro funkei y, pak plati
Yi(s) = x(s) . yu(t) = o(s) . 2(t) = 2(s)
(a oviem y,(f) = z(t,)).

Klademe-li pro s € P; y, = y,, kde ¢ = ¢(s), vidime tedy, Ze ke kazdému
t ¢ P existuje funkce y,, kters splituje vztahy (). Pfifadme nyni kazdému
t € P okoli U, tak, aby pro kazdé ¢’ ¢ U, platilo y,(t') < z(t') + &. JestliZe nyni
okoli Uy, ..., U, pokryvaji P, pak funkce

- y(h) =yt‘/\ e /\yt,,
spliiuje oba vztahy (*).

b) & € Py. Polozime-li y* — y*) kdet, = ¢(,) akde funkce * je urdena
podle bodu a), jsou vztahy (*) ztejmé op&t splnény.

Odtud plyne ihned, e mi¥eme kazdému ¢ ¢ P piifadit funkci 4 a okoli
U® tak, Ze plati y(t') > 2(t') — ¢ pro kazdé +' ¢ U a dile y® <z + &.
Jestlize opét okoli U, ..., Ut pokryvaji P, pak funkce y =ty ... vy
zfejmé spliiuje podminku |z — y| < ¢; tim je dikaz proveden.
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Poznamka 1. Ctenat snadno zjistf, %e Z4dné z &isel «(t), kters se vyskytuji
v této vété, nemuze byt zdporné (jinak by Y nebylo K-linedlem).

Pozndmka 2. Z pravé dokazané véty plyne na pf. tento dusledek:

Je-li P kompakini prostor a je-li Y K-linedl, jehoZ prvky jsou spojité funkce
na P a ktery md tu vlastnost, Ze ke kaZdé dvojici ¢, =+ t, proka z P existujey e Y,
pro néZ platt y(t,) = 0, y(t,) = 1, pak je Y husté v mnoZiné vdech spojityjch funkct
na prostoru P, pokud md prostor P aspori dva body nebo Y vice neZ jeden prvek.

Podobné 1ze dokazat na pi. tuto vétu:

Bud P kompakini prostor; bud x spojitd funkce na P. Bud Y K-linedl, jehoZ
proky jsou spojité funkce na P. Necht ke katdé dvojici t,, t, bod@ z P existuje
y e Y tak, %e plati

yt,) ==zt;) (=1,2).

Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje y € Y tak, Ze plati

le(®) —y(@O)] < e
pro kazdé ¢ € P.

Pozndmka 3. Je-li ¥ Kj-linedl, je podle 90 mnozina V kompaktni; podle
nasi véty je pak mnoZina viech x hustd v mnoZing viech spojitych funkei
na prostoru V. Odtud plyne ihned: ‘

Je-li Kj-linedl Y 4iplny jako metricky prostor, je mno¥ina vdech x rovna mno-
Ziné vdech funkci, které jsou spojité na prostoru V.

94. Véta: BudiZ P 4plné reguldrni topologicky prostor; bud Y mnoZina vdech
omezenych spojitych funkct na prostoru P. Pak mnoZina vdech kladnijch vrcholi
jednotkové koule v prostoru vech requldrnich funkciondl na Y je p¥i slabé topologit
homeomorfnt s B-obalem prostoru P.

Dukaz: Vime, Ze $-obal miZeme poklddat za mnoZinu v§ech homomorf-
nich zobrazeni okruhu Y na téleso redlnych ¢&isel; mnoZinu vSech spojitych
funkef na p(P) tvoii funkee x tvaru

(v) = v(z) ,

kde z ¢ Y a kde v je pFisluSny homomorfismus. ProtoZe okruh Y obsahuje
s kaZzdym svym nezidpornym prvkem druhou odmocninu, je kazdy takovy
homomorfismus nezdpornou (a tedy reguldrni) funkcionalou. Podle 83 je tedy
mnozZina V viech kladnych vrcholt jednotkové koule v prostoru viech regu-
larnich funkcional totoZnd s mnoZinou viech takovychto homomorfismi.

Protoze Y je Kj-lineal, ktery je tplnym metrickym prostorem, je podle
pozndmky 3 k 93 mnoZina viech x rovna mnoziné viech funkef, které jsou
pii slabé topologii spojité na mnoZiné V. Mnozina V je vSak kompaktni, tedy
uplnd regulérni, a jeji topologie je proto mnoZinou vech spojitych funkei
uréena jednoznaéng; je tedy totozné s obvyklou topologii v f-obalu.

37



Poznimka. Je-li prostor P kompaktni, je oviem SP = P a mnozina V je
homeomorfni 8 prostorem P. Vidime, Ze mnozinou ¥V muze byt libovolny kom-
paktni prostor.

95. Ve své praci [4] uvadi Hewitt tuto vétu:

Budif P uplné reguldrni topologicky prostor; bud Y mnofina vdech spojitych
funkct na P. Pak je mnofina vdech funkciondl f tvaru

n

fe) = 2~ alt)
(xeY,x; e B, t; e P)ve slabé topologit hustd v R(Y).

Hewittiv dikaz je v podstaté velmi sloZity; uZziva se pfi ném dokonce né-
kterych hlubsich vét z theorie miry v topologickych prostorech. Nase véta 98
ukazuje, Ze Hewittovu vétu lze snadno zobecnit; z dal§ich uvah je pak patrné,
Ze 1ze tuto vétu jistym zpisobem formulovat i pro abstraktni prostory. To
vie snadno vyplyne z nisledujici pomocné véty.

96. Véta: Bud Y linedrni prostor, jehoZ proky jsou (konecné) funkce na ne-
prazdné mnoZiné P. BudiZ L mmnoZina vdech aditivnich a homogennich funkct
na Y ; budif L, mnofina vdech g € L, k nimZ existugé t,, t,, ..., t,, ¢ P a &isla «,,
Ky + vy Oy Lak, Ze plati

pro kaidé x € Y.

Pak ke kaZdému f e L a ke kaédé konecné skupiné x,, z,, ..., x, € ¥ existuje

g € L, tak, Ze plati
g(@;) = f(x:)
proi =1,2,...,m.

Dukaz: Napred dokaZeme, Ze ke kazdé linedrné nezavislé skupiné x;, s, ...
or, @, € Y existuji ¢, by, ..., t, € P tak, Ze determinant o prveich x,(t;) (4,7 =
=1, 2, ...,n) je rizny od nuly. Pro n = 1 to zfejmé& plati; necht to plati pro
jisté n. Zvolme linedrné nezavislou skupinu z,, z,, ..., &,, &, . Podle induké-
nfho predpokladu existuji ¢, ¢, ..., ¢, € P tak, Ze determinant o prvcich z,(¢;)
(4,7 = 1,2,...,n) je rizny od nuly. Utvofme matici I o prveich z,(¢;), kde
t=12..,nn+1 j=12...,n Bud D, determinant matice, ktera
vznikne z matice M vynechanim i-tého fadku; bud D; = (—1)**"*1.D,.
Budiz dile

y =x;D) + 2Dy + ... + 2Dy + g1 Dy
Proto¥e prvky x,, g, . .., T, 1 jsou linedrné nezévislé a protoze D, ,, = D, ., +
# 0, neniy = 0; existuje tedy ¢,,, ¢ P tak, Ze plati y(,,,) + 0. Rozvedeme-li
nyni determinant o prveich ;(¢;) (3,7 = 1, 2, ..., n 4 1) podle prvka posled-
niho sloupce, dostaneme praveé &islo y(fa,1) + 0. Tim je proveden indukéni
krok a nase tvrzeni je dokazano.
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Méjme nyni libovolnou koneénou skupinu #,, x,,...,x, € ¥ a libovolné

{ € L. Budte z,, ..., z,, linedrné nezavislé, x,,, 1, ..., ¥, budte jejich linearnimi
kombinacemi. Podle dokazaného tvrzeni existuji ¢y, t,, ..., t,, € P tak, Ze systém
rovnic

flz;) = Zlijxi(tj) (=1, 2,...,m)
j=

m4é feSeni v «;. Urdime-li g ¢ L, vztahem

g(x) = E;ajx(tj) )
f=
vidime, Ze plati
flx;) = g(=;)

pro ¢ =1, 2,...,m; z aditivity a homogenity plyne nyni snadno, Ze tento
vztah plati také pros =1, 2, ..., m, m + 1, ..., n. Tim je vie dokazéano.

Poznamka. Véta 96 mé charakter ¢isté algebraicky; ziejmé bychom misto
o funkeich mohli mluvit o zobrazenich do libovolného télesa atd. a véta i dikaz
by platily dale.

97. Véta: Necht Y, L, L, maji tyZ viznam jako v pFedeslé vété. Pak je L, pii
slabé topologis husté v L. '

(Plyne ihned z 96.)

98. Véta: Bud P topologicky prostor; bud @ hustd édst P. Bud Y linedrnt pro-
stor, jehoZ proky jsou spojité funkce na prostoru P. Bud L mnoZina véech aditivnich
m
a homogennich funkci na Y; bud L, mnoZina vdech g e L tvaru g(x) = > xa(t;),
t=1
kdety, ..., t,, € Q. Pak je L, pfi slabé topologii husté v L.

Dikaz: Pritadme kazdé funkei x € ¥ parcidlni funkei z, na mnoziné Q.
Zobrazeni x — =, je zfejmé isomorfismus; odtud véta snadno plyne.

99. Véta: BudiZ Y normovany linedrné prostor; bud V mnoZina vech vrcholi
jednotkové koule v C(Y). Bud [V] mnofina vdech linedrnich kombinaci prvkd
mnotiny V. Pak je piv slabé topologii [V] husté v C(Y).

Dikaz: Podle poznamky k vété 87 lze ¥ pokladat za jakousi mnoZinu
funkei na V. Nyni pouzijeme véty 97.

Poznamka. Je-li Y dokonce M-linedl, mazeme vzit za V také jen mnozinu
vsech kladnych vrcholi.

Podobnou vétu lze zfejmé dokazat pro libovolny linearni prostor Y, vezme-
me-li za V takovou mnozinu aditivnich a homogennich funkei, aby ke kazdému
y e Y, kdey #+ 0, existovalo v € V tak, aby bylo v(y) % 0; pak miZeme totiz ¥’
representovat jako systém funkei y, definovanych na mnoziné ¥V obvyklym
zpisobem. MnoZina [V] je pak pfi slabé topologii hustd v mnoZiné vSech adi-
tivnich a homogennich funkei na Y.
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