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&asopis pro péstovéini matematiky, ro&. 78 (1953)

RECENSE CLANKU A KNIH

A. J. Chinéin, Retézové zlomky. Z druhého vydéni (1949) preloZil Dr K. Rychlik. P¥i-
rodovddecké vydavatelstvi, Praha 1952. Str. 104, ndklad 2200, cena bro%. 82 Kdis.

V r. 1935, kdy vyslo prvni vydéani této kniZky, nebylo v sovétské (porevoluéni) litera-
tufe monografie o Fetézovych zlomeich ‘a také vysokoSkolské udebnice neobsahovaly
vyklad této nauky. Vyplnila tedy Chinéinova kniZka tehdy podstatnou mezeru v sovétské
matematické literatuie, a vyplnila ji znamenits. Tou¥ mezeru v nadf literatufe vypliiuje
nyn{ jejf preklad. KnfZka se sklddd ze dvou podstatnd riznych ¢ésti. Prvn{ &ést obsahuje
klasické podatky nauky o fetézovych zlomefch neboli Fetézeich (kap. I a II, str. 7—46);
k této Casti ptipojil prekladatel hojné pozndmky (str. 81—99). Druhé d&ést (kap. III,
str. 47—80) obsahuje né&kolik duleZitych vysledkti modernf metrické theorie fetdzci.

Kniha jedné vyhradng o fetézcich tvaru

[ag; @y, ag, ..., a,] = ay + 1 (1)
a, +
Gt + 1
an
(koneéné Fetdzce) a o obdobnych nekonednych fetdzcich
[ag; @y, @y, .. .]. ' (2)

O obecnéjiich ¥etézcich (kde na pf. v (1) misto jednidek stojf libovolnd &sla by, ..., b,) je
pouze nepatrna zminka pfekladatelova na str. 98—99. Pfevedeme-li fet&zec [ay; ay, ..., a;]
obvyklymi forméalnimi operacemi na jednoduchy zlomek, dostaneme zlomek &‘, kde
v
Di = GPy_1 + Pi—o» O = Hdx—1 + qGx—2 (k2 2),
Po=0ap o =1, =a8 + 1, ¢ = a, (3)

Tyto rekurentni relace tvoif zédklad formélniho podetniho aparitu, na ném# se buduje
theorie Fetézci. Zlomkium '

Po P Py 4)
%0 9 9

Fikéme sbliZené zlomky Fetdzce (1) nebo (2) [v piipadd (1) oviem posloupnost (4) kondf uin-

dexu n]. Abychom neméli obtiZf, pfedpoklddejme nyni stéle, Ze a, je realné &fslo a ¥e a,, a,, . . .

jsou &fsla kladné. Potom hodnota fetézce (1) je p——”, hodnotu fet&zce (2) definujeme jako
q

n
lim 2—'5, jestliZe tato limita existuje; ¥ikdme potom, Ze Fet&zec (2) konverguje. To nastane
ko Tk
tehdy a jen tehdy, jestlie fada a; + a; + a3 + ... diverguje (véta 10).
Skoro cely dal¥i obsah knihy se omezuje na t. zv. pravidelné Fetézce, t. j. na piipad,
%o a, jo celé a ¥o a,, as, ... jsou celé kladné. Potom ka¥dy kone¥ny fetézec (rozumsj stale:
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pravidelny) mé racionéini hodnotu a naopak, ka#dé raciondlni &islo 1ze rozvinouti prave
dv¥ma zpusoby (jen nepodstatn¥ odli¥nymi, viz § 6 na str. 84—85) v koneény Fetdzec.
Ka%dy nekoneény fet¥zec mé pak hodnotu iraciondlni a naopak kazdé redlné iracionalni
¢islo o ze rozvinouti prév¥ jednim zptisobem v nekonedny (pravidelny) Fetézec

o = [ag a5, @y, .1 , (5)

XT3

Tento fetézec je ,,periodicky‘‘ tehdy a jen tehdy, jestlife « je kvadraticka iracionalita.
PiSeme-li

Torr = [Bpyqs Bpygs By -+ -] (5,zbytek’ Tetézce), (6)
méme

-

aPe_ VY <a 1 )

& GTeade + Gy k+1 k+1 k+1
(omezuji se pro strudnost na iracionélni «), tak¥e vzorec (7) dédvé velmi dobrou informaci
o aproximaci ¢éfsla « sbliZenymi zlomky jeho fet&zce. D4 se ukézati, Ze aZ na jistou trivi-
4lnf vyjimku splyvaji sbliZené zlomky prave s ,,nejlepsimi piibliZenimi 2. druhu‘* &isla o;

pfi tom zlomek (t j. dvojici celych é&fsel a, b(b > 0)) nazvu nejlepSim piibliZenim 2.

druhu, jestliZe pro kaZdou jinou dvojici celych &isel c, d, pro kterou 0 < d < b, je |[da —c| >
> |ba — a|. Proto jsou aproximace &isla « sblifenymi zlomky (viz (7)) velmi dileZité

" & Chindin je podrobn¥ studuje a odvozuje o nich klasické v&ty; na pf. Hurwitz-Borelovu
vétu o existenci nekoneénd mnoha indexu £, pro které je

Px
V5 qk

o« —=F
vétu Liouvilleovu o aproximaci algebralckych ¢isel spolu s konstrukei Liouvilleovych
transcendentnich &sel, vétu CebySevovu a pozdg&jsi v&tu Chindinovu o nehomogennich
aproximacich, t. j. o pfibliZnych feSenich rovnice ax — y = g celymi &isly z, y.

To je asi obsah prvnich dvou kapitol; je zde velmi jasng a elementarn® vyloZeno
o fetdzcich asi to, co by mél znéti kazdy matematik. Vyklad muZe dobre sledovati absol-
vent gymnasia. Pouze dukaz véty 10 je podstatn¥ obti%nd&jsi a je proto velmi dobte, Ze
pfekladatel uvedl na str. 81 jednodus&i v&tu, kterd pro dalsi potiebu plnd postaduje.
Velmi zésluzné jsou poznémky prekladatelovy, které na str.81—99 uvadéji étendfe do
podetni techniky fet&zct, podévaji navod k feSeni rovnice ax — by = c celymi &isly atd.
a tak ukazuji ¢tendfi, jak v podetni praxi uZivati theoretickych poznatku, vyloZenych
Chinéinem.

Ne# pfejdu k druhé &asti, chtsl bych upozornit na nesprdvné znéni véty 17. Zde se

jako vyjime&ny piipad uvadi zlomek — Jen v pHipad$ & = ao + }; sprévnd mé byti « =

=a, + 0, kde 4 < 6 < 1. Chyba j Je v dukazu na str. 28, F. 5. Je totiZ ¢ = 1, ¢; = a,,
¢ < 93 < @3 ... Z nerovnosti g, < g, nemusi tedy plynout s < k; je moZny jest§ piipad
e8=1k=0, naéei nutnd @; = ¢, = g, = 1, co¥ je prév& piipad § < O < 1, opomenuty
autorem. Podobné nedopatfeni — ale méng zdvainé — je v dukazu véty 18, str. 30,
. 7: je mo¥na rovnost g, = ¢y, ale v tomto pfipad¥ se véta 18 snadno doké¥e piimo.

Druhé &ast (t. j. kap. III) se tyké metrické theorie Fetdzci. Zmdnime-li « o celé &islo,

zméni se v fetdzci (5) jen prvek a,; omezme se proto jen na &fsla intervalu (0,1) — a to
na iraciondlni ¥fsla, t. j. na &fsla tvaru
o = [0; ay, ay, ...]. (8)
Prvky
a, a,, ... ) (9)
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jsou funkcemi &isla « a kap. III se zabyvé otédzkami tohoto rdzu: Jaké vlastnosti mé po-
sloupnost (9) pro skoro vSechna «, t. j. pro vSechna « (intervalu (0,1)) a% na mnoZinu
Lebesgueovy miry nulové? O racionélni éisla se nemusime starat, jeZto tvoii mnoZinu
nulové miry. Jako Gvod je dokézéna véta: Pro skoro viechna « je posloupnost (9) neome-
zend. Obsaingjsi je tato véta: BudiZ ¢(n) kladné funkce a budiZ M mno#ina onéch &isel «
intervalu (0, 1), jeZ maji tuto vlastnost: pro nekoneénd mnoho hodnot = je a, > @(n).

1

Potom plati: je-li X P divergentni, je mira u(M) = 1, je-li fada konvergentni, je
n=1 PN :

u(M) = 0. Tato snadné véta pochézi od Borela a F. Bernsteina, ale dalsi a hlubsi rozvoj

metrické theorie Yetdzcli je pfedeviim dflem sovétskych matematikd. Tak od Chindina

pochdzi tato fundamentélni véta: BudiZ z . f(x) funkce kladnd, spojité a nerostouci pro

2 > 0. Budiz M mnoZina ondch &isel « intervalu (0, 1), jeZ maji tuto vliastnost: Nerovnost

*— zj—l < M je splnéna pro nekoneénd mnoho péart celych &isel p, ¢ (¢ > 0). Potom
q q

+o
plati: je-li [f(z) dx divergentni, je u(M) = 1, je-li v¥ak integral konvergentni, je u(M) = 0.
i

Posledni problém, jemuZ je vénovano 17 stran, pochézi v podstatd od Gausse. Je-li x ddno
fetézcem (8), poloZme z,(x) = [0; @y, 1, Gy 4 9s - -], takie vidy 0<z,(x) < 1. BudiZ m,(z)
mira mnoZiny on&ch &isel (0 < &« < 1), pro n&% z,(x) < z. Gauss tvrdi v jednom dopise
Laplaceovi, %e dokézal rovnici

1g(1 _
limmy@) = B- T2 b 0<z<1, (10)

n—>o Ig2 -
jeho dikaz vSak nebyl nikde uveiejnén. Prvni dukaz podal teprve sovétsky matematik
Kuzmin r. 1928, ktery také nasel velmi dobry odhad pro rychlost konvergence v limitnim
vztahu (10). Z (10) plynou jest& dalsf zajimavé tvrzeni, na pf. toto: Je-li ddno ptirozené
&islo k a je-li B, , mnoZina onéch « (0 < & < 1), pro n&% je a, = k, je

1
li E, ) =1g|l +——):1g2.
”gr;/t( k) g( + k(k+2)) g

Lze vSak dokézati i podstatnd obecndjsi vysledky — coZ také Kuzmin udinil — které
jsou kliéem k dalsim zajimavym dusledktum. Na pf.: Vezm&me ptirozené &islo k a oznadme
v, (k) €islo udévajici, kolikrét se mezi prvnimin prvky ay, a,, ..., a, v (9) vyskytuje &islo k;
&islo y,(k) je ovSem funkei «x. Potom pro skoro viechna «(0 < « < 1) je

. Yulk) 1
lim —— =1g{l + ————): 1g2;
o g( +k<k+2>) g

pravé strana této rovnice udévé tedy jakousi hustotu éisla & v posloupnosti (9), a to pro

skoro vSechna «. Déle je pro skoro vSechna «
gk

b 1g2
lim Yaa ,
nreo V e U( 2))
a, + a a a
kde#to posloupnost aritmetickych stied _‘11_1 , — —'2_ 2, = + ; + a,’ ... je, jak se

snadno nahlédne, pro skoro vSechna « neomezené.

To je asi obsah III. kapitoly Chinginovy knihy. Litka je zde podstatn¥ obtf¥n¥j¥i ne¥
v kap. I a II, ale studium je neoby&ejné ulehéeno mistrovskym podénim, které je u Chin-
éina obvyklé. Chtél bych upozornit jen na jednu nejasnost na str. 70. Zde je pfedloZena
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Q@
posloupnost funkef fo(z), fi(2), ..., pki éemi'—l—g-_—z < fol®) < T (9, G konstanty).

Odtud Chin&in odvozuje vz G, zévisf na n; odhaduje

g1
142
(viz str. 89) G; — ¢, & poukazuje na to, %e pro dosti velkd n je (podle str. 69) g < g, < Gy <
< @. Vezme takové n, vyjde z funkee f, a dosp&je k obdobnym odhadiim pro funkei f,,,

totik -.1’— < Faale) < T2 + ——, g, << Gy < G tak pokraluje ddle aZ k funkei fy.
Zde viak nenf patrno, ¥e p¥i pfechodu od f, k fy; vystadf s tou? hodnotou 7 jako pfi pre-
chodu od f, k f,,. Ale tomu se dé odpomoci takto: podle 3. pomocné vty (str. 67) 1ze misto
g, vziti Max.(g, g,) & misto G, vziti Min (G, G;). Oznalime-li tato &isla znaky g,, Gy,
méme pro kaZdé n nerovnosti g < ¢, < @; < G, coZ ndm stati. Doporuduji, aby si &tenat
piepracoval str. 70 v tomto smyslu.

Zminil jsem se ji¥ o zéslu¥nych pozndmkéch prekladatelovych; za zminku stoji té%
pedlivé ndzvoslovi. Preklad je vibec peélivy, pouze ndkde se mng zd4, ¥e podobnost ng-
kterych Seskyoh a ruskych slov svedla piekladatele k pouZitf vyrazi, které maji v Selting
jiny vyznamovy odstin ne¥ v rusting (bohuZel nemém po ruce rusky origindl). Tak na p¥.
nezni dobte véta: ,,O0dtud plyne ihned potvrzeni véty* na str. 30, i. 8 a podobné v jinych
pipadech. Na str. 40, ¥. 1 mé byti patrng ,,poZadujeme* misto ,,potfebujeme‘‘. Piekla-
datel sestavil té% p8kny seznam literatury (str. 100—101), ktery je bohu¥el vysézen
nepfehlednym zpisobem: citdty riznych autori jsou natladeny na sebe, kdeZto ruzné
citdty tého% autora jsou oddsleny mezerami. Citelnost knihy sni¥uje, e je celé sézena
petitem. Tiskovych chyb je mélo a &tenéf si je vétdinou snadno opravi sdm. Uvidim
pouze: na str. 55, vzorec 169) éti < misto >; na str. 71, f. 8 zdola, ¢ti znak minus misto
prvnfho rovnitke; na str. 75, prvni vzorec (85) &ti u:; na str. 76, f. 2 zdola &ti f(a,) misto
Hay)?; na str. 78, f. 6 zdola je na pravé strand rovnice ¥patng umisténo znameni absolutnf
hodnoty.

Vojtéch Jarnik, Praha.
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