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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 78 (1953)

PAFNUTIJ LVOVIC CEBYSEV

B. V. GNEDENKO, dopis. ¢len Akademie véd USSR. &'l‘b:ygiv

PreloZeno z knihy ,,Prehled déjin matematiky v Rusku'‘, vydal
OGIZ r. 1946,§ 11., str. 112—125, a dodatek 3., str. 232 —239.

Védecky vyznam Ceby¥eviyv. Pafnutij Lvovié Ceby3ev zustavil po sobd
nevyhladitelnou stopu v déjindch svétové védy i v rozvoji ruské kultury.

Velmi fetné védecké prace skoro ve viech oborech matematiky a praktic-
kého strojirenstvi, prace hluboké obsahem a oslnivé samostatnou metodou
badéni, ziskaly P. L. CebySevovi sldévu jednoho z nejvétsich predstaviteld
matematického mysleni. Ohromné bohatstvi ideji je uloZeno v jeho pracich.
Ackoliv od smrti jejich tvirce uplynulo padesét let, neztratily tyto prace ani
na své svézZesti ani na své aktualité a jejich dalsi rozvoj pokracuje v dnesni
dobé ve vSech zemich zemékoule, kde jen bije tep tviréich matematickych
myslenek.

P. L. Cebysev vychézel ochotné vst¥ic viem, kdoz chtéli védecky pracovat
a méli pro to pfedpoklady; délil se s nimi §t&dfe o své myslenky. Diky tomu
zistavil po sobg velky potet zéki, ktefi se stali pozdsji prvot¥idnimi védei;
mezi nimi jsou A. M. Ljapunov a A. A. Markov*). Od ného vychézeji mnohé
ruské matematické koly jako Zkola podtu pravd&podobnosti, §kola theorie
&isel, kola aproximace funkei, &kola nauky o mechanismech, kterézto Skoly
pokraduji tspésné v praci aZ po nafe dny.

Zivotopisny néstin. Zivot Pafnutije Lvovite CebySeva nebyl bohat vngj-
§imi udélostmi. Narodil se 26. kvétna 1821 v dédiné Okatovo v Borov-
ském ujezdé v Kaluiské gubernii. Prvni vzdélani a vychovani obdrzel doma.
Cist a psét ho naudila matka Agrafena Ivanovna, aritmetice a francouzskému
jazyku v8ak sestfenice Suchareva, divka velmi vzdéland, ktera patrné sehrala vy-
znaénou tilohu ve vychové budouciho matematika. R. 1832 rodina Cebysevych se
prestéhovala do Moskvy, aby se Pafnutij Lvovi¢ a jeho starsi bratr pfipravili
na vstup na universitu. Jako Sestnéctilety jinoch se stal Ceby%ev posluchatem
Moskevské university a uZ za rok byl odménén st¥{brnou medaili za matema-
tickou praci v soutéZi vypsané fakultou. R. 1840 se hmotné postaveni rodiny
Cebygevych zakolisalo a Pafnutij byl nucen #it z vlastniho vydélku. Tato

*) Autor o nich mluvi v§§ 12. a 13. (Q. V.)
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okolnost zanechala stopy na jeho povaze a uéinila ho Setrnym a hospodérnym.
Setrnym zistal i pozdéji, kdy? uz nemél nedostatek finanénich prostiedki, ne
viak tehdy, kdyZ &lo o zhotovovani modeli rozliénych piistroji a mechanismi,
jejichZ ndvrhy se ¢asto rodily v jeho hlavé. ,

Jako dvacetilety jinoch skonéil P. L. Cebyfev universitni studium a za
dva roky na to uvefejnil svou prvni védeckou prici. Brzo po ni néasledovaly
¢etné dalsi prace stale pozoruhodnéjsi a pozoruhodnéjsi, které rychle upoutaly
pozornost védeckého svéta. Dvacetipétilety P. L. Cebysev, uchizeje se o hod-
nost magistra, zadal Moskevské université disertaci vénovanou podétu pravdé-
podobnosti & jiZ za rok poté byl povolin na katedru Petrohradské university;
piestéhoval se do Petrohradu. Zde podala jeho profesorska éinnost, které P. L.
CebySev vénoval mnoho sil a kters trvala a% do jeho vysokého véku, kdy
opustil prednédky a kdy se vénoval zcela vdédecké praci. V té pokradoval
doslova aZ do posledniho okamziku svého zZivota. KdyZ ve dvaceti osmi letech
doséhl na Petrohradské université hodnosti doktora, slouzila za disertaci
jeho kniha ,, T'heorie kongruenci‘‘, které potom po vice nez pul stoleti pouzivali
studenti jako jedné z nejhlubSich a nejvaznéjsich p¥iruéek theorie ¢éisel. Aka-
demie véd zvolila dvaatficetiletého P. L. Cebyseva adjunktem katedry uZité
matematiky a osmatficetiletého Fadnym akademikem. Po roce byl zvolen
dopisujicim ¢lenem Akademie véd v PafiZi a r. 1874 poctila ho tato Akademie
velmi vzdcnou poctou a zvolila ho svym zahraniénim ¢lenem.

Réno 8. prosince 1894 Pafnutij Lvovi¢ CebySev zemfel, sedé za psacim sto-
lem. Pfed tim byl jeho pf¥ijimaci den, kdy sdéloval svym Zaktm plény svych
praci a pfivadél je na myslenky o latce pro samostatnou tvorbu.

Cebylev jako pedagog. K tomuto nadrtku vnéjsiho zivota P. L. Cebyseva
tfeba pfipojiti jeho chatakteristiku jako pedagoga a védeckého vychova-
tele, jak nam ji zachovali jeho soucasnici a Zaci. Uz to vSe, ¢im p¥ispéla v déji-
néch matematiky jim vytvofend Skola, ukazuje s nejvétsi objektivnosti, ne-
zévisle na osobnich ohlasech, e P. L. Ceby¥ev umél roznécovat ve svych
Zécich védecky enthusiasmus. Zékladnim rysem jeho gkoly, kter4 byla nazvéna
Petrohradskou matematickou 8kolou, byla snaha t&sn& spoutat problémy ma-
tematiky. se zésadnimi otézkami p¥rodovédy a techniky. Jednou za tyden
byl u P. L. Ceby¥eva p¥ijimaci den, kdy dvefe jeho bytu byly otevieny kazdé-
mu, kdo se chtél poradit o néjaké otdzce své odborné prace. Z¥idka kdo odchéa-
~ zel neobohacen novymi myslenkami a novymi plény. Soudasnici a zv14sts
#4ci P. L. Cebyseva hovo¥i o tom, %e P. L. Cebysev ochotné odhaloval bohatstvi
svého my#lenkového svéta nejen v beseddch vyvolenciim, nybrz i ve svych
pfednéikach Zirokému posluchadstvu. Za tim tdelem nékdy pferudil postup
vykladu, aby osvétlil svym posluchadim ddjiny a metodologicky vyznam
nékterého fakta nebo védecké zdsady. Témto odbotkém priklédal stéZejni
vyznam. Byvaly dosti dlouhé. Ptistupuje k takové rozmluvé, P. L. Cebysev
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opoustél ki¥idu a tabuli a usazoval se ve zvléstnim kiesle, postaveném pred
prvou ¥adou posluchadi. Zéci ho charakterisovali mimo to jako pedanticky
piesného a spravného pfednéasede, nikdy pfednisku nevynechévajiciho, nikdy
se neopozdiviiho a nikdy nepfedrzujiciho posluchadstvo ani o minutu déle
pfes stanovenou dobu. Je zajimavo zminit se je§té o jedné charakteristické
okolnosti jeho prednéfek: kaZdému slozitému vykladu piedesilal objasnéni
jeho tdelu a postupu v obecnych rysech, potom jej viak napsal mléky a velmi
rychle na tabuli, av8ak tak podrobné, Ze bylo snadno jej sledovat.

Obecni charakteristika jeho v&decké tvorby. Na pozadi tohoto vyrov-
naného a S§tastného, nijakymi vnéjs§imi otfesy nepoznamenaného Zivota,
v tichu spokojeného kabinetu uéencova, vznikly velké védecké objevy, jim%
bylo souzeno nejen zménit a pifetvorit tvainost ruské matematiky, nybri
i ukdzat ohromny, po fadu generaci nezménéné se pocitujici vliv na védeckou
tvorbu mnohych vynikajicich uéenci a védeckych Skol za hranicemi. P. L.
Cebysev nebyl jednim z téch védch, ktei vénuji cely sviij Zivot tzkému od-
vétvi své védy, které si oblibili, vytvofujice zprvu jeho zdklady a potom pedlivé
jej zpracovavaji a dovrSuji jeho detaily. On pfinilezel k tém ,kocovnym*
matematikim, jaké znd véda mezisvyminejveétsimi tvircia kteii vidi své poslani
v tom, Ze p¥echézeji od jednoho védeckého oboru k druhému, kdy# v kazdém
z nich ztstavili ¢etné zakladni myslenky nebo metody; jejich pozdéjsi zpraco-
vani nebo detaily radi pfenechdvaji svym soucasnikim a budoucim genera-
cfm. To oviem neznadi, Ze by takovy udenec kazdoroéné meénil obor svych vé-
deckych zadjmu a Ze by, uvefejniv ve zvoleném oboru jednu nebo dvé stati,
navzdy jej opustil. Nikoli, vime, 7e P. L. Ceby#ev se zajimal na p¥. po cely Zivot
o zpracovéani stile novych a novych dloh své proslulé nauky o aproximaci
funkei, Ze se obiral t¥ikrat zakladnimi lohami podétu pravdépodobnosti — na
pocatku, uprostied a na samém konci své tviréi ¢innosti. Je viak charakteris-
tické, Ze takovych vybranych obori bylo u ného mnoho (theorie integrace,
aproximace funkei mnohodleny, theorie éisel, podet pravdépodobnosti, nauka
o mechanismech a fada daldich) a Ze v kazdém z nich ho upoutalo hlavné vy-
tvoreni zdkladnich obecnych metod, nikoli v8ak logické dovrieni peclivym
zpracovanim detailii. A je skoro nemozno ukizat na takovy obor, kde by jim
zaseté semeno nedalo hojné a mohutné Grody. Jeho myslenek se ujala a zpra-
covala je skvélé plejada Zaku, potom se tyto mysSlenky staly majetkem i Sirich
védeckych kruhi i zahrani¢nich a ziskdvaly si vidy s Gspéchem nésledovniky
a pokradovatele. Mezi témito myslenkami byly i takové, jejichz metodologicky
vyznam nemohl byt pochopen soudasniky v dostateéné mife a objevil se ve
v plnosti teprve ve vyzkumech nésledujicich generaci uenci. To je taktéz
charakteristicky rys v tvorbé genidlné obdafeného ducha.

Otizky praxe v Ceby¥evové tvorb¥ Jako dalii dileitou zvléstnost v-
decké tvorby P. L. Cebyeva tfeba uvést jeho neustély zéjem o otézky praxe.
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Tento zdjem byl tak veliky, %e jim byla asi urdena ve znaéné mife védecka
osobnost P. L. Cebyseva. Lze ¥ici bez pfehanéni, 7e vétsi d4st jeho vyznad-
néjkich matematickych objevii byla vyvoldna pracemi z aplikované matema-
tiky, zvl4&t8 jeho baddnim v nauce o mechanismech. Pisobeni tohoto vlivu
zdiiraziioval neztidka sém CebySev v pracich z ryz{ i z aplikované matematiky.
Nejplnéji byla jim vSak vyslovena idea plodnosti spojeni theorie a praxe ve
stati ,,Kresleni zemépisnych map‘‘. Nebudeme vyklidat myslenky tohoto ve-

likého védce, nybrz uvedeme jeho ptvodni slova:

,»SbliZeni theorie s praxi vede k nejblahodarnéjsim disledkim a ziskdva
tim nejen praxe. Samy v&dy se rozvijeji pod vlivem praxe: ona jim objevuje
nové oblasti badani nebo nové stranky oblasti ddvno zndmych. Nehledé na
vysoky stupeil rozvoje, k némuZ byly piivedeny matematické v&dy praci
velkych geometri t¥i poslednich stoleti, praxe zjevné odhaluje nedplnost véd
v mnohém ohledu; ona piedkladd otidzky pro védu podstatné nové a tim vy-
volava vyhleddvani zcela novych metod. Jestlize theorie mnoho ziskdva no-
vymi aplikacemi téZe metody nebo jejim novym rozvojem, tedy je§té vice
ziskivad objevem novych metod. A v tomto piipadé véda nalézé vérného
vidce v praxi.*

Mezi ohromnym mnozstvim, Gloh jez ¢lovékuuklada jeho prakticka ¢innost,
zvlastni duleZitosti nabyvé tato tloha: ,,Jak poufdt danych prostiedks, aby se
dosdhlo pokud moZno mejvét§ich vyhod.” Zvlasté pak: ,,Vétsina otizek praxe
pfivadi k dloham nejvétsich a nejmensich veli¢in, k iloham zcela novym pro
védu. A jen FeSenim téchto tiloh muZeme uspokojit potieby praxe, ktera viude
hled4 to nejlepsi a nejvyhodnéjsi.

Uvedeny citét je u P. L. CebySeva programem veskeré jeho ¢innosti a byl
vidéim principem jeho tvofivosti.

Cetné préce P. L. CebySeva z pouzité matematiky, které nesou zcela nema-
tematické nazvy: ,,0 jednom mechanismu‘‘, ,,0 ozubenych kolech*, ,,0 odstie-
dwém reguldtoru’, ,,0 kresleni zemépisngch map*, ,,0 stfithu $ati a mnohé
jiné, byly spojeny jednou zakladni mySlenkou: jak pouiit pohotovych pro-
stfedki, aby se dosahlo nejvétsi vyhody.

Tak v praci ,,0 kresleni zem&pisnych map* kladl si za cil uréit takovou pro-
jekei mapy dané zems, pro ni% skresleni mé¥itka by bylo nejmensim. V Ceby-
Sevovych rukou dosla tato dloha vyd&erpavajiciho feSeni. Pro evropské Rusko
dovedl toto FeSeni aZ do &iselnych vypodti a objasnil, Ze nejvyhodnéjii projekce
d4 skresleni mé&fitka nejvyse 2%, kdeito v té dobd uZivané projekce dévaly
skresleni mé¥itka nejméné 4 a% 5%,.

Préce v oboru nauky o mechanismech. Vyznamny dil svého tsili vynalo-
¥il CebySev na sestrojovéni kloubovych mechanismié a na vytvoreni jejich
nauky. Zvlastni - pozornost vénoval zdokonalenf Wattova rovnob&%nika,
mechanismu slouZfotho k pfeméng kruhového pohybu na pf¥imodary. Dilezi-
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tost tohoto problému spoéivala v tom, Ze tento mechanismus, pro parni motory
a jiné stroje zékladni, byl velmi nedokonaly a %e ddval misto p¥imodarého po-
hybu pohyb kfivoéary. Takova zaména jednoho pohybu druhym vyvoladvala
Skodlivé odpory, kazici a opotfebujici stroje. Sedmdesat pét let minulo.od
objevu Wattova. S4m Watt, jeho soudasnici a nésledujici generace inZenyri
pokouseli se piekonati tento nedostatek, ale tapajice a provadéjioce jen pokusy,
nemohli se dod¢lat podstatnych vysledkd. P. L. Cebysev e dival na véc z no-
vého hlediska a postavil otazku takto: Maji se vytvoFit mechanismy, ve kterych
by se kiivodary pohyb pokud mozno nejméné odchylil od pohybu p¥imoéarého,
a je stanovit pfi tom nejvyhodnéjsi rozméry éasti stroje.*)

*S pomoci zvldstnich jim vypracovanych avah z theorie funkei nejméné se
odchylujicich od nuly ukizal CebySev monost fefeni tilohy p¥ibliZit se pfimo-
darému pohybu s libovolnym stupném aproximace k tomuto pohybu.

- Na zéklad$ jim vypracované metody podal fadu novych konstrukei mecha-
nismf, ddvajicich piiblizné p¥imy smér. N&které z nich nachézeji podnes
praktické upottebeni v uZivanych zafizenich.

Ale z4jmy P. L. Cebyieva se neomezovaly jen na prozkouma.ni theorie
mechanismu davajicich pfiblizné p¥imy smér. Zabyval se téZ jinymi tlohami,
které jsou aktudlni i v soudasném strojnictvi.

Pti studiu trajektorii, opisovanych jednotlivymi body ¢ldnkd kloubové
klikovych mechanismii, P. L. Cebydev se zastavil u trajektorii, jejichz tvar
je soumérny. VysSetiuje vlastnosti téchto soumérnych trajektorii (kotalnic),
ukézal, Ze tyto trajektorie mohou byt pouZity k sestrojeni mnohych forem
pohybu dulezitych pro techniku. Zvlasté ukazal, Ze 1ze kloubovymi mechanismy
provadst otacivé pohyby s rozlitnym smérem otédeni kol dvou os. Jeden z ta-
kovych mechanismii, ktery obdrzel pozdéji pojmenovéani paradoxniho mecha-
nismu, je podnes piedmétem obdivu vSech techniki a odbornfkd. Pomér
mezi hnacim a hnanym é¢lankem slouziei k pievodu v tomto mechanismu
~ miiZze se ménit zavisle od sméru otddeni hnaného ¢élanku.

P. L. Cebysev vytvotil detné t. zv. mechanismy se zardzkami. V téchto me-
chanismech, hojné pouzivanych v soudasné stavbé automatii, vykondva hnany
¢lének prerusovany pohyb, pfi éemz pomér doby klidu hnaného ¢lanku k dobé
jeho pohybu se musi ménit zévisle na technologickych tlohidch mechanismu
ulozenych. P.L. CebySev po prvé podal fefeni tlohy o nivrzich takovych me-
chanismi. Jemu p¥slusi priorita v otdzce vytvofeni mechanismi ,,vyrovna-
vajicich pohybu*, které dosly v nejposledn&jii dobé upotiebeni v &etnych
konstrukeich souéasnych zafizeni a takovych pfevodd jako jsou progresivni
ptevody typu Vazantova, Constantinescuova a jinych.

Vyuzivaje svych mechanismi, sestrojil P. L. CebygSev znamemty kréée]icx

*) Cést prehledu, tyka]icl se praci P. L. Cebyseva z nauky o mechanismech & pozna-
‘menané na podatku a na konei hvdzdidkou, pochézi od dopmu;iciho élam Akadezme véd
SSSR J. J. Artobolevakého
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stroj, napodobujiof svym pohybem pohyb Zivého tvora. Sestrojil t. zv. veslovy
mechanismus, ktery napodobuje pohyb vesel lodky, sestrojil pojizdné kfeslo,
origindlnf model t¥dictho stroje a jinyeh mechanismi. Podnes s GiZasem po-
zorujeme pohyb takovych stroji a jsme piekvapeni bohatou technickou in-
tuief P. L. Cebykeva*).

0d P. L. Cebyseva pochézi pi"es 40 rtiznych mechanismi a okolo 80 jejich
modifikaci. V d8jindch rozvoje strojniotvi nelze ukézat ani na jednoho védce,
ktery by vytvoril tak pozoruhodné mno#stvi origindlnich mechanismi.

Aviak P. L. CebySev netetil jen tlohy sestrojovéni mechanismti. O mnoho
let difve nez jini védci odvodil prosluly strukturdlni vzorec rovinnych mecha-
nismd, ktery jen z nedorozuméni nese jméno vzorec Gruberiiv, jméno némec-
kého udence, ktery jej objevil o 14 let pozdsji nex Cebysev.

P. L. Cebysev nezévisle na Robertsovi dokazal prosluly theorem o existenci
t¥kloubovych &tyFéldnkovych tstroji, opisujicich jednu a tutéZ kotalnici,
& hojnd upottebil tohoto theoremu k ¢etnym praktickym tlohdm.

Védecké dédictvi P. L. CebySeva v oboru theorie mechanismi obsahuje
takové bohatstvi myslenek, Ze kresli obraz velikého matematika jako pravého
novétora techniky.*

Theorie nejlepdi aproximace funkce. Pro déjiny matema.tlky je zvlasté
dileZito, Ze .sestrojovidni mechanismt a zpracovani jejich theorie poslou-
%ily P. L. CebySevovi jako vychodisko pro vytvofeni nového odvétvi ma-
tematiky — theorie nejlepsi aproximace funkei pomoci mnohoéleni. Zde
se objevil P. L. Cebyfev pionyrem v plném toho slova smyslu, nemaje nija-
kych predchiidcd. Je to obor, kde pracoval vice nez v kterémkoli jiném oboru,
nalézaje a Fele zcela nové tlohy, a kde vytvoril sloudenim svych badéni nové
ob&frné odvétvi matematické analysy, které se i po jeho smrti ddle Gsp&sné
rozvijelo. Prvopoditedni a nejjednodussi postaveni tlohy podalo vySetfovanim
rovnobéinfku Wattova a zaleZelo v tom, aby se nafel mnohodlen daného stup-
né, ktery by se méné ne% ostatni mnohoéleny téhoz stupné odchylil od nuly
v nékterém daném intervalu proménného argumentu. Takové mnohodleny
byly CebySevem nalezeny; pozd&ji byly nazvény ,,Cebydevovymi polynomy‘‘.*y
Tyto polynomy majf mnohé pozoruhodné vlastnosti a slouZi v p¥itomné dob&
jako jeden z nejupotiebitelnsjiich nastrojit p¥i vySetfovani mnohych otézek
matematiky, fysiky a techniky.

Obeché forinulace tlohy P. L. Cebyseva souvisi se zékladnimi problémy
pouziti matermatickych metod v p¥irodovéds a v technice. Je zndmo, %e pojem
funkoionidMi zévislosti' mezi proménnymi velidinami je zédkladnim pojmem-
nejen v matematice, nybrz i ve v¥ech pHrodovédnych a technickych naukéch.
Oﬁtka vydslent hodnot turikel pro ka*dou danou hodnobu argumentu vy-

lé Gebydevovych klikovych mechanismi, pojizdného k!'esla., t¥{dfeiho stroje a
lodky byiﬁ uvétein¥n v Sasopise ;2 Fide védy a prdce!‘ V,.1897, str. 81—-84.(Q.V.)
. *) Viz doplnék.
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vatdvéd pked kaZdym, kdo zkoumé souvislosti mezi rozlinymi velidinami,
charakterisujicimi ten &i onen proces, ten ¢i onen zjev. Aviak bemprostiedni
vypoditéni hodnot funkei muzZe byt provedeno jen pro velmitzkou t¥idu funkef:
pro mnohodleny a podily dvou mnohodlent. Proto vznikls jiz ddvno tloha,
zaménit vypoéitdvanou funkei mnohodlenem ji blizkym. Zvlastni zdjem vzbu-
dila vZdy tloha interpolace, t. j. iloha nalézti mnohoélen n-tého stupné, naby-
vajici presnd téchze hodnot jako dand funkce p¥i n + 1 danyoh hodnotéch
argumentu. Vzorce, dané slavnymi matematiky Newtonem, Lagrangem,
Gaussem, Besselem a jinymi, Fedily tuto tlohu, ale mély detné nedostatky.
Zv14kté se ukdzalo Ze pFidéni jedné ¢&i nékolika novych hodnot funkce vyzZa-
duje nové prepoditani viech vypoéditanych hodnot a Ze, coz je jesté dilezitéjsi,
zvétSeni &isla n, t.j. podétu shodnych hodnot funkee a mnohoélenu, nezaruéuje
neomezené sbliZzeni jejich hodnot p¥i vSech hodnotach argumenti. Nadto se
ukézalo, Ze existuji takové funkce, pro které miize dokonce nastati oddéleni
mnohoélenu od piiblizované funkce p¥i Spatném vybéru hodnot argumentu,
pro néz se shoduji hodnoty funkce a mnohoclenu.

P. L. Cebysev se nemohl smitit s tak vdZnymi nedostatky v otézce, hrajici
vynikajici tlohu jak v theorii tak v praxi, i pfistoupil k ni ze svého hlediska.
V jeho Gpravé byla tloha interpolace pfetvoiena takto: Mezi v8emi mnohoéle-
ny daného stupné je najit ten, ktery d4vé nejmensi absolutni hodnoty rozdila
hodnot funkce a mnohoélenu pii viech hodnotidch argumentu v daném inter-
valu jeho proménné. Tato nadmiru plodné Gprava projevila mimofadny vliv
na prace pozdéjsich matematiki. V pFitomné dobé existuje ohromna litera-
tura, vénované rozvinuti myslenky P. L. CebySeva; v téZe dobé roziifil se
okruh tloh, v nich# metody vypracované P. L. CebySevem piinéseji neoceni-
telny uzitek. :

Zdriime se jesté jen u kratké charakteristiky vysledkt dosazenych P. L.
Cebysevem ve dvou oborech — v theorii ¢isel a v poétu pravdépodobnosti.

Price z theorie &isel. Téiko lze ukazat jih)’r pojem tak tzce spjaty se
vznikem a rozvojem lidské kultury jako je pojem ¢isla. Odejmétez lidstvu
tento pojem a uvidite, o& tim zchudne na§ dufevni Zivot a praktické &innost:
ztratime tim mozZnost provadét vypodty, méfit das, srovndvat vzdalenosti,
uréovat mzdy podle vysledki price. Ne nadarmo staii Rekové pripisovali
legenddarnimu Prometheovi vyndlez é&isla mezi ostatnimi jeho nesmrtelnymi
giny. DuleZitost pojmu &fsla povzbudila vynikajicf matematiky a filosofy viech
dob a narodi, aby se pokusili proniknout v taje uspo¥adani celych ¢&isel. Zvlaxt-
nfho vyznamu nabylo jiZ ve starém Recku vydetfovani prvodisel, t. j. &isel,
délitelnych beze zbytku pouze sebou samym a jednotkou. VSechna ostatni
disla jevi se tudi? jako vytvory prvodisel a prvodisla se jevi tedy jako prvky,
z nichZ je utvofeno kazdé &slo. Aviak vysledky v tomto oboru se ziskdvaly
s velkou némahou. Starou feckou matematikou byl objeven snad jen jediny
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obecny vysledek o prvodislech, znémy nyni pod jménem theoremu Euklei-
dova. Podle tohoto theoremu je v fad$ celych &isel nekoneéné mnozstvi prvo-
disel. Na otdzky pak o tom, jak jsou tato ¢isla rozloZena, jak pravidelnd a jak
hust®, feckd matematika neméla odpovédi. Skoro dvé tisicileti, ktera uply-
nula od ¢asti Eukleidovych, nepfinesla pokrok v téchto problémech, adkoli
se 0 né zajimali mnozi matematikové a mezi nimi taci titéni matematické
my&lenky jako Euler a Gauss. Empirické vypotty, provedené Legendrem
a Gaussem, pfivedly je k zavéru, Ze v mezich zndmych jim tabulek je podet
prvodisel mezi viemi prvnimi n &isly p#iblizné lgn-krat*) mensi nez éislo n.
Piesné stanovil Legendre, Ze v mezich prvniho milionu se rovna pocet prvo-
¢isel mensich nez » pfiblizné
n

1gn — 1,08366 °

dale pak pfedpoklédal, Ze tento pomér plati i pro hodnotu n vétsi nez milion.
Toto tvrzeni zistalo ¢isté empirickym faktem, stanovenym jen pro d&isla
v mezich prvnich desitek tisict. Nebylo nijakych pfedpokladii pro to, aby se
toto tvrzeni roz&ifilo na vy&&f hodnoty =, a nebyl ani zndm postup pro pfesny
diikaz. Ve ty¥icatych letech minulého stoleti francouzsky- matematik Bertrand
vyslovil o rozloZeni prvodéisel jesté jednu hypothesu: aspoii jedno prvodislo se
musi nalézti mezi ¢isly » a 2n, kde n je libovolné celé éislo vétsi nez jednotka.
Dlouhou dobu zustévala tato hypothesa jen empirickym faktem, pro jehoz
dukaz nebylo nijakych cest. :

Rozbor védeckého dédictvi Eulerova vzbudil zéjem CebySeviv o theorii
&fsel a poskytl sile jeho matematického nadéni moZnost, aby se zde projevila.
Obiraje se theorii &sel P. L. CebySev zcela elementérnimi metodami uréil
chyby v hypothese Legendreové a opravil je. P. L. CebySev dokézal hned
vétu, ze které postulat Bertrandiv neprodlené vyplyva jako prosty dusledek;
upotiebil p¥i tom zcela elementarniho a ve své ostrovtipnosti vymineéného
obratu. To byl nejvétsi triumf matematické myslenky. Jeden anglicky mate-
matik té doby fekl, Ze pro ziskani dalsich pokrokt v otézce rozloZeni prvotisel
bude potfebi diivtipu o to prevysujictho duvtip Ceby¥eviiv, oé Cebysevav dii-
vtip pfevySuje divtip obyéejného ¢lovéka. Nebudeme se zdrzovat u dalSich
vysledki P. L. CebySeva v theorii &isel; jiz to, co bylo feteno, ukazuje v dosta-
tetné mife, jak mohutny byl jeho genius.

Préce z poltu. pravdépodobnostl Pfejdeme nyni k tomu oddilu ma-
tema.tmké védy, v ném# myslenky a vysledky P. L. Cebyseva nabyly rozhodu-
jieitho vyznamu pro ]e]i veskery dalsi rozvoj, uréivie na mnoho desitiletf aZ do
nagich dnd smér ne]aktuélnéJélch matematickych badéni. Tento oddil matema-
tiky slove potet praydépodobnosti. K podtu pravdépodobnosh vztahuji se do-
slova vlikna ze viech obart poznéni. Tato nauka se obird studlem na.hodllych

%) 1gn mhadl logantmus sla n pFi zékladu e = 2,71828 ..
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zjevi, jejichZ prubéh nelze pfedem pfedvidat a jejichZ uskuteénéni pii zdénlive
stejnych podminkidch muZe probihat zcela rizné, zivisle od ndhody. Dva
zakladni zdkony této nauky — zékon velkych éisel a hlavni limitni theorem —
jsou ty dva zédkony, kol nichZ se seskupovala aZ do nejposlednéjsi doby veskers
badani a které aZ po nase dny neprestavaji tvofit pfedmét Gsili velkého poétu
odborniki. Oba tyto zakony maji ve svém dne$nim podani sviij podatek u P. L.
Cebyseva. Nebudeme se zabyvat véenym obsahem téchto zakond. Znamenité
elementarni metoda vytvotens CebySevem dovolila mu dokézat s podivuhod-
nou lehkosti zikon velkych ¢isel za tak Sirokych pfedpokladi, jaké nemohly odi-
vodnit ani nesrovnatelné slozitéjsi analytické metody jeho predchtdeii. Pro di-
kaz hlavniho limitniho theoremu vytvotil P. L. Ceby¥ev svou metodu momen-
td, kterd stale hraje vyznamnou tlohu i v soudasné matematické analyse.
Nepodatilo se mu v8ak dovésti diikaz do konce. To dokonéil pozdéji akademik -
A. A. Markov*). Snad jesté vétsi vyznam pro podet pravdépodobnosti nez
skuteéné vysledky CebySevovy mé ta okolnost, ze Ceby¥ev vzbudil o tento
podet zdjem u svych zakd, Ze vytvoril kolu svych nésledovnikt a také to,
Ze zejména on po prvé vtiskl ji raz dnesni matematické védy. Nebot v obdobi,
kdy P. L. CebySev pocinal tvotit, potet pravdépodobnosti jako matematicks
disciplina se nachazel v détském stavu, nemaje vlastnich dostateéné obecnych
tloh a metod badéni. P. L. Cebysev vytvotil zejména po prvé jeji ideovou a
metodologickou zakladnu, které tehdy nebylo, a naudil své soudasniky a na-
sledovniky, aby k tomuto poctu pristupovali se stejné pfisnou naro¢nosti
(obzvlasté vzhledem k logické presnosti svych vyvodi) a s touZe peclivou
a vaZnou pozornosti a starostlivosti jako ke kazdé jiné matematické discipliné.
Takovy nézor, sdileny v pFitomné dobé celym védeckym svétem, ba'i jeding
myslitelhy, byl v minulém stoleti nééim novym a neobycejnym; a zahraniéni
svét se mu naudil od ruské védecké skoly, v niz se to stalo od dob Cebysevo-
vych nezvratnou tradici. '

Dusledky mySlenek Ceby¥evovych. Svétovd v&da nezné mnoho jmen
védcl, jejiehz tvorba by méla tak pozoruhodny vliv na daldi rozvoj jejich
védy, jako tomu bylo u objevii P. L. Cebyseva. Zv14§té znadna vétsina sovét-
skych matematiki podnes blahoddrné citi na sobd vliv P. L. CebyZeva, ktery
na né pusobi prostfednictvim védeckych tradic a sméri badani vytvorenych
P. L. Cebysevem. '

. Dodatek**)
MNOHOCGLENY NEJMENE SE ODCHYLUJIct OD NULY

V tomto dodatku se ¢tendf sezndmi s t. zv. mnohoéleny nejméné se odchy-
lujictmi od nuly a s jejich nejjednodud$imi vlastnostmi. P. L. CebySeviiv objev

*) O tom pojednévé autor v § 12 své knihy. (Q. V.)
**) Autor oznaduje tento dodatek ve své knize jako 3. (Q.V.)
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tohoto zajimavého matematického pfedmétu, jak jsme jiz Fekli, je spojen
8 formulacf a ¥e¥enfm n&kterych tloh praktické mechaniky. Av¥ak i nezévisle
od svého pivodniho vychodiska hraji CebySevovy polynomy véinou tlohu
v soudasné matematice.

Je zndémo, ¥e mnohodlenem n-tého stupné vzhledem k z se nazyvé funkce né-
sledujiciho tvaru: ‘ '

fx) = ag@z® + a2t + ... + a,,

kde soudinitelé ay, a,, ..., a, jsou veli¢iny nezdvislé na z. V soustavé soufadnic
(z, y) funkce y = f(x) zobrazuje né&jakou &iru (obr. 1). Je pochopitelno, Ze
zména tfeba jen jednoho soudinitele a (t. j. a, nebo a,, ..., a,) zméni tvar
grafu funkce y = f(z). Cebydev si polozil a feil tuto ulohu: Méme vyhledat

) ysflx) M
/0 . N4 - % 0 x 7

" Obr. 1. Obr. 2.

ze viech mnohoélent n-tého stupné se soudinitelem u nejvyssi mocniny rov-
nym jednotee, t. j. ze v8ech mnohodlent tvaru

f(@) = 2" + a2 + az*-% + ... + a,

ten, ktery se nejméné odchyluje od nuly, kdyZ se argument « méni od —1 do
+1.

Podrobnéji muZe byt tato tloha vyloZena témito slovy: Prozkoumédme
libovolny mnohodlen uvedeného tvaru a najdeme ty veli¢iny z, p¥i nichi
veliéiny f(x) nabudou absolutnich hodnot vét&ich neZ sousedni veli¢iny f(x).
" Takové hodnoty oznaéime na obr. 2 quy —1, x,, %5, %3, +1. Necht m znadf
nejvétsl z téchto velidin, t. j. m = max f(z)l. Méme najit takové fy(x), pro néz
. —1525+1
existujici &islo

m = m,
by bylo men&f nez viechny mnohoéleny n-tého stupné se soutinitelem ap = 1.

Pfipomindme, %e kofenem f(r) se nazyvs takové &islo z, pro néi f(z) se

stévé nuloy, t. j. .
f(xe) = 25 + @237 + ... +a, = 0.

.Podle theoremu Bézoutova lze, je-li #, kofenem mnohodlenu f(x), napsat,
f(z) ve tvaru soudinu rozdilu # — z, a mnohoélenu (» — 1)-ho stupns.



Cislo z, jmenuje se k-ndsobnym ko¥enem f(Z), jestlize
f@) = (z —x)* . ¢(x),
kde @(z) je mnohodlen (n — k)-tého stupnsé, p¥i dem% p(x,) + 0.

Jsou-liz,, ,, ..., x, viechny k,, k,, ..., k,-ndsobné koteny f(x), kdez k + k, +-
+ ... + k, = n, tu plati, jak plyne z Bézoutova theoremu, Ze f(r) = (x—x,)* .
(z— ) .. (2 — )

Po této pozndmee piejdeme k vlastnostem Cebydevovych polynomii (t. j.
mnohoclent nejméné se odchylujicich od nuly pro —1 < z < + 1) a k jejich
dtkazu.

Vlastnost 1. Polynom Cebydeviv n-tého Fddu v intervalu —1 < x < 1 md
n rozlinych redlnyjch korend.

Dukaz. Piedpokldddme opak, t. j. Ze mnohodlen nejméné se odchylujici
od nuly fo(z) mé jen p rozliénych redlnych kofenii (p < n) v intervalu —1 <
< z £ 1. Necht z,, ,, ..., z, jsou tyto kofeny. Vybéfeme z nich kofeny liché
nésobnosti — necht to jsou podle odislovdni v naSem uspofddéni kofeny
Xy, Xy - ..y Zq (@ < p) — a sestrojime mnohoélen

P@) = —2)(—2,) ... ( — ).
Podotykédme, Ze mnohoéleny f,(x) a ¢(x) nabyvaji pfi viech hodnotéch z( —1<
< 2 £ 1) hodnoty stejného znameni nebo p¥i vSech uvedenych hodnotach
hodnoty opadného znameni. Skuteéné lze fy(x) napsati ve tvaru

fol@) = @(@) . (2 —2)** . (2 —2y)™ ... (¥ —2,)"" . p(2),
kde y(x) je mnohodlenem stupnd n — 2(8; + &, + ... + 8,) — ¢, nemajiof
redlnych kotenti v intervalu —1 <« < 1, a kde s, 8, ..., 8, jsou celd nezé-
porna éisla. ProtoZe Cinitel
(@— 2, . (& — 2, ... (& — x,)*

je otividng nezéporny a &initel y(x) nemiZe ménit v intervalu 1 < x < 1 zna-
meni*), je nafe tvrzeni o znamenich mnohoélent fy(z) a ¢(x) dokazéno. Polo-
Zime nyni ,
M = max [p(a)]
—1<z51
& vySetiime mnoho¢len

h@) = folz) £ 4. p(@),

kde 4je jakékoli ¢islomezi 0 a % a znaménka pred druhym séftancem je opatné

ku znaménku fy(z). Je jasno, Ze f,(z) je mnohodlen n-tého stupné se soudinite-
lem 1 p¥i nejvyd8im &lenu. Protofe v dusledku utvofenf mnohodlenu f,(#)
a vy#e udinéné poznamky o znaméncich mnohoélent fo() & ¢(z) je

[h@)] < |fo(@)ls

*) Jinak by m8l mnohoélen y(x) v tomto intervalu redlny koten.

99



doili jsme k rozporu: nafel se mnodlen, odchylujici se od nuly méné nez fy(z).
Proto predpoklad, %e p < n je nemozny.

Vlastnost 2.V intervalu —1 < z < 1 se vdechny maximding odchylky mno-
hoblenu fo(x) od nuly sobé rovnaji.

Dukaz. Ptedpokldddme, ze tomu tak neni a Ze pfi néjakém 2’ (—1 < 2 <

< 1) funkee |fy(x))| dosdhne maxima, Ze viak je
m' = ‘fo(x')l < my,.

Necht z, < 23 < ... < z, jsou kofeny mnohodlenu fy(x), uspofddané podle
velikosti. Jestlife z, < 2’ < z,,,, tu p¥ihlédneme k mnohodlenu

_ P@)=(@—2z)) ... (@ — T )@ — Tpya) ... (T— ).
Snadno se vidi, #e hodnoty funkef f(%) & () maji vidy stejné znaménka s vy-
loudenim intervalu z, < 2 < x;,,*), aviak v tomto vyloudeném intervalu
jsou jejich znaménka opaénd.

Necht

M = max |y(z).

—1<2<1

Utvo¥ime mnohoélen

falz) = fol®) — 2 . y(2),

kde 4 je libovolné &slo uzaviend mezi 0 a

i—m— . Je jasno, Ze vidy s vy-

loudenim intervalu z;, < z < 244 plati, Ze

V2(x)l < mo:

ve vyloudeném pak intervalu, Ze

’

[fa(@)| < |fo(@)] + Alp()] <m’ + ﬂo_iﬂ

M = m,.
Proto se mnohoclen f,(x) odchyluje od nuly méné nez f(x). To odporuje
nafemu pfedpokladu. Tim je 2. vlastnost dokazéna.

Poznémka. Kdyby maximum razné od m, se yyskytlo na jednom z konet
intervalu —1 < z < 1, t. j. pfi # = —1 nebo z = 1, tu by bylo tfeba misto
mnohodlenu y(z), ndmi pouitého v dikazu, uvaZovat bud mnohodlen (z-—
— Zg)( — ) ... (¢ — z,) nebo obdobné mnohodlen (x — xl)(x —Zy) ... (x —
- zn-l) '

Vlastnost ‘3. Exwtme jeding Cebydeviv polynom n-tého fddu.

*) Jeli z < =z, tu jak  — z; tak x — 2441 jsou zdporné; je-li z > x4, tu jsou oba
rozdily kladné; v obou pﬂpadeuh je soudin (T — ¥)(® — Tpy,) kladny. _
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Dikaz. Pfedpoklddéme, Ze tomu tak neni. Necht jsou folx) a f,(x) dva
rozliéné mnohodleny nejméng se odchylujici od nuly. Mnohoclen

f(x) = }[fo(x) + fi(x)]

neodchyluje se od nuly vice ne# ka?dy z mnohoélend fy(x) & f,(x) a tudiZ je
mnohoé¢lenem nejméné se odchylujicim od nuly. Protoze viak v disledku
piedeslé vlastnosti vechny maximélni odchylky tohoto mnohodlenu musi
byt mezi sebou rovny, musi se v8echny maximélni odchylky mnohoélent
fo(x) a f,(x) sobé rovnat p¥i spoleénych hodnotich argumentu*). Existuje viak
n + 1 takovych hodnot: » — 1 maximalnich odchylek mezi kofeny mnoho-
¢lenu a dvé na koncich intervalu —1 < z < 1. Proto dva polynomy n-tého
stupné se ztotoznuji p¥i viech hodnotéch a**). :

Vlastnost 4. Jestle mnohoélen md viastnosti 1 a 2, tu je mnohollenem nejméné
se odchylujicim od nuly.

Dikaz. Predpokladame, Ze se néktery mnohoclen f(r) jesté méné od nuly
odchyluje nez fy(x). ProtoZe je moZno napsat f(x) ve tvaru

(&) = fo(@) + @(),

kde ¢(x) je mnohodlen ne vice nez (n — 1)-fho stupné, tu je jasno, Ze f(x) mizZe
se odchylovat od nuly méné neZ fy(x) pouze v tom piipadé, jestlize hodnota
@(x) pti viech x, kde fy(x) dosahuje maxima, mé znaménko opaéné znaménku
fo@). Ale fy(x) méni znaménko p¥i piechodu pres kazdy koten, t. j. n-krat.
Funkce pak ¢(x) nemuZe ménit své znaménko vicekrat nez n—I1-krat. V da-
sledku toho f(x) mize byt mnohoc¢lenem nejménsé se odehylujicim od nuly jen
tehdy, jestlize ¢(x) == 0.

Zbyvé nalézti mnohotlen, majici uvedené dvé vlastnosti. Ukdzeme, Ze funkce

1

folx) = o1 cos(n arccosz)

je hledanym mnoho¢lenem.

Méni-li se x od —1 do +1, ménf{ se arccosz od —n do 0 a v disledku toho se
mén{ argument kosinu od —nz do 0. V tomto intervalu kosinus se stava nulou
—kn + 3

n

n-krat (pfi arccosz = , k=1,2,...,n). Tato funkce ma maximaln{

tchylku od nuly p¥i téch hodnotéch z, pfi nichZ se kosinus stavd +1 nebo —1.
V intervalu —1 < « < 1 dosdhne se maximéalni hodnoty (n + 1)-krat (pfi

*) Jinak by byla jedna z maximélnich odchylek f(®) menif neZz m,, bylo by tudi?
moZno v dusledku 2. vliastnosti utvorit mnohoélen odchylujici se od nuly o mén& nez f,(x).

*%) Pro uréeni soudiniteld a,, ay, ... a, mnohodlenu fy(z) & soudiniteld a’, ay’, ..., a,’
mnohoélenu f,(x) obdr#i se rovnice tohoto druhu fo(zx) = fi(%y), kde z; jsou hodnoty #,
pti nich% fy(r) mé maximélni velikost. . '
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arccosx =——-%, k=0, 1; 2, .+, m); absolutni hodnoty véech téchto ve-

lidin jsou si rovny: m, = =

Zbyvé, ukézat, ¥ mnohodlen fo(z) je mnohodlen n-tého stupné se soudini-
telem 1 pfi a".
V. disledku znamého vzorce Eulerova
cosp = }(e + &)
tudf platf '

fo(x) = 51—7; (etmarccosz 4 o—inarccoss),

Ale podle Eulerova vzorce
et = cosy -+ isiny,
e~ = cosy — isiny,
prodez '
.7 elsrccesz — cog(arccosz) - isin(arccosx) = x + ivm’ :
glarccoss — cos(arceosz) — dsin(arccosz) =z — /T — 2%,

Protoz
o) = o L@+ YT + (@ — i T— 2] =
= ~22; [ + Cha"? (2* — 1) + Chan—4(a® — 1)* + ...].

. Odtud vidime, %e fo(z) je skute¢nd mnohodlenem n-tého stupné. Zbyva
vypoditat soudinitel p¥i 2. Tento se rovna, jak se lehce pochopf,

D)
o (1 + 03+ Ch + ),

Or)=x Tu=rt g
1 ‘ $
T N ) Iy , 7
| Obr. 3. l ‘ Obr. 4.
L, - ' R
S oy
1L 18 A WW
o NS &
' - Obr. 8. ‘ : Obr. 6. o
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Av3ak snadno se vidi, Ze
20+ Cr+Ch+..)=0+1)+1—1)=2"
a Ze se tudiZ hledany soudinitel rovna jednotce.
Jako pi¥iklad uvedeme grafy nékolika Cebysevovych polynomt p¥i malych
hodnotach n; omezime se na piipady » = 1, 2, 3, 4 (obr. 3—6).
Podotykame, %e na podest CebySevovu (ve francouzské transskripci Tsche-
bicheff) jeho polynomy se oznaduji symbolem T .(x), kde » je fad polynomu.

PreloZil Q. Vetter, Praha.
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