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Casopis pro péstovéni matematiky, ro¥. 78 (1953)

DRUHY UTVAR KRIVOSTI PLOCHY V R,

A. URBAN, Praha.
(Doslo 5. zafi 1952.) DT: 513.735

V bod$ plochy lze kfivece plochy piifadit t. zv. n-ty vektor kiivosti
m=0,1,2,...), ktery je spoleény vem kiivkam o spoleéné teins.
V préci je podédna geometricks interpretace druhého vektoru kiivosti
a odvozeny véty o kifivkéch a plochéch jim vytvofenych. Zavérem
jsou uZitim n-tého vektoru kiivosti zavedeny pseudoasymptotické
sméry n-tého fddu a ukézéna jejich souvislost s ndkterymi jinymi
sméry na plose. :

1. Kiivky plochy V2 v (obyéejném) R;, které prochazeji jejim nesingular-
nim bodem B a které maji v tomto bodé spoleény jednotkovy teény vektor %),
maji — jak zndmo — také spoleény vektor

v* = 198D N*, (1.1)
kde b,; je druhy fundamentélni tensor plochy a N* jednotkovy vektor jeji
norméaly?). Umistime-li poéiteéni bod vektoru v* do uvaZovaného bodu plochy,
pak koncovy bod jeho vyplni Gsetku na normdle plochy v tomto bod§. Tuto
tsedku nazveme prvy dtvar kfivosti plochy v bodé B3); jak vime, jeji velikost
a poloha vzhledem k bodu B plochy uddvé rizné typy bodi plochy V, v Rg).

Kromé vektoru v* dajf se v uvazovaném vodé B, o kterém budeme dile
predpokladat, ze nenf pro V, singuldrni, sestrojit jesté dalsf vektory, které jsou
spoleéné vem kiivkdm plochy o spoleéné teéné v bodé B. V dal§im se budeme
zabyvat podrobnéji jednim takovym spoleénym vektorem.

2. Necht V, je symbol kovariantni derivace definované uZitim Christoffe-
lovijch symbols, dané plochy V, v R, a necht D, je znamy Waerden-Bortolottiho
symbol®) definovany takto

1) Latinské indexy a, b, ¢, d, e, f probihaji I, II; fecké indexy x, 4, u, », @ probihaji
1, 2, 3.

’) Je-li V, v By déna (v kartézském soufadnicovém systému) rovnicemi z* = 2*(7%),
kde x*(n*) jsou reilné analytlclfé funkce reé,lnjrch parametri 7%, pak by = — (9,24) .
(8aN;) = N ;0322 kde 9,2 = Z <> Opa? o cxa 5 9aNa= N, ; misto d,2* budeme rov-
n&% psét B ont

3) Schouten-Struik, [3], 1., str. 93—96.

4) Strutk, [4], str. 119.

8) Schouten-Struik, [3], I., str. 93 —96.
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a) pro vektorové pole v* resp. w, plochy ¥, jest
Dyv® — V,0® resp. Dywa = VoWai®) (2.1)
b) pro vektorové pole v* resp. ivA (definované na V) prostoru R; jest
Dyv* = B 3,0 resp. Dywa = Bf 04%,.7) (2.2)
Zavedeme-li jesté tensor _
Hir .0 " Da,Day s - Dao (2.3)
pak snadn6 dokazeme:
Vektory
I H e (n=0,1,2,..) (2.4)
jsou spoleéné pro viechny kiivky na V, v Ry, které prochdzeji jejim pevnym bodem a
maji v ném spolebny teény (jednotkovy) vektor i°.

Dikaz je evidentnf; plyne z definice tensoru Ha,.. .oy & z definice vektoru
V%, ’
- n Ve . Vv ’ v .
Pravé sestrojeny vektor v* nazyvame n-tyf vektor kfivosti (piifazeny sméru ¢%).
n
Je-li n = 0, dostavame trividlnf piipad; je totiz H;* =D, 2* = B; a tedy
v o= 1%,
0
V pipadé n = 1 je Hi™ = D,Bj = baN™ a tedy 112" = v*, kde v* je vektor

definovany v (1.1)®); uzijeme-li normaln{ kiivosti
ziz — %%heq (2.5)

plochy ve sméru 12, pak lze pro vektor v* psat
v 1

N~ (2.6)

&~

V¢ =
1
jeho geometricky vyznam je znimy.
Necht n = 2; v tomto pifpadé je Hei.* = D Hi", t. j.
H;‘dex = - b:bdeB: + bcaeN“, (2'7)

¢) Jeliko¥ jsme se v R, omezili jen na kartézské soutradnicové systémy, je na pt. Vyve =
= B}:a"v". ‘ )

?) Snadno se zjisti, v piipad¥ kdy pole v resp. w, je vektorovym polem na V, (& t,dy
v} = BS resp. w; = BRuw,), e (2.1) a (2.2) jsou ekvivalentni.

. ‘)97H.;¢'” je zndmy tensor kiivosti V, vzhledem k Ry; viz na p¥. Schouten-Struik, [3] 1., .
str. 97. v .
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kde bsae = Dyba, je zndmy Codazziho tensor ?); tedy pro v* najdeme
A 2

¢ = — %% (b8bg B — b,q,N¥). (2.8)
2

V dal$im se omezime na vySetfovani pravé tohoto druhého vektoru kii-
vosti.

3. Rovnice (2.8) uddvé v jako linedrni kombinaci t¥f linedrng nezavislych
2

vektord B (a = I, II) a N*. Misto téchto vektort zvolme si basi *, j*, N*,
kde j* je jednotkovy normalni vektor k¥ivky o te¢ném vektoru ¢*, uvazované
jako kfivky na V,; oblouk dané k¥ivky necht je s, geodetickd kiivost k. Necht

[, j», N*] =¢, (3.1)
kde & = + 119), '

Pro druhy vektor kfivosti v* prirazeny sméru ¢* plati
2

1
Py _

1, .
= — gy —I—;Ty" + g 1 (3.2)

1 1 - _—
kde — resp. T je geodetickd kiivost resp. torse ve sméru i* a

R
1 def. d 1 ek
T=&E T (33)

je Codazzitho skaldr ve sméru 1%12).
()
Dukaz. Necht v (« = 1, 2, 3) jsou soufadnice vektoru v* v uvazované basi,
0 ;
t. j. necht
@@ ®
v* = vi* + vj* + vN~ (3.4)
2
Odtud skaldrnim nasobenim vektory i,, 4,, N, dostivime postupné

(1)
a) v = — %%y, . 1%0%,q4,

(2)
b) v = — %%, . 1°j%b,q, (3.5)
c) v = 1%%°b,;,.
Vzhledem k definici geodetické kiivosti (2.5) a geodetické torse ve sméru 12

%) Kagan, [2), IL., str. 13.

10) [aA, b4, cA] znadi determinant matice soufadnic vektort a, &4, c.
1y yyéichlo, [5), str. 3, (16), kde je t¥eba polofit f = — 1%,.
12) (3.3) je v podstatd t. zv. proy Forsythdv' wvzorec; viz Kagan, [2], I1., str. 48, kde

skalar g je oznaden jako Beltramiho invariant. 9.
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1

T = eb,q4i%j® 13) ‘ (3.6)
M 1 @ €
plyne okam#ité z (3.5) v = — g V= —Rp Derivovanim (2.5) podle
oblouku kfivky najdeme
wips ... d1
198%1%b,5, + 2K1°5%b,4 %R (3.»7)
® 41 ek
atedyv—a—s-f——-2—ﬁ_

Poznémka 1. Jestlize 4%, n*, b tvof{ privodni trojhran uvazované k¥ivky
v R, a jsou-li k, a k, jejf prvni a druhd kfivost, pak lze také pro v* psat
: 2

d_l(i£ dk 3ek

o= (B — k)i gt — e kbt — S N W) (3.8)

derivujeme-li totiZ ¢* = Bj* dvakrate podle oblouku k¥ivky, dostavame

d*»* Do Die
v=gs gt Do 3 g 1 bea N, (3.9)
kde —](:% = 1*D,i%. Po dosazen{ z Frenetovych vzorci
d2~ dk Do D%s  dk
= %= =M % e —=Je —___ — ~“ja ___ |24
g = Rt gt e, ds LA v ds’ i

do (3.9) a uzitim (3.6) dostavame (3.8).
Poznamka 2. Uzitim dvojiho vyjadieni (3.2) a (3.8) vektoru v“ snadno
dokazeme:

Pro kfivosts kfivky na plode plati rovnice

1

8:) k;—k2=F,

b)  ee'kik, sing;y — (—i‘% cosp + % = 1—;71 ,
ek

, L dky . d 1
c) ee'kk, cos¢+ﬁ§l81n‘p='£f+77’

(3.10)

kde @ je 1hel normdl j* a n* uvafované kfivky.

13) Geodeticka torse 71, ve sméru ¢ definuje se obvykle vztahem —11, = 1%, kde

kog = A~ Yarobug — Gurebia) @eq j© prvni fundamentalni tensor plochy a 4 = + |/ Det. [acql
je diskriminant plochy (viz na p¥. Hlavaty, [1], str. 296; uvedené vyjadieni pro 71' plyne
ze vzorce (1.3) na str. 297).

14) Hlavaty, [1], str. 324, v&ta (6.4); Vy&ichlo, [5], str. 1 —3.
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Dukaz. Vyjadfeme privodni trojhran i*, n*, b* kiivky uzitim base #*, 7%,
N=, t. j. polozme
n* = j* cosp + N*sing,
ee'bx = — j*8ing + N* cosg, (3.11)

kde &’ = [1*, n*, b*]; dosazenim (3.11) do (3.8) a porovnanim s (3.2) dostdvame
(3.10).

Z vyjadieni (3.2) druhého vektoru k¥ivosti * plynou bezprostfedné nékteré
2
jednoduché dusledky.

a) Druhy vektor kfivosti leZi v teéné roviné plochy tehdy a jen tehdy, jestliZe
pFisludi sméru i*, ktery vyhovuje rovnici

bog, 1%%3° = 0. (3.12)

V kazdém bods plochy, ve kterém Codazziho tensor b.4, je nenulovy, existuje
tedy alespoil jeden a nejvySe t¥i rtizné takové sméry 1%15). K¥ivky plochy,
jejichz tedny lezi v té&chto smérech, vyhovuji diferencialni rovnici

bape dn® dn® dy® = 0; (3.13)
jsou to zndmé Codazziho kiivky plochy?é).

b) Nutnd a dostaéujici podminka pro to, aby vektor druhé kfivosti byl v daném
bod¢ kolinedrni s normdlnim vektorem plochy, jest, aby pfislusel asymptotickému
sméru.

¢) Nutnd a dostabujici podminka pro to, aby vdechny vektory druhé kfivosti
v daném bod¢ byly kolinedrni s mormdlnim vektorem plochy, jest, aby bod byl
rovinovym bodem plochy'"). '

Tvrzeni vét b) a c) plynou z

P = L N% <> by itid = 0. (3.14)
2 S

d) Nutnd aj'_'dostaé'ujicz' podminka pro to, aby druhy vektor kfivosti byl v daném
bodé plochy nulovym vektorem, jest, aby prisludel asymptotickému sméru a —
je-lt dany bod meparabolicky'®) — aby asymptotickd kfivka méla v uvafovaném
bod¢ staciondrni bod. ‘

e) Druhy vektor kfivosti je nulovym vektorem pro vechny sméry ve vdech bodech
plochy tehdy a jen tehdy, je-li plocha rovinou.

15) 'V bodech plochy, v nich¥ tensor b4, je nulovy, jsou viechny vektory druhé kiivosti
teénymi vektory; jediné plochy, jejichZ kaZdy bod mé tuto vlastnost, jsou rovina, kulové
plocha a rotaéni valcova plocha (viz Kagan, [2], I1., str. 46).

18) Kagan, [2], I1., str. 222.

17) Bod plochy se nazyvé rovinovym bodem, jestlife v n8m hodnost tensoru b.q je 0
(viz na pt. Kagan, [2], 1., str. 201).

18) T. j. v bodd, ve kterém hodnost tensoru b.4 je 2.
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Tvrzeni vét d) a e) plynou z toho, %e v* je podle (3.5) nulovym. vektorem
2 .
tehdy a jen tehdy, jsou-li soudasnsd splnény rovnice
bapt®t® = 0, beg.1%i91° = 0. (3.15)

Tyto‘jsou zfejmé splnény identicky v kazdém bodé plochy tehdy a jen tehdy,
je-li plocha rovinou. Derivaci rovnice

bap1%?® = 0 (3.16)
podle oblouku asymptotiky dostdvime
Doy 1200 + 2kbgyi%® = 0, (3.17)

kde ¢, j% jsou teény a normaln{ vektor asymptotické kfivky a k jeji geodeticka.
kf¥ivost. ’
Je-li uvaZzovany bod parabolicky, pak

bapi%? = 0 => bypi%® = 0 (3.18)
a tedy — vzhledem k (3.17) —
' o byt = 0= by = 0. (3.19)

Neni-li uvazovany bod parabolicky, pak rovnice (3.15) jsou ekvivalentnf
8 rovnicemi
' bayi®%® = 0, k& = O; ' (3.20)
odtud jiz plynou tvrzeni véty d).
f) Smér, jemuZ v neparabolickém bod¢ plochy prislusi nulovy druhy vektor kfi-
vost, je Darbouxiw.

Diukaz. Darbouxovy sméry (v neparabolickém bodé plochy) vyhovuj{
rovnici

B ii%5¢ = 0, (3.21)
pti éemZ kubicky tensor @gp, je znamy Darbouxtiv tensor!®)
. | Gape = bare — oK, ’ (3.22)
kde K, = al(a)so a K (+0) je Gaussova kfivost plochy. Tvrzeni véty f)

plyne z toho, Fe v = 0 2> bygi%® = 0, by,i%Pic = 0.
2

4. Abychom mohli udat geometrickou interpretaci Codazziho skalaru é-‘

ve sméru 4%, sta¥i vydet¥it praimét ‘v* vektoru v* do norméln{ roviny p¥slusné
. 2 2 .
sméru 1, t. j. vySetfit vektor
Loy — __1_. % }. L (4.1
g = ik + SN . (4.1)
Za predpokladu f} # 0 — a na tento pi{pad se omezime — stadi znat piimku
- 18) Viz na pt. Hlavaty, [1], str. 341, nebo Kagan, (2], IL., str. 210.
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p sméru vektoru 'v¢ prochézejici uvazovanym bodem; pak jiZz ze znamé geo-
2

detické kfivosti k}— lze sestrojit Si (a uzitim geodetické torse —%— také vektor

v") Uvedeme proto konstrukei pf{mky p.

Necht k je jednoduchd kuzeloseCka lefici v normdini roviné v prolofené nikoliv
asymptotickou tecnou t plochy v jejim bod¢ B20), jeZ md 8 normdlnim Fezem, v ném#é
rovina v protind plochu, v bodé B styk alespori tfetiho fddu. Necht ¢ je 4hel,
ktery s N* svird primka p a y dhel, ktery s N* svird pramér kuZelosecky k sdru-
Zeny k tecné t. Jest

cotgp = —3tgy (0 < p <7, —hn < p < }n). (4.2)

Dukaz. Zvolme libovolny nikoliv rovinovy bod B plochy a v ném libovol-
nou nikoliv asymptotickou teénu ¢ jejim jednotkovym vektorem °. Sestroj-
me normdlni Fez plochy normalnf rovinou » proloZenou te¢nou ¢. Normélni

kiivost v bodé B ve sméru 1° je _}l? = 1%%bg. Z (3.3) plyne — vzhledem k tbmu,

%e pro normaln{ fez je k =0 — pro hodnotu Codazziho skaldru ve sméru *

v bodé B

bupoivic =L L (4.3)

~ dsR’
kde s je oblouk normalnfho fezu. Je tedy v uvaZovaném bodé
To% — 1 % d 1 *®
S LR A 9

Zvolme nyn{i pravouhly soufadnicovy, systém s poéatkem v bodé B tak,
aby osa z byla normalou n* normalnfho fezu a méla touz orientaci jako tato
normala; orientaci osy y volme touz jakou ma tecna.

Jednoduché kuzelosedka k lezici v roviné » normalniho Fezu, jez méd v bodé B
s normalnim Fezem styk alesponi tfetiho fadu, lez{ (omezfme-li se v pifpadé
hyperboly jen na vétev, na které lezi bod B) v uzaviené kladné poloroviné
uréené osou y; jeji rovnice je :

a,, 22 —i——%—xy——yz—{—le:O (4.5)
ds ki k, ’
kde k, resp. s je 1. kFivost normalnfho Fezu resp. jeho oblouk. Primér kuZelo-
setky (4.5) sdruZeny k teéné ¢ v bodé B je

‘g“s‘ x — 3kiy = 0. (4.6)
Jestlize pro normalu N* platf 21)
N+ =em*, ¢ =+ 1, (4.7)

20) B tedy neni rovinovy bod plochy.

31) Obvykle se toti% norméla N* orientuje tak, aby [N*, By, B,,] >0 (vnz na pt. Hlavaty,
[1], str. 247) a tedy nemusi byt shodn& orientovéna s norméalou normélniho fezu.
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pak prvé k¥ivost k, (kters je vidy nezdporné) normalniho fezu v bodé B je

k, =% (4.8)

| =

a tedy pro thly ¢ a 1/)") piimek (4.4) a (4.6) 8 kladng orientovanou normélou
N* najdeme

a) cotgy = — R2— d 1

. (4.9)
b tgy =3RS 4 (dr<y<im,

odkud jiZz okam#ité plyne (4.2).23)
Pozndmka 1. Lze udat obecnéj’f geometrickou interpretaci primétu v"

druhého vektoru kfivosti v" jejimz zvlastnim pifpadem je pravé dokazana.
véta.

Necht k je jednoduchd algebraickd kifivka stupné n > 2 v normdlni roviné »
proloZené nikoliv asymptotickou teCnou ¢ plochy v jejim bodé B, je£ md s normdlnim
fezem rovinou v v bodé B styk alespor tretzho fddu a je£ md nevlasini bod tecny t
za bod prdvé (n — 2)-ndsobny®*).

Teéna t' prvé poldry kfivky k sdrufené k teéné t*°) jest (4.6); plati (4.2), kde
~ge hel t' 8 N*.

Dikaz. PouZijeme-li téhoZ systému soufadnicového jako v pFedchozim
ptipadé, najdeme pro k¥ivku (pfi » = 3) rovnici

d 1
@G + GgeR* + alk ds kl“’y al W2+ Z Za“w’y =0, (4.10)
8=3 i=0
kde a, & 0, a,, a,,, a,; nejsou soutasné rovny nule a k,, 8 maji tyZz vyznam
jako v predchozim pFipadé. Pro n = 2 plati (4.5). Dalsi jiZ je evidentni.

Poznémka 2. Dosud jsme predpoklddali, Ze ¢ nenfasymptotickou tetnou,
t. j. Ze dany bod B plochy nenf pro normélni ez plochy rovinou » inflexnfm
bodem.

Snadno se uvazi, Ze v tomto vylufovaném pi¥ipadé plati:

Jestlize je B pro normélni fez ve sméru ¢* inflexnfm bodem, ale ¢ nenf
Darbouxiiv smér, pak existuje jedind kubicka parabola (s bodem vratu v ne-
viastnim bodé normély plochy v bodé B), kterd s normalnim fezem mé v da-
ném bodé styk fadu alesponi 3.

%) V orientované rovind normélniho fezu; orientace je dana predpisem, Ze +=z svird
8 +y uthel +3n. \

13) Vyéichlo, [5], str. 4—5 (pro parabolu); Hlavaty, [1], str. 322, véta 6.1 (piipad ¢ =
= ¢n, y = 0, z kuZelosedek (4.5) je uvaZovana jen kruZnice).

.#) Bod je pro kfivku pravé 0-ndsobny, kdy# kfivka jim neprochdzi.

35) T. j. prvé poléry kfivky & nevlastniho bodu teény ¢. :
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Je-li ’
y*=azx (a +0) (4.11)

jeji rovnice (v dffve uvedeném systému soufadnicovém), pak
bap1%1%1¢ = —6a~L. (4.12)

5. Vsimneme si je$té geometrického mista g koncovych bodi druhych vek-
tord k¥ivosti v*, jejichZ pocéateéni bod je umistén v uvazovaném bodé plochy;
2

této otazky tykaji se jiz véty c), e) odst. 3. a pozndmkals) na str. 77.
Predevsim plati

a) Geometrické misto g je stredové symetrické podle stfedu B.

Dtkaz. Necht v* resp. ‘v* pfisludi sméru ¢* resp. ‘t*. Je-li 'o* = —i*, pak
2 2
z relace ['t*, 'j*, N*] =¢ a z (3.1) plyne 'j* = — j*; snadno pak najdeme
‘v = —v~. '
s 2

Daéle dokaZeme:

b) V bodé B plochy, ktery neni parabolicky anti kruhovy, je g kfivkou 6. stupné;
je-li prostorovou kfivkou, promitd se z B jednoduchou kuZelovou plochou
3. stupné.

¢) V kruhovém bodé B plochy je g bud kfivkou 6. stupné lefici na rotaéni vdl-
cové plode o 0se v normdle plochy, je se promitd z B jednoduchou kuZelovou plo-
chou 3. stupné, nebo elipsou neb kruinici.

d) V obycejném parabolickém bodé plochy je g bud rovinnou kfivkou 6. stupné
nebo nenulovou usebkou.

e) V rovinovém bodé plochy je g sselkou.

Dikaz stadi provést jen pro body, jez nejsou rovinové, nebof e) plyne
okam?ité z vety c) odst. 3. Piedpokladejme tedy, %e uvaZovany bod B nenf
rovinovy; zvolme pravothly systém soufadnicovy o osich z, y v k sobé kolmych

hlavnich smérech plochy v bodé B a osu z v normale plochy. Necht ¢* resp. ¢*
1 ]

je jednotkovy vektor ve sméru osy  resp. y. Orientaci soufadnicového troj-
hranu volme tak, aby kladny smysl osy z resp. y resp. z byl dan kladnym

smyslem vektoru * resp. 4% resp. N* a aby
1 2 .

[i%, =, N*] = &, ~ (5.1)
12 ,
kde ¢, = 4 1.
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Oznadfme-li w Ghel?®) vektort i~ a *, pak miZeme psat
1
a) 1 =1*cosw + *sinw, b) eg)* = — *sinw + * cosw, (5.2)
1 2 1 2

kde ¢ = ;i: 1 je dano relaci (3.1) a kde
0< w < 2n. (5.3)
Umistime-li vektor v* jeho podateénim bodem do bodu B, pak pro sou-
Fadnice z, ¥, z jeho konzcového bodu snadno najdeme

1) @) Q) (2) )
T = U COSw — &€&V SINw, Y = ¥ SINW -+ &€&V COSw, 2 = 7, (5.4)

®)
kde v (1 = 1, 2, 3) jsou dédny vztahy (3.5), kam je oviem jesté tieba dosadit

1
z (5.2). Je-h —— = i%{%,, norméln{ kfivost ve sméru i¢ (m = 1, 2), pak pro
-Rm mm m

geometncké misto g dostaneme

r = 1 coslw + 1 sin%w) cosw —~1— icoszw + ——l—sinzco sincé
= R1 R, R, Y = TR \E, R, ’
2 = bp1%%° cosdw + 3b bcz%”z‘ cos?w sinw + (5.5)

111 12

+ 3b,yc1%4%1° cosw 8in2w + bgp1%1%2° sindw,
122 222
coz muZeme, jestliZe misto parametru o zavedeme homogenni parametry
4, ty transformaci .

_&—4

Al g =24
A+ T utn
(—oo<t < oo, —0o <t << ©)

ginw = (5.6)

pfepsat na

of(t2 — 12?2 42\ 1
xr = (12 12)—3(12 — (3 2 1 + 1°2 =,
(1+ 2) (1 2)( Rl RZ)RI

(@ — 1) 4tgt;) 1 57)

— __ 9(3 1 {2)-3 2 ) =
Y 203 + 89 tltz( R, + R, | R,
= (8] + 1) *[baoi®i®i°(f — 1)* + Bbapeioa®ie(t] — 1)ty +
111 112
+ 12bgy, 13e%0(13 — (3)1312 +- 8ba,,ci“i"i° $33].
122 222

%) V orientované roving, kde orientace je déna tim, %e dhel i* a % jo +47.
1 2
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1
RE, T
Snadno se najde, Ze nutnd a dostadujici podminka pro to, aby geometrické
misto g lezelo v roviné, je splnéni vztaht

I. UvaZujme nejprve neparabolické body B, t. j. body, v nichz

1 oy ip s 1 oy op
5 bapc1%%° = 3 - bgye1%%i°,
R, 111 By 122
) . (5.8)
= bapci®P1C = 3 o~ bgpet®i%iC;
Rl nbc2 29 -Rz abc1 19
jsou-li tyto podminky splnény, existuje jedina rovina, v niz g lezi, a to
L pei®iiw 4 e by + iz = 0. (5.9)
R ™11 R} 522 RiR3

Necht g je prostorova k¥ivka, t. j. necht neplatf (5.8). Jsou-li X, Y, Z sou-
fadnice bodu spojnice (z, ¥, z) s bodem B, jest

X =kx,Y =ky, Z =kz (5.10)
vyloudenim k a w z (5.5) a (5.10) najdeme
Z(R, X2 + R,Y?) + R3bgp1%%° X3 + 3RIR,bgpci%%°X2Y +
111 112
+ 3R, R2b4,i%i%i X Y2 + Ribgyeii®icY3 = 0, (5.11)
122 222

coZ je rovnice kuzelové plochy 3. stupné, jez je jednoduchd, nebof nutnd a
dostadujicf podminka pro to, aby byla sloZend, je — jak se lehko pfesvédéime
— splnéni (5.8).

Hledejme nyn{ stupeii geometrického mista g; je tfeba rozeznavat mezi kru-
hovymi a nekruhovymi body:

a) v nekruhovém bodé je 0 =+ fi’l—l e 1%2 =+ 0 a tedy g je k¥ivkou 6. stupné,

jak je okam#ité patrno z (5.7), jejiZ pravothly prumét g’ do teéné roviny je

(x*R} + y°R})® = (2°R, + y2R,)2. (5.12)
. .11
b) v kruhovém bodé je B = E + 0 a tedy
_ -1 ==L sine 5.13
x—~R§co§w, y—_.R{s ) (6.13)

t. j. pravoahly primét g’ k¥ivky g do teéné roviny je kruZnice o stfedu v B

a poloméru —1%-, Neni-li g rovinné k¥ivka a tedy neplatf-li. (5.8), t. j. nenf-li
1
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H, = bypeioii® — 3bgpsi®i%° = 0,

111 122 (5.14)
H, = by i9%° — Bbgyei®i%¢ = 0, 27)
222 112

pak z (5.7) plyne, Ze je 6. stupng. JestliZze plati (5.14), jest
2 = b cosw + b sinw, (5.15)
1 2

kde b = bgi%i%° (m = 1, 2) a tedy g je Yez roviny z = — R2(bx + by) s ro-
m 1 2

mmm
_ta&ni vélcovou plochou o ¥dicf kruZnici ¢’, t. j. je to bud kruZnice (a to pravs
g’) nebo elipsa?).

II. V obydejném pambolickém. bodé je pravé jedna hlavni kiivost nulové,

37) Snadno se zjist{, e tyto podminky jsou nezévislé na volb¥ dvojice k sob& kolmych
hlavnich smé&ra. Zvolime-li

‘4% = 4% cosx + 7% sina,

1 1 2

' T 0<So<2n *)
1% = — goEgt* BINx + “gy€9?* COBKX,

2 1 2

pak najdeme toti¥
’H, = H, cos®a — 3H, cos?asinx — 3H, cosasin®x + H, sin3x,
‘goeoHy = Hg cos®a + 3H, cos?asine — 3H, cosasin®x — H, sin3a,

odkud jiZ plyne invariantnost podminek (5.14).

28) Druhy vektor kiivosti

W= — —1’— (2% cosw + % sinw) + (b cosw + b sinw)N*
2 R} 1 2 1 2
miZeme vyjadrit ve tvaru
v¥ = u¥ cosd 4+ w¥sind, 0 < A < 2g, (*)
2 1 2

odkud je okam¥itd patrno, ¥e koncovy bod opisuje elipsu o poloosich u = |u¥|, u = |u¥|.
Snadno toti¥ najdeme 1 1 2 2

wo— — 2L (pix bim,
1 RVoF + 68 21 13
12
1 1 - S
¥ = — e o (bi* | bi* b2 b2 N«
2 Rﬂ/b’—i»b'(u 22)+V1 T
12

pti emZ
cosi = (b% + b2)~¥ (—bsinw + b cosw), sind = (b2 + b2)~ ¥ (b cosw + bsinw),
1 2 1 2. 1 2 1 2
a tedy
u=—1—' u=(i-+b'.+b’)* (**
1 R 2 \Rt 1 2/ )
Elipsa (*), jak je geometricky patrno, nezavisf na volb& dvojice hlavnich sméru a tedy

vyrazy (**) jsou vidi transformaci (*) z poznémky 37) invariantn{, jak je mo¥no se lehce
presvédéit pfimym vypodtem.
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druhé nenulové. Volme oznadeni tak, aby —- L =0, — 0. Prvé dvé rov-
nice (5.5) se redukujf na
sindw

R
odkud je patrno, Ze ¢ lezf v roving = 0. Nutnd a dostadujicf podminka pro to,
aby g lezela v dalsf roviné (rizné od z = 0), jest aby

babc'l/a@b'bc babciaib'ic = babciaibic =0. (5.17)
111 112 122

=0y =— (5.18)

Jsou-li tyto podminky splnény, lezi g také v roviné

1
gy + Ez =0 (5.18)

a tedy — vzhledem k tomu, Ze z = b sin?w — g je nenulovou tse¢kou na pri-
: 2 A
seénici roviny (5.18) a x = 0. Nejsou-li splnény rovnice (5.17), pak z (5.7) je
okamzité patrno, Ze g je k¥ivkou 6. stupné.
Tim jsou vS8echna tvrzeni vét b), ¢), d), e) dokazana.
Poznamka. Nenf-li uvaZovany bod kruhovy ani rovinovy, miZeme vyrazy
bapet®%¢ (m, n = 1, 2) vhodné vyjadiit. Necht j* je norméla m-té hlavn{ k¥ivky
mmn m
o jednotkovém tecném vektoru 4*; s jeji oblouk a k jeji geodeticka kiivost;
m m m
detivaci

a) %%, = resp. b) z“ "ba,, = : (5.19)
mm

R,
jeZ plati pro hlavni k¥ivky, podle oblouku s dostaneme
m

mmm Rm mmm m Rm -Rn

Tt
8) bapei®itic — dis‘—l— resp. b) baei®i®je — k(i — l) . (5.20)
m

(m,n =1,2;,m = n)
uZitim (3.1) a (5.1) najdeme z (5.7b)

1 1
bapet®i®i® = (—1)» 8o k (R‘; - F) ; (5.21)

mmn

(m’n=l,2:m=|=n)

nalezené vzorce miZeme u#ft k tpravé nékterych difvéjsfch vysledki; zvlasté
uvedme:

Nutné a dostadujici podminka pro to, aby v bodé B plochy, ktery neni
parabolicky ani kruhovy, g byla rovinni, je -

3ok, (_1_ A 1 i 1 Begoks (.l, S 1 9_ 1. (6.22)
R, \R, R, R,dsR,” R, \R, R, R,dsR,’
2




rovina k¥ivky ¢ je pak
1d1 1d1 1 .
1 2

_ Neni-li g rovinnd, promita se z B kubickou kuZelovou plochou

1 1
2 3 X 3 _ 2 2
(RX2+RY)Z+(d R)RX +3eeok (R‘ R2)R1R2XY+
1
+ 3ee Ic(i—l REXY? + (L L) Rays —o. (5.24)
°2\R, R,/ V7 d R, ’
Uvéaifme-li, Ze pro normalnf fez ve sméru i* je b,,1%%° = i 1 , kde s
1 111 ds R1

je oblouk normalnfho fezu, pak lze pro obyéejny parabolicky bod vyslovit
tvrzeni: )
Nutna a dostaéujici podminka pro to, aby v obydejném parabolickém bodé

1
( z, =0, R * O) g byla tsedkou, je
d 1

TR ky =k, =0, (5.25)
t. j. aby normaln{ ez plochy v asymptotickém sméru mél v uvazovaném bodé
inflexi alesponi 2. ¥Adu a ob& hlavni kiivky staciondrni bod.

6. Z (2.6) je ziejmé, Ze asymptotické sméry v bodé plochy lze definovat
jako sméry, jejichZz prvy vektor kiivosti lezi v te¢né roviné plochy. Obdobné
uzitim n-tého vektoru k¥ivosti miZeme definovat sméry, jez jsou zobecnénim
asymptotickych sméru.

Definice 6.1. Sméry, jejichZ n-ty vektor kfivosti lezi v teéné roviné nesingu-
larnfho bodu plochy, nazyvaji se pseudoasymptotické sméry n-tého radu.

Z dosavadnich Gvah plyne, Ze pseudoasymptotické sméry ¥ddu 0 jsou sméry
teéen (a obracené), pseudoasymptotické sméry radu 1 jsou asymptotické
sméry (a obracené), pseudoasymptotlcke sméry Fadu 2 jsou Codazziho sméry
(a obracens).

Tim dostdvame v rovinovych bodech plochy (v nichz kaZdy smér je asympto-
ticky) — za predpokladu, %e Codazziho tensor je nenulovy — t¥i (v algebraic-
kém smyslu) vyznadné sméry.

UkéZeme, Ze k témzZe sméram v téchto bodech 1ze dojit jesté jinym zobec-
nénim pojmu asymptotickych sméra.

Piedpoklédejme pro jednoduchost, Ze uvazovany bod B plochy mé para-
metry 7° = 0. Na ploSe zvolme k¥ivku 7® = 2%(t), kterd timto bodem prochéazi
& nem4 v ndm singularnf bod; parametr ¢ volme tak, aby bod ¢ = 0 byl bodem
B.
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Dale zavedme oznadeni
a) B® =b,(0) pro s =0, .
0%bas(7°) ' (6.1)
(3) _ av\" .
b) Bave,...c, = (m)qe=o pro s > 1.
Definujme nyni:
Definice 6.2. Necht 7 je nejmensi s, pro né% nejsou v bodé B viechna Bi,... ,
(pfi pevném s = 0) rovna nule; bod B nazyvé se bod ti¥dy n.
Definice 6.3. Necht B je t¥{dy n; smér vektoru u?, pro ktery

uubBW = 0, . (6.2)
kde
dnb, (n"(t)) '
(n) —_ b B .
Bab ( dt" =0 (6 3)

nazyvé se asymptoticky smér ¥adu » pFifazeny k¥ivee #° = 9%(t) v bodé B.
Nejprve je okamizité ziejmé, Ze plati:
Vdem kfivkdm plochy prochdzejicim bodem t¥idy 0 jsou v tomto bodé pFitazeny
tytéz asymptotické sméry fddu 0, jeZ jsou totoZny s asymptotickymsi smé’ry plochy
v uvatovaném bodé.

Lehko dokéazeme, Ze déle plati:
V bodé tiidy 1 jsou vdem kfivkdm, jeZ maji v tomto bodé spoleény jednotkovy
teCny vektor 18, pfirazeny tytéZ asymptotické sméry Ffddu 1; vyhovuji rovnici
wuPi(bgse)o = O. (8.4)
Diukaz. Prol s =1 je podle (6.3) |

dbg(n (t)))
a1 b __ f¢
Bab - ( dt =0 =1 (acbab)Oa

te = (d"c(t))
dt /o

je teény vektor k¥ivky v bod§ B. Dale je
i, [a
bare = Debap = acbab “"{w} bay — {cb} baa

a tedy — vzhledem k tomu, e uvazovany bod je t¥{dy 1 —

(Ocbap)o = ( oac)o;

odtud a z definice 6.2 asymptotickych smérii i’-adu n plyne jiZ (6.4); zbyvajici
tvrzen{ jsou evidentni.

V bod¢ tridy 1 jsou pseudoasymptotické sméry rddu 2 soulasné asymptotickyms
sméry fddu 1, jeZ jsou prifazeny samy sobé.

kde

a7




Dikaz. Rovnici
ia'ibic(babc)o ‘ = O

pro pseudoasymptotické sméry Fddu 2 lze interpretovat jako rovnici (6.4),
v nff u® =19,

LITERATURA

[1] Hlavaty, V.: Diferencilni geometrie k¥ivek a ploch a tensorovy podet, Praha (1937).

[2] Kagan, V. F.: Osnovy teorii poverchnostej v tenzornom izloZenii, Moskva-Leningrad,
1. (1947), II. (1948).

[3] Schouten, J. A. und Struik, D. J.: Einfithrung in die neueren Methoden der Differen-
tialgeometrie, Groningen, I. (1935), II. (1938).

[4] Struik, D. J.: Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie in direkter
Darstellung, Berlin (1922).

[6] Vy&ichlo, Fr.: Piisp&vek k zobecndné vétd Beltramiho. Rozpravy Akademie, tt. II,

" rod. L, &. 2 (1940).



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T11:01:41+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




