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Casopis pro péstovini matematliky, rot. 78 (1953)

O NADPLOCHACH TOTALNE GEODETICKYCH
V RIEMANNOVE PROSTORU, I

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Doklo dne 18. z&kf 1952.) DT: 513.813

Préce je vénovéna problému zjisténi existence totédlnd geodetic-
kych nadploch dimense n—1 v obecném Riemannové prostoru
dimense n(n > 2) vnofitelném do euklidovského prostoru o dimensi
vy8§f. V 1. &asti préce jsou uvedeny nutné podminky pro tuto existenci
a tato ¢ast je vlastnd dvodem k definitivnimu rozieeni problému
(t. j. k najiti postadujicich podminek integrability piisluinych di-
ferencidlnich rovnic a methody odvozeni rovnic hledanych totalng
geodetickych nadploch). -

1. Uvod.

Obydejnym Riemannovym prostorem tiidy I nazyvéme n-rozmérny Rie-
mannav prostor V,, vnofitelny do (» 4 1)-rozmérného euklidovského prostoru
E,,, (s positivné definitnim metrickym tensorem), ktery nenf vSak wvnofi-
telny do n-rozmérného euklidovského prostorul).

Existuji-li v daném Riemannové prostoru ¥V, (n — 1)-rozmérné variety G,,_,
takové, Ze plati

hyy=0,a,b=1,2,...(n—1) (1,1)

v kazdém bodé téchto variet, pfi femiZ h,, jest jejich druhym metrickym
tensorem, potom tyto variety G, , nazyvdme totdlné geodetickymi nad-
plochami prostoru V,. _

Necht je dan obyéejny Riemannuv prostor V%) tfidy I. Nadim tkolem
bude zkoumat, kdy existuji v tomto prostoru V, (n — 1)-rozmérné variety
totédlné geodetické. Podany rozbor nebude tplny. Problém bude feSen za téchto
predpokladii:

a) Veli¢iny definujici varietu ¥, maji spojité parcidlni derivace podle sou-
fadnic &* ve V, potfebného fadu.

b) Hodnost druhého metrického tensoru .z ve V, jest n.

1) J. A. Schouten - D. J. Struik: Einfiihrung in die neueren Methoden der Differential-
geometrie II, Groningen-Batavia, 1938, str. 141.
) n=2.
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2. N¥které vztahy pro obecnou nadplochu 7, ,ve7V,.

Uvedeme nejdiive nékteré vztahy, které budeme v dalSim potiebovat.
Pfedpoklad, Ze ¥, je Riemannovym prostorem t¥idy I vede nutné k existenci
symetrického tensoru %,; ve V, takového, Ze plati ~

Kaﬁ‘y& = 2h6[¢hﬁ]‘y) (2:1)
V[ah’ﬂ]'y = 0. (2’2)
* Vrovnicich (2,1), (2,2) znadf K,z,s tensor kfivosti prostoru V,2), V,, jest symbo-

licky vektor kovariantnf derivace pifslu¥ny metrické konexi {y} z prvého

xf
metrického tensoru g,; ve V,. Tensor h,, jest tak zvanym druhym metrickym
tensorem variety V,. Rovnice (2,1), (2,2) jsou zndmé rovnice Gaussova a Gauss-
Codazziho pro ¥V, vnofenou do euklidovského prostoru &, ,%).
Je-li V,-, jakdkoliv (n — 1)-rozmérnéd nadplocha ve V, dani parametric-
kymi rovnicemi
§“=5°‘(17"),o’c=i,2,...ﬁ;a=l,2,...n+l5) (2,3)
. Y ) ofx ... . 1z y
a zavedeme-li oznadeni B2 = Er (p¥i éemZ predpoklidame, Ze funkce
£2(n%) maji v uvaZzovaném definiénim oboru nadplochy V,_, spojité parcialni
derivace potfebného ¥adu a hodnost matice (B, B3, ... B%), a =1,...,n —1,
jest v tomto oboru n — 1), potom prvy indukovany metricky tensor varienty

Va-1 jest
Gab E.Bnggzﬁ' (2’4)

Druhy metricky tensor variety V,-, jed din rovnicemi
hap = BEV ks, (2,5)
kde ¢, je teény vektor variety V.-, ve ¥V, definovany rovnicemi
Bit, =0, g*ft,ts =1 (2,6)

s pevné zvolenou orientacf; symbol V, jesymbolicky vektor Lagrangeovy de-

\

o
rivace®) pfisludny metrické konexi { ﬂy} ve V,. Normélou variety V,, -, je vektor

n = g, (2,7).

3) Jest Kaﬂ-yd = g3 Raﬂ'y ‘, kde Raﬂ‘)’ €= 2(a[a{ﬁ§*/} + {[a‘lpl}{ﬁy})'
4) J. A. Schouten - D.J. Struik: Einfuhrung in die neueren Methoden der Differen+
tialgeometrie II, Groningen-Batavia 1938, str. 142.
. 2‘) Latinské indexy probfhaji vidy v dal§im symboly 1, 2, ... n — 1, fecké indexy pak
»2,...1.

. 0
6 t. ] Vits = 3_‘I)_bt“ - {zﬁ}Blf Ly
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Zavedme jesté ivelidiny B% jednoznadné témito rovnicemi

BsBy — &8 Ben? — 0 a«—<1pr°a=b 2,8)
yoy = 0 Dyn? = ®" N0 proa = b/ (2,
Dusledkem téchto rovnic je vztah
lproax =f
aBl — 68 ¢t np |82 —=
BaBf — 68 —t.m (a; <O bro - ﬂ). (2,9)

_ c
PouZijeme té% v daliim Gaussovu formuli pro metrickou konexi {ab} z me-

trického tensoru g4, (viz 2,4) ve V,,—,;

{:b} BZ = hgpn? + VaBZ (2,10)
a rovnici Weingartenovu _ '
Van? = BYg®h,,. (2,11)
Z podminek intergrability rovnic (2,11), (2,10) plyné rovnice Gaussova
B2BEBYBSK 4,5 = 'Kayea — 2hatahiy)e 7 (2,12)
a rovnice Gauss-Codazziho ,
B2BEBYnK 5,5 = — 2'Viahy1?),

kde 'Kapea je tensor k¥ivosti variety V,_,?) a 'V, symbolicky vektor kovari-

c
antn{ derivace pfislusny konexi abl 2 tensoru ¢gg, ve V,,_,.

3. Nutné podminky pro existenci totidin& geodetickych nadploch ve V,.
Budeme nynf predpokladat, Ze existujf ve V, variety G,-, takové, Ze pro
jejich drubhy metricky tensor hg, plati vztah
hay =10 (3,1)
v kazdém bodé z definiénfho oboru téchto variet. -

V&ta 1. Nutnd a postadujici podminka pro to, aby varieta V,_, byla varietou
totdlné geodetickou ve V,, (tedy V,_, jest G,_,), jest
Vat? =0 (3,2)
v kaZdém bodé této vartety.
Dukaz: Je-li V,_, varietou G,—,, potom plati definidnf{ vztah (3,1), coZ
implikuje, podle relace (2,11), ihned vztah (3,2). Plati-li v ka¥dém bod$ va-
riety V,-, vztah (3,2), potom, vzhledem k tomu, Ze plat{ y,g97= = 0, plyne ihned

") gap jo rovnd% positivnd definitni (viz na pf. F. NoZiéka: La connexion et la normale
de I’hypersurface dans ’espace Riemannien du point de vue de la géométrie affine, Cze-
choslovak Mathematical Journal, Vol. 1. (76) 1951, str. 18, véta I.

8) Viz J. A. Schouten-D. J. Struik: Einfiihrung in die neueren Methoden der Differen-
tialgeometrie II, Groningen-Batavia 1938, stf. 76, rovnice (9,8). _

%) Jest ‘Kzpea = GaePane’s Kde ‘Rape® = 20l + {iar}{ole})-
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z (2,7): Vat, = 0, coi po vynésobeni elementem B¢ (a seltenim pfes «) vede
prévé k (3,1), t. j. k variet® totalng geodetické G,_,.

V&ta 2. Existuje-li ve V, totdiné geodetickd varieta G,_,, potom teény vektor
v kaZdém bodé€ této variety splituje rovnice

tctoth;?ﬂ =0, (3,3)
kde

Teg = 6K ﬂ(av—<lpr°’=“).
v la ‘)’8]'/49 9 OPI‘O T :*: «
Dukaz: Existuje-li G,-, ve V,, potom, podle véty 1, platf (3,2) a odtud
(podminka integrability rovnic (3,2))
2VVyn» =0,
coZ vede po provedeni naznadenych operaci ke vztahu
B:BfnrR, ;" = 0. (3,4)
Nasobme predchozf vztah veli¢inou B} Bj (a sedteme pies a, b). Dostaneme tak
8 pouzitim relace (2,9)
B}B3BiBin+R,,,” = (05 — t,nf)(05 — tsn2)ntRyp,” =

= neR,, " —t,nfnrRyp, Y —tmentR,, " =0, (8,5)
nebof jest

tstynenfnrR, 0 = 0

aﬂl‘
podle prvn{ identity pro tensor k¥ivosti, t. j. vzhledem k platnosti vztahu
Rip,” = 0. S pouZitim (2,7) se snadno pfesvédéime, Ze vztahu (3,5) lze dat
tento tvar
t t"t 6 Ra‘ﬂl‘ Edgo[l = 0 (3,6)
Odtud vynésobenim g,,, a sedtenim pFes » dostaneme pravé vztah (3,3). 4
V&ta 3. Necht V,, je obyéejny Riemanniw prostor tFidy I, n > 2. Necht hodnost
druhého metrického tensoru h,; prostoru V, je n'®). Potom systém rovnic (3.3) je
ekvivalentni se systémem rovnic
hjtr = st, (hd = h,,h*?) (3,7)
a to ekvivalentni v tom smyslu, Ze kaZdé refeni (pro vektor t,) rovnic (3,3) je zdro-
veil fedenim rovnic (3,7) a naopak.
Dikaz: Pro oby¢ejny Riemanniv prostor t¥{dy I platf (2,1) odkud mecha-
nickym dosazenim do (3,3) a Gpravou dostaneme
(h,a‘yhdv —— [M‘h)'ﬂ) + t,n“nﬂ(hﬂ,ha, —_— h,uahdv) + tmﬁnl‘(hﬂﬂhy, '——h,u'ykﬂv) =0 (*)
Pondvadi podle piedpokladu véty je hodnost tensoru h,; rovna », miZeme
sestrojit jednozna¢né kontragradientni tensor A=» k tensoru h,, definici

1 proy =ﬂ)

he7hap = 6%'(6% ~ \Oproy =+

10) T, j. pfedpoklad b) na str. 1.
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a piedchozf rovnice (*) nésobit tensorem A?”. Dostaneme tak po snadné upravé
(n — 2)nrh,, = (n — 2)n#nh,,t,
a tedy, jeZto pfedpokladame n > 2,
nth.,, = 8t,, 8 = ntnh,, (3,8)
Pouzijeme-li (2,7) a zavedeme-li oznadeni A5 = g2¢h,, dostaneme vztah (3,7).
Méme tedy zatim tento vysledek: mé-li systém rovnic (3,3) netrivialni Fe-
Sen{ pro vektor £,, potom za pfedpokladu, Ze hodnost tensoru %,, je n, vyhovuje
toto FeSeni rovnicim (3,7). NemuZe mit tedy systém (3,3) vice feSen{ nez systém
3,7).
Uvazujme nyni vSechna moznd netrividlni feSeni systému (3,7). Budiz ¢,
libovolné netrividln{ jeho FeSeni. Dosadme nyni vektor ¢, vyhovujicf rovnicim

(3,7) do systému (3,3) resp. do jemu ekvivalentnimu systému (*). Vzhledem

ke vztahtim
"”hw = gﬂahﬂyta = h;ta = 8t,; 8§ = h,,,,n/‘n?’

dostaneme po dosazeni do (*)
st hy, — stsh,, + s%,tst, — st hy, + stsh,, — sttt = 0,
t. j. identitu. '

Tedy kazdé feSeni rovnic (3,7) vyhovuje rovnicim (3,3). NemuzZe tedy systém
(3,3) mit méné FeSeni nez systém (3,7). Shora jsme ukazali, v8ak Zesystém (3,3)
nemuze mit — za predpokladt véty — také vice feSeni nez systém (3,7). Je
tedy kazdé feSeni systému (3,7) feSenim systému (3.3) a naopak.

Poznamka 1. Otazka po existenci jednorozmérnych totdlné geodetickych
variet ve V, (tedy p¥i n = 2) je trividlni. V tomto pFfpadd jde totiz o geode-
tické kiivky ve V,, pfi éemZ vime, %e pro spojité diferencovatelnou varietu
bodem a smérem v tomto bodé je geodetickd &ara lokélné stanovena. AvSak
i zde muzZeme si ovéFit pfedchoz{ vztahy. Snadno si ovéfiime, Ze definiéni vztah
pro tot. geodetické variety (1,1) je v piipadé k¥ivky & = &¥(t),» = 1,2 ve V,
ekvivalentni se vztahem k = 0, kde k je kfivost kfivky ve V,. Tim je viak
pravé charakterisovana kiivka geodeticka ve V,. Podminka integrability (3,4)
pro rovnici (3,2) pfejde pak samoziejmé v identitu, éimz je charakterisovina
uplné integrabilita a tedy existence geodet. dar v kazdém bod¥ a sméru.

My z dalsich naSich Gvah p¥fpad n = 2 piipomenuty v této poznédmce vy-
lou¢ime. .

Véta 4. Systém rovmic (3,3) md za predpoklads vyslovenych ve vété 3 vidy
redlnd netrividlni (nenulovd) Fedeni pro vektor t, a to nejméné v poltu n. Je-li
tento pocet pravé n, jsou tyto vektory navzdjem kolmé; je-li jich vice nef n, pak jich
je nekoneiné mnoho. V tomto druhém pfipadé je vdak vidy moino vybrat n orto-
gondlnich vektori, jeZ fei uvafovany systém, a vdechna ostatni Fedent jsou jejich
linedrnims kombinacems. "
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Dukaz: Podle véty 3 je systém (3,3) ekvivalentnf se systémem (3,7).
Systém (3,7) jest viak definiénfm vztahem pro hlavni sméry tensoru ha, v pro-
storu V,. Existence nenulového feSeni rovnic (3,7) vyzaduje splnéni vztahu

Determinant (h} — 80d) =0, (3,8)

coZ je charakteristickd rovnice pifslusné reidlnému symetrickému tensoru

h), ve V,. Je nynf znamo, Ze tato rovnice n-tého stupné v s mé vidy » redlnych

kofent g, s, ... s), z nich% nen{ z4dny roven nule'?). Z theorie hlavnich sméri
1 8 n

je znamo??), ¥e lze v#dy najit n linearné nezavislych vektori ¢,(a =1, 2, ... n),
a

vyhovujicich rovnicim (3,7) (vzadjemné ortogonalnich). Jednoduchému kofenu
8 charakteristické rovnice pifslusf jednoznaéné Fefeni ¢,, vyhovujici rovnici

a . a
h}t, = st,, vicendsobnému kofenu s pak nekoneéné mnoho vektori £,).
a aa a a

Véta 5. Existuje-li v obylejném Riemannové prostoruV, (n > 2) tFidy I varieta
totdlné geodetickd Q,_,, potom mormdla variety G, , v kaZdém jejim bodé le¥i
v hlavnim sméru tensoru h,,, t. j. normdini vektor variety G, , ve V, md smér
hlavni.13)

Dikaz: plyne bezprostfedné z vét 2, 3, 4.

Poznédmka 2. PoloZime-li si otdzku po Gplné integrovatelnosti rovnic (3,2)
prin > 2, t. j. otdzku, pro jaké variety V, v E, , existuji v kazdém jejich bodé
a daném (» — 1)-sméru ve V,, totalné geodetické variety G,_,, pak tuto otdzku
lze snadno na zékladé pFedchozich Gvah zodpovédét. K tomu stadi uvazit
toto: Podminka tplné integrovatelnosti rovnic (3,2) vyZaduje identické
splnéni rovnic(3,4), (a tedy téz (3,3) — kterdzto ekvivalence se snadno ovét —)
pii kazdé volb vektoru t, ve V,. Avlak identické splnéni rovnic (3,3) vede
podle difvéjsich tvah k identickému splnénf vztahd (3,7), coZz vedé potom
k podmince A} = 883, nebo, coi je toté#, ke vztahtim

hur = 8g,a (8 ... skalér ve V). (3,9)
Snadno si té% ovéfime, Ze za platnosti vztahu (3,9) piejde podminka integra-
bility (3,3) v identitu. Z t&chto Gvah ihned vyplyvé, Ze existuji-li variety V,

1) J. A. Shouten - D. J. Struik: Einfiihrung in die neueren Methoden der Differential-
geometrie IT, Groningen-Batavia, 1938, str. 36.

11) Kdyby toti¥ ndjaky kofen & rovnice (3,8) byl roven nule, }Sotom rovnice (3,7)
. a
Pro tuto nulovou hodnotu 8 by se redukovala na tvar
a
hl“ ‘VI,A = h}“tu = 0.
a a

Pon¥vad¥? podminka (3.8) je postalujicf podminkou pro existenci nenulového Fefeni
%3, plynulo by odtud nutn8, ¥e k,; mé hodnost mensi ne% n, co¥ je ve sporu s predpokladem
a .

véty.

12) Podle predpokladu je hodnost tensoru k,; rovna n.
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v E,+,,v nichz v kazdém jejich bodé p¥i libovolng daném (n — 1)-sméru
v nich lezfcim existuji totalné geodet. variety @,_,, potom pro tyto variety
musi platit vztah (3,9). Z podminek integrability rovnic (3,9) a rovnic (2,2)
plyne pak
V[a(g,u]/\s) =0,
t. j. po rozepsani
g/\[ﬂaals =0, ) (3,10)
nebof
VoS = 0,8, Vadau = 0.
Nésobenim vztahu (3,10) tensorem g** dojdeme k podmince
A 08 = 0,
t. j.
0,8 —m 0,8 =0,
z Sehoz vyplyva s = konst. Obracens, je-li s konstantni, pak podminky inte-
grability rovnic (3,9) piejdou v identitu. Mame tedy tento vieobecné zndmy
vysledek: V E,, , existuji vartety V,13), jejichf kaZdym bodem pfi libovolné da-
ném (n — 1)-sméru v tomto bod¢ (sméru lezicim ve V,) prochdzeji totding geode-
tické variety Q,_, leZici ve V,, a obsahujici dany (n — 1)-smér. Variety V, maji pak
tu vlastnost, Ze pro né plati vztah

hep = cg,5 (¢ = konst. 5= 0).
Jsou to, jak je znamo, hypersféry dimense n — 1 v E, 4.

Poznimka 3. Z véty 5 je ziejmé, Ze otazka existence totalné geodetickych
nadploch @,_-; ve V, souvisi tzce s otdzkou kongruenci hlavnich éar ve V, a
s existenci nadploch dimense » — 1 kolmych ke kogruenci ¢ar hlavnich. Proto
bude kongruencim hlavnich ¢ar vénovana pozornost v dalSich éastech prace. P#i-
pady popsané v poznamece 1 a 2 vyloudime jako znamé z dalsich nasich tvah.

Poznamka 4. Dodatkem k této prvni éasti prace podejme jesté geome-
tricky vyznam defini¢nich rovnic (1,1) pro nadplochy totilné geodetické di-
mense n — 1 ve V,.

Existuje-li totiz ve V, nadplocha G,_, s parametrickymi rovnicemi &» =
=&, v=1,...n, a =1,...n — 1, pro niz plat{ (1,1), potom pro tuto
nadplochu se vztah (2,10) redukuje na tvar

¢
V“Bb = {ab} Bc' . (3)11)
Budiz nynf #* = #2(t) rovnice néjaké geodetické kiivky v G,-, s teénym vek-
a
torem v* = ddi v G,-,. Slozky tohoto te¢ného vektoru ve V, jsou v* = B2ys.

Tuto geodetickou ¢aru muzeme popsat jakoZto utvar ve V, rovnicemi & =
= &v(n%(t)). Platf nyni vzhledem k (3,11) '
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d
Vo = Vi(Bgw) = oy, BE + Bs 7 v° =

c d
= vbye { a,b} B; + B; 7 v° = By v (3,12)

Ponévad% podle pfedpokladu je kiivka geodetickou v G,-,, plati pro ni
v = f(t)oe, (3,13)
kde f(t) je n&jaky skalar. Z (3,12), (3,13) plyne viak '
pw* = Bg f(t)° = f(t)v*
coZ znadi, Ze k¥ivka je geodetickou téz ve V,,.

Tedy pro plochu tot. geodetickou G,—, ve V, je kazdé geodetickd kiivka
v G,-, té% geodetickou ve V,,. Zvolime-li v @, -, bod a v ném uvazujeme (n — 1)-
dimensionédlni nadrovinu v E,;, odpovidajici te¢nému vektoru variety @,-,
ve V,, potom viechny geodetické kiivky ve V,,, jichZ teéné vektory v uvazo-
vaném bod® lezf v této nadroving, lezf v G,-,. Nafe analytick4d definice tot.
geodetické variety G,-, ve V, odpovidd tedy synthetické definici, jak ji za-
v4di na p¥. E. Cartant4).

(Pokradovani.)

i‘) E. Cartan: Legons sur le géométrie des espaces de Riemann, Gauthier-Villars, Paris
1928, str. 119—123, Cap. 5, odst. 2.
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