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pracovni hypothesy a upozoriiovat techniky na iskali matematiky, na to,
%e ptili8 bezstarostné zachézeni s matematikou mize vésti k omylim.
Je tfeba ukézat toto nebezpedi na technickych problémech, kdy je mozno
pFijiti k nesprdvnym zédvérim. Pfi tom ovem tyto pfipady nesmi byt
matematickymi kuriositami.
. 2. Bezpodmine¥né vnucovéini nejvyssi matematické pfesnosti tech-
nikiim miize vésti k znadnym obtiZim.

3. Msli by byt vychovdvani matematici s technickou intuici, ktef{ by
8 pochopenim &etli technické préce a nebdli se FeSit technické problémy
ne zcela matematicky korektni cestou ve spolupréci s-techniky s matema-
tickym pochopenim. Tito technikové by méli byt rovnéz zvlast vycho-
vévéni a tvofili by aktivni spojku mezi technikou a matematikou a apli-
kovand matematika by spojovala techniky s ryze theoretickou matema-
tikou.

O REPRESENTACI USPORADANYCH MNOZIN
(Referat o prednésce Dr Miroslava Novotného, proslovené 6. bfezna 1952 v Brnd.)

V této pfedndice se budeme zabyvati uspofddanymi mnoZinami.
Mnotina M se nazjvé &dsteénd uspofidand, jestlize je v ni definovéna
relace z < y, kterd mé tyto vlastnosti: L.z < 2, 2.2 S g,y S 2 = 2 < 7,
3. 2<y, y< ¥ =z = y. Misto relace < y pifeme také y > . Je-li
2y, %+ Y piSeme x < y. KdyZ pro n&jakou dvopcl prvkiz, ¥ nepla.t{
ani z < y ani y < z, pak ¥Hkéme, Ze prvky x, y jsou nesrovnatelne’ a pi-
Seme z || ¥ nebo y || z.

Pfiklad: Bud P libovolné mnoZina. Ozna¥me @(P) libovolny systém
jejich podmnoZin. Definujeme relaci < v systému @(P) takto: pro X,
Y eD(P) platf X < Y, kdy% a jen kdyZ X C Y. Snadno se dokaze, Ze
mnozina @(P) je timto zplsobem &iste¥nd uspotdddna. Kdy% na pt.
@D(P) je systém viech jednobodovych mnozin v P, pak libovolné dvé mno-
Ziny tohoto systému jsou nesrovnatelné.

' Mnozina M se nazyvé uplné uspofddand, kdy? je uspotddéna Sisted-
nd a nad to relace uspofddédni < splituje jesté axiom 4: Pro kazdé dané
2, y € M plati budto z < yneboy < «. V uplnd uspofddané mnozing tedy
nen{ nesrovnatelnych prvki.

Pfiklad: Interval {0, 1) je mnoZina tplné uspofddand, jestlize jeho
prvky srovndme podle velikosti. Jiny pi¥iklad: MnoZina viech celych &isel
uspoféddanych podle velikosti.

Jednu a touZ mnoZinu lze uspofddati riiznymi zplisoby, jak ukazuje
tento pfiklad: Bud # libovolné dané ordindlni &slo a bud M mnoZina
viech (ev. transﬁmtn{ch) posloupnost{ typu 9 utvofenych z &sel 0, 1, .

n. Prvky mnoZiny M ]sou tedy viechny posloupnosti Loy .- :cl cee
(A <), kde z,==0,1,2,...,n Volime-li = w,, kde w, je prvni ne-
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koneéné ordinélni ¢&islo, pak mnoZina M je tvofena vSeminekoneénymi
posloupnostmi utvofenymi z &isel 0,1, ..., n.

Tuto mnoZinu M lze uspofé,dat na pt.takto: Rekneme, %e 24, ..

A< L Yoy - (}. < 19), kdyz a jen kdyZ z; < yA pro
kazde A<D Snadno se v1d1, e mnozina M je timto zptisobem uspofs-
déna tésteéné; pfi tom existuji v M nesrovnatelné prvky. Na pf. prvky
10... a O1 ... jsou nesrovnatelné, at na ostatnich mistech oznadenych
teCkami stoji cokoliv. Prdvé popsané pravidlo uspofddani systému po-
sloupnosti budeme pro stru¥nost oznadovat jako pravidlo (a).

Mnozifiu M viech posloupnost{ typu? utvofenych z éisel 0,1,2,...,»n
Ize vSak usporé.dat také jinak: Rekneme, Ze z,z, . (). < 19) <
<YoYs -- . (A < 9),kdyz existuje 6 <9 tak, Ze x, = y,\ pro y! < d aviak
x5 < Ys. Snadno se pfesvédéime, Ze pfi tomto uspofdddni je M uspofddé-
no uplng, t. j. libovolné dvé posloupnosti jsou srovnatelné. Toto uspofé-
déni se nazyvé lexikografické. Na p¥.: Plati 10 ... > 01 ..., at na mistech
oznadenych tetkami stoji cokoli.

Bud déna uplne uspofddanéd mnozina M, budte 4, B jeji dvé pod-
mnoziny takové, ze A < B, t. j. kaidy prvek z A je pfed kaidym prvkem
z B. Rekneme, %e tyto dvé podmnoziny jsou v M sousedni, jestlize ne-
existuje prvek z e M tak, Ze A << << B. Dvojice sousednich podmnozin
A < Bv M takové, e 4 U B= M, se nazyvé fez v mnoziné M. Kdyi v M
neexistuje prvek z << 4, fekneme, %e M je koinicidlnt s 4, podobné, kdyz
v M neexistuje prvek y > B, fekneme, Ze M je konfindlni s B.

Dvé tdstedné uspofddané mnoziny M, M, nazyvime isomorfnims,
jestliZe existuje prosté zobrazeni f mnoZiny M na mnoZinu M, tak, Ze
< y v M implikuje f(z) < /(y) v M, a f(z) < f(y) v M; implikuje
x<y v M.Je to zobrazeni, je zachova.vé viecky relace véetne nesrovna-
telnosti. Isomorfni tiplné uspofddané mnofiny se nazyvaji podobné.

Hlavni problém, kterym se budeme zabyvati, je tento: Zda ke kazdé
Uplné uspofddané mnofiné existuje ordindlni &islo & a systém posloupnosti
typu, ? utvorenych z éisel 0, 1, ..., n usporddany lexikograficky tak, aby obé
mnoZiny byly podobné. Struénéjl Feteno, zda lze kaZdou uspofddanoutl)
mnoZinu' representovat posloupnostml z &sel 0,1, ..., n uspofddanymi
lexikograficky. Ukdzeme, Ze odpovéd na tuto otézkuj ]e kladné; zdroven si
v8imneme, jak v literatufe probfhaly pokusy sniZit » a ¢ na nejmensi
mozné ordindln{ ¥sla. V zdvéru rozsffime své ivahy i na mnoZiny édsted-
né usporddané.

Kladné fefen{ problému podal F. HAUSDORFF v kmze Grundziige der
Mengenlehre (1914). Znadf-li w; libovolné reguldrni poédtedni ordindlnf
¢islo, pak symbol 7, znaé mnoiinu viech lexikograficky uspofddanych
posloupnosti typu w; utvofenych z &isel 0, 1, 2 s touto vlastnosti: v kazdé
posloupnosti 2, ... 2, ... (A < wg) existuje d < wy tak, fe od ného po¥inaje

1) Upln® uspofédané mnotiny nazyvam déle struénd uspotédanymi mnotinami.
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jsou viechna ), = 1. Na p¥. pro & = 0 jest 010101 ... piikladem posloup-
nosti, jez do 7, nepat¥i, kdeito 20110 1111... tam pat¥i. Snadno se vidi, Ze
7¢ je koinicidlnis posloupnost{ 1111...; 0111...;0011...; 0001.. ; ... typu
wg*, t. j. typu inversnd uspofddaného k typu w;. Podobné je 7, konfindlni
8 mnoZinou typu w;. Libovolny fez v této mnoZiné mé budto doln{ sku-
. pinu konfindlni s mnoZinou typu w,; nebo horni koinicidln{ s mnozinou
typu w¢*. Celkem tedy je moZno ¥ici, Ze 7, neni konfinaln{ ani koinicidlni
8 mnozinou mohutnosti < ¥, ani v ni neexistuje dvojice sousednich pod-
mnozin o mohutnosti < ®;. Hausdorff dokézal tuto vétu: Mnoéina 7, obsa-
huje podobnou mnoZinu ke ka%dé uspofddané mno%iné o mohutnosti ;.

Dikaz: Bud 4 = {ay,q,,...,a,,...} (x < w;) mnoZina o mohut-
nosti X, jej{Z prvky jsou srovnény do posloupnosti typu w; bez ohledu na
své uspofddini. Bud B = #;; zvolme libovolné b, € B a pfifadme je k a,.
Dejme tomu, %Ze jsme k prvkim ay, ay, ..., a,, ... (A < & < wy) jiz pfifa-
dili prvky by, by, ..., by, ... (A < & < wy) tak, Ze b, € B a uspofadani obou
poslednich mnoZin je podobné. Prvek a, je bud pfed viemi a, nebo za
nimi nebo v nich definuje fez. Mdme ukdzat, Ze v B existuje v prvém pii-
padé prvek b, pfed v8emi b,, v druhém pFipadé za nimi a v tietim piipadsé
Ze existuje prvek b,, ktery zapadne mezi prvky b, tak, jako prvek a, mezi
prvky a,. To vSak je spravné, nebot mnoZina by, by, ..., by, ... (A < &) mé
mohutnost < ®; neni tedy mnoZina B s touto mnoZinou konfindlni ani
koinicidlni, takZe jak pfed ni tak za ni jsou prvky z B. Necht konetné
B’ U B” je fez v mnoZing by, by, ..., by, ... (A < &), jenZ odpovidéd Fezu
v mno%iné a,, a,, ..., a, ... (A < &) vytvofenému prvkem a,. Pak horni
i doln{ skupina fezu maji mohutnost < ¥;, takZe nejsou sousedni. Exi-
stuje tedy mezi nimi prvek b,. Tedy lze prvek b, sestrojit pro kazdé o <
< wg.

i)osud jsme pfedpoklddali, Ze w; je reguldrni ordindln{ &slo. Neni-li
wgreguldrn{, je reguldrniwg.,,. Snadno se vidi, %e kazd4 mnoZina o mohut-
nosti ¥; je podobn4 jisté podmnoZiné v 7,4,. Odtud tedy plyne fefeni na-
8eho problému: KaZdd uspofddand mnoZina o mohutnosti X, (¥ libovolnd
nekoneénd mohutnost) je podobna jistému systému transfinitnich posloup-
nostt typu ¥ utvofenych z &sel 0, 1, 2 a usporddanyjch lexikograficky; pFitom
D je vhodné reguldrnt poldteéni ordindlni &islo.

W. SierpPINSKI dokézal v roce 1949 (Sur une propriété des ensembles
ordonnés, Fund. Math, XXXVI, 1949), Ze ¢&isla 0, 1,2 v Hausdorffové vétd
Ize nahraditi &sly 0, 1. Dokézal vétu: Kasdd uspofddand mnofina mohut-
nosti 8, je podobna jistému systému transfinitnich posloupnosti nul a jedni-
&k typu w, uspofddanych lexikograficky. Zaroven ukézal, Ze typ w, se
obecnd sniZit nedd, t. j. existuji uspofddané mnoZiny mohutnosti ¥,,
jet se nedajf representovat posloupnostmi typu < w,. Takové je na pt.
mnotina typu w,. . C

Tyto dva vysledky dokazuji, Ze problém se d4 fekit kladné a pfi tom
lze vystadit pfi tvofeni posloupnosti s dvéma &isly 0, 1. Déle oviem tento
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podet snizit nelze. Pokud se tykd typu representujicich posloupnosti, do-
kézal Sierpiniski, Ze pro mnozinu o mohutnosti ¥, je tento typ < w,. Jsou
zndmy piiklady, kdy tento typ posloupnosti je < w,.

Analogickymi problémy tykajicimi se uspofddanych kontinui se za-
byval J. NovAk. Uspofddanym kontinuem rozumime uspofddanou mno-
Zinu s prvnim a poslednim prvkem, jeZ nem4 mezer ani skokd, t. j. v ni%
kaZdy ez mé tuto vlastnost: budto hornf skupina mé nejmensi prvek
a dolninem4 nej vétéi, nebo doln{skupina mé nejvétsf prvek a horni nemd
nejmensi. Dokézal, Ze typ representujicich posloupnostf souvisi 8 tak
zvanou separabilitou uspofddaného kontinua. Tento pojem je zaveden
takto: Bud M usporadané. mno¥ina, H C M jeji podmnozina. Rekneme
podle Hausdorffa, Ze H je hustd v M, kdyz ke ka¥%dé dvojici prvki a,
be M, a < b, existuje dvojice prvki a’,b" e H tak, Ze a < a’ < b < b.
Minimum mohutnosti hustych podmnoZzin v M nazval Novék separabi-
litow mnoziny M. Novék pak dokézal tuto vétu: Bud C uspofdidané kon-
tinuum o separabilité m. Pak C je podobno jistému systému transfinitnich
posloupnostt nul a jedniéek typu ¥ uspofidanyjch lexikograficky, kde & je né-
jaké vhodné ordindint &slo o mohutnosti < m. Dikaz této véty podal Novik
v préaci On partition of an ordered continuum, jez vyjde v dasopise Funda-
menta Mathematicae. Dospiva k tomuto vysledku takto: Voli v uspoféda-
ném kontinuu C hustou podmnozZinu H o mohutnosti m a provéddi t. zv.
postupné délent kontinua C: Vybere libovolny bod z H uvnitt C. Tim se C
rozpadne ve dva sousedni uzaviené intervaly I,, I,. Volme v kazdém
z nich daldi bod z H a dostaneme dalsi intervaly 1,9, o1, 19, 11; ke viem
témto intervalim poéfta.me jejich krajni body. Déle postupujeme transfi-
nitné. KdyZ jsme jiZ sestrojili v3echny intervaly I Ty e g - L(E<A)
pro viechna 4 < &, kde i; = O nebo = 1, definujme 1ntervalv I, .

(& < &) takto: je-li & isolované, vybereme uvnit?¥ kazdého 1ntervalu
I, ., . (6 < o—1) délici bod z mnoZiny H; ten rozdéli interval

‘o1 E
igiy - (E<cx——l)vedva.1ntervalyl, 0fp e 8 ...Oa’Iiozl...ig. .1
¢ < oc) Jestlize o je limitni ordinéln{ &islo, utvoEtme viechny priniky
n I foiyeee g . (6 < 2). Kazdy =z téchto prinikd je uzavieny interval
<a

nebo bod; v prvnim ptipadé jej oznadme I; oiy - (< a). Cislo o
nazveme Fddem intervalu I, iy g e (E< ). Pokméujeme v této ken-
strukei aZ do jistého minimdlniho ordindlnfho &isla &, pro né% neexistuje
#4dny interval fddu &. Toto &islo ¥ nazveme Fddem déleni. Snadno se vidi,
%e jest & < m. V kazdém intervalu je totiz vybrdn prave jeden délici bod
z mnozZiny H, takZe systém viech intervald mé mohutnost < m. Kdyby
bylo & > m, byla by mohutnost systému viech intervalé daného déleni
>m a to je spor. Ka,idy' bod v C je nyn{ prinikem jistého monotonnfho
systému intervald N 1, oy e T (¢ < A). Snadno se vidi, %e

A<
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Izo:cl...z‘_.... (£< A')DIa:.'a:,'...mé... (‘S< }-l):

kdy? a jen kdyZ
NZ=2a 2=z pro £ < A

Tedy véechny tyto intervaly definuji svymi indexy posloupnost
. Ty . . (6 < &) typu < 9. Lexikografické uspofddéni téchto po-
sloupnosti ]e podobno uspoFédén{ kontinua C.

Prof. Novék mi pak poloZil problémy, zda lze typ téchto posloup-
nost{ sniZit na poddtedn{ ordindlni &islo mohutnosti separability a zda lze
¥4d déleni sniZit na toto &islo. Odpovéd na obé otézky je kladné; to jsem
dokézal v praci Sur la représentation des ensembles ordonnés, jei vyjde
v dasopise Fundamenta Mathematicae. Plati dokonce tato véta: KaZdd
uspofddand mnofina o separabilité X, je podobna jistému systému transfinit-
nich posloupnostt nul a jednidek typu w, pfi lexikografickém uspofaddnt.
Diikaz tohoto tvrzenf spodivéd na tomto principu: Oznadme podle Sier-
piriského U, mnoZinu vSech posloupnosti nul a jedniek typu w, uspo-
fddanou lexikograficky: Vyberme v mnoZiné M o separabilité &, hustou
podmnoZinu o mohutnosti ¥,. K ni existuje podle Sierpiniského véty po-
dobn4 podmnotina H, v mnoZiné U,, . Ostatni prvky v M, jsou-li jaké,
definuji mezery v H, t. j. fezy, v nichZ horni skupina nemé nejmensf

a dolniskupina nem4 nejvétsi prvek. Kazdé mezete v H odpovidd mezera
v H,. Tyto mezery lze vyplnit prvky z U,,, jeZ pak odpovidaji prvkim
zM—H.

Pokud se tyde druhého problému, dokézal jsem, Ze odpovéd je klad-
né. Dokézal jsem vSak vice: Je-li usporddané kontinuum podobno néjaké-
mu systému posloupnostt nul a jednidek typu & pFi lexikografickém wspo-
fdddnt, existuje délent Fidu < 9. Z dikazu Novékovy véty, jak jsem jej
zde uvedl, plyne rovné siln&jsi tvrzeni: Je-li 3 Fdd délent kontinua C, pak
se dd C representovat poslowpnostmi nul a jedniéek typu < &. Odtud snadno
vychézi: Minimum fddw délent kontinua C a minimum typu representuji-
cich posloupnostt jsou tatds ordindlni &isla.

Polozil jsem si problém, do jaké miry lze tyto ivahy pfevést na
mnoZiny S4steénd uspotddané. Vysledek je obsaZen v préci O representact
&asteéné uspofddanijch mnofin posloupnostmi nul a jedniéek, jez vyjde
v tomto asopise. Vychodiskem mych ivah byla tato BIRKHOFFOVA véta
2 knihy Lattice theory (1940, 1948): Kafdd &isteéné uspofidand mnofina P
je tsomorfni s jistym systémem D(P) podmnofin v P uspofddanych podle
tnkluse. Dikaz je velmi prosty: Ke kazdému prvku z e P pfifadime jeho
normadlnt uzdvér, t. j. podmnoZinu f(r) sklddajici se ze v8ech prvki ¢t e P
prondit < z. Systém @(P) viech f() je z¥ejmd isomorfni s mno¥inou P.
Na zéklad$ této véty jsem dokdzal tuto vétu: Kasdd édstednd usporidand
mnofing o mohutnosti R, je podobna jistému systému transfinitnich posloup-
nostt nul a jednidek typu w, usporidanych podle pravidla (a). Dikaz: Bud
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UpUy oo Up oot (A< w,) posloupnost viech prvki mnoZiny P bez ohledu
na uspofddéni. Nechf k prvku z ¢ P pat¥{ normélni uzdvér M e O(P). -
Pritadme k prvku z posloupnost zyz, ... z; ... (A < ,), kde z; = 1, kdy%
uy € M,a ) = 0, kdyZ uye P— M. Snadno se dokéZe, Ze toto pFifazeni
posloupnosti k prvkim mnoZiny P je isomorfismus, jsou-li posloupnosti
uspofdddny podle pravidla (a).

Jestlize mno#ina P je uspofdddna uplné, pak také systém prifaze-

nych posloupnosti typu w, je uspofddén tplné podle pravidla (a). Ziejmé
se viak v tomto p¥ipadé uspoiddéni podle pravidla (a) kryje s uspoiddé-
nim lexikografickym. Vyplyvé odtud tedy jako diisledek véta Sierpin-
ského.
- Rekneme, %e prvek z d4steéné usporddané mnoziny P je maximdini,
kdy?Z neplatit > « pro Zadné ¢ € P; podobné se definuje prvek minimdini.
Rekneme déle, %e prvek «, jenZ nenf ani maximalni ani minimélni, m4
vlastnost (), kdyZ k nému existuje y € P, y = » tak, %e y < ¢ pro kazdé ¢,
pro né% z < ¢t. Podobné definujeme olastnost (). Rekneme nyni, e pod-
mnozina H C P je hustd v P, jestliZe obsahuje vSechny prvky maximalni,
minimélni, viechny prvky s vlastnosti («) nebo (B) a jestlize ke kazdému
a<b, a,be Pexistuji prvky a’, b’ € H tak,zea < o’ < b’ < b. Minimum
mohutnosti hustych podmnozin v P nazyvame separabilitou P. Analogic-
ky jako u mnoZin tplné uspofddanych jsem dokézal vétu: KaZdd cdsteéné
uspofddand mnofina o separabilité R, je podobna jistému systému transfinit-
nich posloupnostt nul a jednidek typu w, uspofddanych podle pravidla (a).
Tato véta je ze viech dosud uvedenych nejobecnéjsi, nebot z ni plynou
viechny dosud uvedené véty kromé Birkhoffovy a véty o rovnosti
minima ¥iddu déleni a minima typu representujicich posloupnost{ uspo-
fddaného kontinua.

Uvedené vysledky vedou na dal${ problémy. V seminé#i prof. No-
véka o uspofddanych prostorech se podrobné zkoumaji uspofddand kon-
tinua a mezi jinym také vztah minima mohutnosti ¥4du délenf k jinym
charakteristikdm uspofddaného kontinua. Déle se zdd, Ze bude potieba
podrobit analyse pojem husté podmnoZiny v &4stedné uspofddané mno-
%iné a zkoumat otédzku, zda lze typ representujicich posloupnosti sni%it.

Zévérem lze ¥ici, Ze problém, jehoZ prvni fefeni podal Hausdorff
téméF pied Styficeti lety, je stdle jesté podnétny. JiZ to svédéi o jeho zé-
vaZnosti a cend.

431



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T10:52:41+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




