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Casopis pro pdstovani matematiky, ro&. 77 (1952)

BELTRAMIHO VETA PRO PARABOLICKE BODY PLOCHY
ALOIS URBAN, Praha.
(Doslo 18. zafi 1952.) 513.735.4

V ¢lanku odvozuje autor vztahy mezi geodetickou kiivosti asympto-
tiky a prvni a druhou kfivosti resp. geodetickou ktivosti kiivky, jez se
dotyké asymptotiky v parabolickém bodé uréitého druhu. — Z této
obdoby Bonnetova vzorce odvozuje pro parabolické body plochy
vzorec Beltramiho. ‘

1. Zndma Beltramiho vétal), jez se tykad geodetické kiivosti asymp-
totické kiivky plochy a kfivosti rovinného fezu plochy jeji tednou rovi-
nou, formuluje se jen pro hyperbolické body plochy.?) Je viak moZno vy-
slovit vétu obdobnou Beltramiho vé&té i pro nékteré parabolické body
plochy, jak na to upozornil Fr. Vy¢IcHLO.3)

V 1zké souvislosti s Beltramiho vétou je Bonnetv vzorec?), ktery
udévé vztah mezi geodetickou kiivosti asymptotiky a prvni a druhou
k¥ivosti kiivky, jez se v uvaZovaném hyperbolickém bodé dotyk4a asymp-
totiky a jejiz oskuladni rovina v tomto bodé splyvi s teénou rovinou
plochy. Beltramiho véta je jen jeho specidlnim pifpadem pro rovinnou
kiivku plochy.

V dal8im jsou uvedeny véty, které jsou obdobou Bonnetova vzorce
a Beltramiho véty a plati v jistych parabolickych bodech plochy.

2. Pro redlnou kfivku plochy prochdzejici oby¥ejnym bodem plochy
uvaZované jednak v (obydejném) prostoru R, (pfi emz oznaéime jednot-
kové vektory tedny, hlavni normily a binormély postupné t, n, b, prvou
k¥ivost k, a druhou k¥ivost k,), jednak na ploSe (pro jednotkovy tedny
vektor pi§me nyn{ i = t, jednotkovy normélni vektor ozna&me j®) a geo-
detickou kiivost k) plati rovnice®)

kyn = kj + by, i2irN, : (2.1)
pti &emi b,,7) je druhy zakladni tensor plochy a N jeji norméla.

1) [1], str. 258 (&islice v lomenych zdvorkéch tykaji se seznamu literatury
avedeného na konci prace).
2) Viz na pf. [3], str. 325—326, [5], 11, str. 51, [7], str. 407—409.
3) [6], str. 8—9. )
4) [2], str. 267.
“) j normujeme na pi. tak, aby tihel vektoru I j v tomto porédku byl +3n.
8) Viz na pf. [3], str. 283—284.
) Au,v, 0 =LIL
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Derivujeme-li dvakréte (2.1) podle oblouku ¢ uva¥ované kfivky a
ufijeme-li Frenetovych vzorct pro kiivku v R, a pro kfivku na ploge,
dostaneme postupné

dk . de .. ..
— K3 +—d;1 n +kk,b = (— ke — (u)2)i + (d_s—(“)(”)) s

+ (3k(i7') + (iii)) N, ‘ (2.2)
dk dk .. R I
(——-— 3k, 3:3 + 3k N -+ 6k(id) () + 3(%)(@%)) i+
d2k dk dk.
+ (—-Ic;‘-—klkg +d—8;) n +(2d—81k2 +k1$?) b=

X 2
= (—ks - S — () — Bk(51) — 20)(56) — (ii)(iii))i +
+ (4 6 + 90069 — o9 — G+

-+ 6k(¢1j) + (iiii)) N, (2.3)
kde jsme pro stru¥nost polozili
(6) = byitir, (1)) = bayitje, (j7) = baugie, 2.4)
(195) = byy,1rikiv, (ii6i) = (Dyby,,) 1AFIVIY;
pfitom b,,, je Codazziho tensor plochy®) definovany vztahem
borp = Dubays ) (2.5)
kde D, je symbol kovariantni derivace pfisluiné konexi urdené Chri-
stoffelovymi symboly plochy.
Dosadime-li
n = jcosp 4 eNsing, b = s*e**(—js sing 4 N cosp), (2.6)
kde ¢ = 4- 1 a kde ¢* = 4- 1, &** = - 1 jsou urdeny relacemi
e* =i, j, N], e**=[t, n, b].?) (2.7)

do rovnic (2.1)-(2.3) a uZijeme-li toho, Ze vektory i, j, N jsou linedrng
nezévislé, nalezneme

wAp

(a) k, cosp =k,
(b) ek, singp = (43),

8) 5], 11, str. 13.
%) {a, b, c] je symbol pro determinant ze soufadnic vektort a, b, c.
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(c) ee*e** ke k, sin(p—% cosgp +—g—f = (¢1)(19),

ds

dk, . ot
Q) e*e**f.k, cosp + & 5, Sine = 3k(ij) + (i47),
(e) k, (318 +k 51—"—; = — 2k(13)(1j) — (45)(332), (2.8)
£) (— — ki3 &, ) cosp — ge*e** (2%1 ky 4 &, (illc ) sing +

d
- 18— S = B ~+ BRI - 2)(6) + G,

dk,

2
(g) ¢ (— k3 — K, k3 (ilkz) sing 4 s*a**( dk, by + k1 ) cosp =

— — 44900 4 S 5) -+ BRG]) — (59— (G0))® -+ BRGH) (i) 10)

3. Predpokliddejme nyni, Ze dany bod plochy je obydejnym parabo-
lickym bodem plochy!?), t. j. Ze v tomto bodé je normélnik¥ivost v jed-
nom z hlavnich smért nulové, ve druhém nenulové. Jsou-li 9/1 z'\ jednot-

kové vektory hlavnich sméri, pak oznadeni jejich volme tak a,by v uva-
Zovaném bodé bylo

1 1
a) — = b, ,iM# 3= 0, b) — = b, ,irir = 0; 3.1
) -R]_ A[ll 1 ) -Rz ] Al‘2 9 ( )

je tedy v tomto bodé i soudasné dsymptotickym smérem.

Necht i2 je tedny jednotkovy vektor kfivky, jeZz se v daném oby-
dejném parabolickém bodé dotyks asymptotické kiivky, ¢. j. necht v da-
ném bods je

1A = ¢4, , 3.2)
2
pak pro tento bod zfejmé plati
" bputriE = by,itis =0 ' (3.3)
Y22 -

a déle — vzhledem k tomu, e v uvaZovaném bodsé je j* = ¢'it
1

(¢f==+1)—

o . . 1
bruitit = &'y 42k = 0, by jAjk = by, irik = —, (3.4)
12 : 1 1
10) Rovnice k3 — k® = (i4)? byla vypustdna, nebot je piimym algebraickym
dusledkem rovnie (2 8a, b).

1) Rozumime jim bod, pro ktery tensor b, , mé hodnost pré,vé 1; body, v nich% .
b, mé hodnost 0, nazyvaji se rovinné body (v1z [5], I, str. 201).
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konedns
but@itis = 0, (3.5)
222
jak najdeme derivovénim (podle oblouku asymptotiky) rovnice
by itir =0, (3.6)

j1% vyhovuji asymptotické sméry, a dosazenim vztaht 14 = 42, jA = ¢'i4,
které plati v daném bodé. 2 1

Nyni jiZ snadno dokéZeme

Lemma l. Proni a druhd kfivost a geodetickd kfivost kfivky, kterd se
v obycejném parabolickém bodé plochy dotykd asymptotickych kiivek a md
8 nims spoleénou oskulaéni rovinu, jsou v tomto bodé vdzdny rovnicemi
dk dk d%, d%

s —1 —‘—}='_< _— =
8) ky =1k, b) bk =0, o) 75 =70, d) 55 =@

dk dk 3
e) e*et* (2 — k k ~—2) = — k% + 6kb,,,ivirj¢ + (Db, ,,) t0tririv.
) ds 2 T ds R, - A”22§+( M)2222

(3.7)

Dikaz. Jelikoz oskulaéni rovina asymptotiky je tednou rovinou
plochy, ptedpokldddme vlastng cosp = 1, sing = 0; dosazenim téchto
hodnot a vztahi (3.1)--(3.5) do (2.8) dostdvame (3.7).

Jako disledek plyne okamzité:

Pro kfivku plochy, je£ se v obylejném parabolickém bodé plochy, ktery
pro ni nent staciondrni, dotykd asymptotickych kfivek a md s nimi spolecnow
oskulaént rovinu, jest v tomto bodé

dk, dk d*, d%*

&) k]::k, b) k2=0, c)_as_:_(ﬂ’ d)

ds? ~ ds?’

3 dk
e) — k% 4 k| 6b,,),,19idjr — e*e** ——2) D, b, ,,) twirirey = 0. 3.8
)-R1 + ( ’\”22; ds +( /\/4)2222 ( )
Poznimka 1. Rovnice (3.8b) je vlastnd specidlnim piipadem Bon-
netova vzorce (pro oby&ejné parabolické body).

Poznédmka 2. Z pfedpokladu, ze dany obydejny parabolicky bod
nenf pro uvaZované kiivky staciondrni, plyne ihned ze (3.8e), Ze v tomto
bod$ je nutné (D,b,,,) 1@irik> + 0.

2222

4. Abychom mohli odvodit dalsi dtsledky z lemma I, vimneme si
jeBté asymptotickych kfivek prochdzejicich uvaZovanym obyéejnym
parabolickym bodem. Geodetickou kfivost asymptotiky oznadme k.
Platf: - a

\ :
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Lemma Il. V obyéejném pambolwkgm bod€. jsou geodetické kfivostt
asymptotik vdzdny kvadratickou rovnicé

2k2 — + 5kbw,\”wz'\7ﬂ + (D,bryy) 19irirey = 0.12) 4.1)
a Rl 2222
Dikaz. Derivujeme-li rovnici (3.6) asymptotik dvakrdte podle
oblouku asymptotiky, najdeme rovnici

(Dybaw) 1932iki? - 5kb, i9ij# + 2k, jAjn — 2k2h, NN -
a a a

dke :
+ 25 byt =0, (4.2)

kterd se pro dany bod vzhledem k (3.2)=(3.4) redukuje prdvé na (4.1).
Z lemma I. a II. plyne bezprostfedné:

Necht na plode existuje kfivka, kterd v obyéejném parabolickém bodé
nemd staciondrnt bod a md v tomto bodé s asymptotikami spoleé’nou teénu
a oskulaéni rovinu. Pak uvafovany bod nent staciondrni ani pro asympto-
tické krivky.

V dal§im budeme piedpokléddat, Ze v uvaZovaném obydejném para-
bolickém bodé nemaji asymptotické kiivky staciondrni bod, t. j. pfed-
pokliddme, Ze v tomto bodé je

(D) i¥itisiv + 0. (4.3)
2222

Nalezené rovnice (3.8e) a (4.1) miZeme jeSté upravit tim, Ze najdeme
jiné vyjadieni pro b,,,,i%i#j a (Db, ,,) 193%ire” (kde 42, jA jsou jednotkové
tedné a normélni vektory asymptotické kiivky) pro dany obyéejny para-
bolicky bod.

Derivujeme-li totiZz rovnici b, ﬂi/‘iﬂ = 0 (platici pro hlavni sméry)

jedenkrdte podle oblouku s druhé hlavnf kfivky a vztah by, itk =
2 22 2

dvakrédte podle téhoZ oblouku a uZijeme-li relaci (3.2)--(3.4), jeZ plati
pro hlavni sméry a asymptoticky smér v uvazovaném obycejném para-
bolickém bodé, najdeme
a) by ,1wirje =—Ic
e ) 2 By’
(4.4)
b) (D, by,,) 1wiriky = 3k — ! + &1
v e e 2 By dngz"

12) 6], str. 8.
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Po dosazenf (4.4) do (3.8¢) & (41) dostévame rovnice

dk, daz 1
w) 3K —6kk 43K — X Rk + By 75 =0,
2 2 (4.5)
1
b) 3lc=--5kk +2k2+R1d2R .0,

b
kterych v daldfm budeme uZivat.

5. Nejprve doplnime Bonnetiiv vzorec (3.8b); plati totiz:

Necht obylejny parabolicky bod plochy nenti staciondrni pro asympto-
tické kfivky ani pro kffivku K, je£ md s asymptotikami v tomio bod€ spoled-
nou teénu a oskulaént rovinu. Pak geodetické kfivosti asymptotickych kfivek,
geodetickd a druhd kfivost kfivky K jsou v tomto bod€ vdzdny rovnict

dk, dz 1
gAY — 9k)2 — R. | e*e** ___~__ __BL\2
3(k — k)?(3k — 2b) (ss kg i R)(Gk SER. (5.1)

Dikaz. Rovnici (5.1) dostaneme Vylouéenlm kz (4.5).
2

Poznédmka. Pro K v tomto bodé plati oviem také

dkdok, _ d%

'&;’ . C) d82 d T2’ d) k2 =0. (52)

dk,
a) :{c = k, b) TS =

V dalsim budeme uvaZovat priise¢nou kfivku plochy s te¢nou rovi-
nou v jejim oby¥ejném parabolickém bod$. Geodetické k¥ivosti v&tvi
pruseéné kiivky oznadme k®, k®, geodetické kiivosti asymptotik
-oznaéme kU, k®, DokdZeme, Ze plati:

a a

Vé&ta l. Necht obylejny parabolicky bod plochy nent staciondrni pro
asymptotické krivky; pak

1. nent staciondrni pro priseénou kfivku K plochy teénou rovinou
v tomto bodé,

2. pro geodetické kftvosti obou vétvi rovinného fezu K a geodetické kfi-
vosti obou asymptotik platt

a) kVE® = JLWED by kD | k® — 5D 4 k@), (5_3‘)

a a a a
Dikaz. Ob& vétve priseéné kiivky plochy s tenou rovinou v oby-
<dejném parabolickém bodé plochy maji v tomto bodé spolednou tednu

a tedy pro priisednou kfivku plati lemma I. Tvrzeni 1 plyne z (3.7e),
nebot jednak podle pfedpokladu o asymptotikdch je (Dyb,,,) 19irir» =
2222
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=% 0, jednak pro priisednou kfivku je k, = 0. Tvrzeni 2 plyne z rovnic
(4.5), kam je tieba jesté poloZit dk, = 0, t. j. z rovnic

ds
k2 Gkk k 4+ R @ 1 =0
3:) 3k — +3 + ld ZR )
(5.4)
b) 2kt —5kk + 342 + R d 1 o
a a2 ldez

Véta ll. Nuind a dostalugjici podminka pro to, aby v obylejném para-
bolickém bodé plochy, ktery nent staciondrnt pro asymptotické krivky, platila
pro jednu vétev prisecné kfivky teéné roviny s plochou a jednu asymptotiku
Beltramiho podminka

k= 3k, (5.5)

a

jest: obé vétve priseéné kfivky v tomto bodé maji touZ geodetickou kiivost.

Diukaz. Podle (5.3a) je zfejmé, %e nutnd a dostadujici podminka pro
to, aby pro jednu vétev priseéné kiivky a jednu asymptotiku v obydej-
ném parabolickém bodé& plochy platila podminka (5.5), jest, aby pro
druhou vétev priseéné kiivky a druhou asymptotiku platila podminka

k=k. (5.6)
.
K tomu je v8ak nutné a stati — jak plyne z rovnic (5.4) — aby
dz 1 dz 1
2 —_——
(310 + R, — d 2 ] ) 1R E, 0, (6.7)
2

coz vzhledem k nerovnostem (3.1a) a (4.3) d4vd nutnou a dostadujici

podminku ve tvaru
dz 1
Ty 58)

To znamend, Ze nutné a dostadujici podminka, aby platila Beltramiho
podminka, je, aby rovnice (5.4) se redukovaly na

8) B— 2k + B =0,
b) 2k — Sk + 3 =0. (5.9)

a2

Odtud jiZ bezprostfedné plyne dokazované tvrzeni.
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Poznimka. Uvedme, Ze 1ze snadno zkonstruovat plochy s takovymi
obytejnymi parabolickymi body, Ze v nich jsou splnény pfedpoklady
véty II a a) neplati, b) plati Beltramiho podminka.

Tak pro plochu z = L(z 4+ y)® + (z + ¥)(22% + y?) + 42%? je bod
(0; 0; 0) obydejnym parabolickym bodem, ve kterém jsou splnény p¥ed-
poklady véty II, ale neplati Beltramiho podminka; pro tento bod najde-

1 dz 1

=9 — 3]/ @ — 19 r® — 9l/o :
me =2 g5 g 3, k 3]/2 a tedy kv = ]2, k® = 2]/2, t. j.
2

KD & o,

Pro plochu z = }(r + y)? — (z + y)(@* 4 y?) + 22%2 je rovnéz bod

(0; 0; 0) oby&ejnym parabolickym bodem, v ném? jsou splnény pfedpo-

klady véty II; tentokrdte vSak je splnéna Beltramiho podminka; v tomto
1 dz 1 ‘

bode]etotlz-E; =2, — d 2R =0, ;c: V§ a tedy k% = k?® = ic(l’ = ;c,

(2 __ 372
K = 3k,
a

Jako snadny disledek pfedchozich dvah jesté dokdzeme:

Necht na (nerozvinutelné) plode existuje ki¥ivka obyéejnijch parabolic-
kych bodd, jet je soucasné asymptotickou kfivkou. Pak v kaZdém jejim bodé,
jenZ nent staciondrni, plati pro geodetickou krivost jedné z asymptotik a geo-
detickou kfivost vétve Fezu plochy jeji teénou rovinou Beltramiho podminka
(5.5). ‘

Dukaz. Pfedpoklddejme, Ze na dané nerozvinutelné plofe existuje
kiivka K oby¢&ejnych parabolickych bodii o jednotkovém teéném vektoru
2. Necht K je soudasné asymptotickou kfivkou. Oznadime-li ¢ jednot-

2
kovy tedny vektor hlavni kfivky, jez prochézi bodem k¥ivky K a jei se
ji v tomto bodé dotykd, pak podél kiivky K je stile z'\ =ila tedy —-—=

= O Odtud plyne ::— Ri = 0 podél K (kde s je oblouk kiivky K). J esthze
2

se nyni omezime na body, jeZ nejsou pro K staciondrni, pak pro k a k
a .
dostdvame rovnice (5.8), z nichz jiz plyne (5.5).

Poznéamka. Existuje-li na ploSe rovinnd k¥ivka K, jez je dotykovou
kfivkou tené roviny plochy, pak je K kfivkou parabolickych bodu plochy
a soudasné jeji asymptotickou kiivkou.!3)

13) Normély N plochy r = r(£*) podél rovinné kiivky K o rovnicich & =
(Pokradovdni pozn. na protéjsi strané)
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Na pf. na anuloidu existuji dvé kruznice parabolickych bodi uvedené
vlastnosti; v kazdém z téchto bodi plati tedy Beltramiho podminka,
protoze kazdy z nich je obyéejny parabolicky (a oviem nenina uvedené
kruZnici staciondrni). Je-lia > 0 polomér téchto kruZnic, pak pro k¥ivost

. 3
asymptotiky (rzné od zminéné kruznice) jest £ = Sa° 14
a
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= £X(s), kde & je jeji oblouk, jez je dotykovou kiivkou teé¢né roviny plochy, jsou
rovnobézné, t. j.
dN
— = Nji* = *
P =0 *)

. der oN
(’&A = EEE’ N, = —d?l) a tedy vzhledem k tomu, e by, dé* ds# = —r;N,, d&t dgm

or\ . , s aNa1 s
(rl = —0—9), je smér ¢* asymptoticky. Dale je Det. |by,| = Det. |— ryN| = [, gl

. [Ny, Nyl (kde [a, b] znagi vnéjsi soudin vektoru a, b); protoze podél K je [Ny, Ny =
= 0 — jak plyne z (*) —, jsou body kiivky K parabolické.

14) Viz na pt. [4], str. 278; ostatn® pro pfipad anuloidu = (a + 7 cosu) cosv,

y = (a+ rcosu)siny, z = rsinu (¢ >0,r >0, 0 < u < 27, 0 < v < 27) snadno

pfimo najdeme: R, = r; orientujeme-li j tak, aby podél kruznice w = 4 resp. u =
2 .

= $n sviraly I a j v tomto pofddku thel — 47 resp. — §n, pak vzhledem k volbé&
2 2

1

[I,j, N] = ¢* dostdvédme pro tyto kruZnice k = ! a dale by %tk = — —,

22 s a @ “a22 s 7
1 2

D b iOGAHY = — 4, ED = k@ = kD =k = =, kD = 3@ = —,

(Do) oitis = oy tody B — k® — k) = = 2, k0 = k0 = 7
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