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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Ustrednl dstav matematicky
SVAZEK 77 « PRAHA, 31. 1. 1953 » CISLO 4

REFERATY A CLANKY

O JISTYCH MATICICH A ROVNICI PRO PARAMETRY
SINGULARNICH BODU RACIONALNI KRIVKY
MIROSLAYV FIEDLER, Praha.
(Dokongéeni.) 512.831:513,61

C4st IIT.

V této Zasti se budeme zabyvat rovinnymi raciondlnimi kfivkami
(vyludujeme jiz pfimku). Budeme tedy pfedpoklidat, Ze kfivka C je
déna vyjadfenim (11), totiz

T = a(n)(tl’ t2)’ Ty = b(n)(tla t2)s T3 = c(n)(tl’ ta): (11’)
kde nejvétsi spoledny délitel {a,)(?), by(t), cm(E)> =1 a kde matice
A ay, Ay, ..., Qy, ‘
(Bi”’) = (bo, by, ..., b,,) » (20)
o Coy Cps ey Cp .

mé hodnost A = 3.

Ptitom koeficienty a;, b;, ¢; jsou opét ze zdkladniho t8lesa K charakteris-
‘tiky nula. '

Pak matice M ,(x) z véty 5 je 8tvercové, soustava nadploch, o niz
se mluvi v této véts, obsahuje jedinou k¥ivku (dokdZeme totiz, %e f neni
identicky nula)

A(:l"’ xIIn .
f=|B®, ol =0. (21)
0w, z,

Pro kiivku f = O plat{ véta:

Véta 10. Katdy bod y = (y1, ¥s, Ys) md vzhledem ke kfivce (21) tou¥
ndsobnost*) jako ke kfivce (11') v definict z &dsti 11. Je-li-k Liirothovo &islo

*) V definici obvyklé z algebraické geometrie.
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pro kfivku (11'), je identicky

f(@y, T3, 25) = [g(2y, 2, x3)]F,
kde g je ireducibilni forma. Je tedy kfivka (21) k-ndsobnd ireducibilni
kfivka.
NeZ tuto vétu dokdZeme, uvedeme pomocné véty, kterych budeme
uzivat i pozdéji.

1 2 8
Pomocnd véta 1. Necht p(n,y, D(n,), - -, Png) j& s forem, po dvou ne-
8 k
soudglnych, pro které je = n, = n > 0. Jsou-li P matice prislusné for-
k=1
k
mam Py, je determinant
23 H
[PP ... Pl,,
13 3
A= |[PP... Pl | 4 0.%)
SIERTIIY
| [PP ... Pla,

Dikaz. Pfedpoklddejme naopak, %e za podminek véty je 4 = 0.

Pa.k existuje, obdobne jako v pomocné vété I. &asti (str. 245) s forem
2

r(,.‘_l), T(ng—1)ys - - r(,._,_l) (pro ta i, pro néz je n;= 0, forma r odpad4)
v &, t, tak, Ze je identicky
12 s i23 8 12 s—1s
rp...p+prp...p+...+pp...p r=0,
. 1 s
a pfitom alesponi jedna z forem 7, ...,r nenf nulova (je totiz n > 0).
1

Nechf na pf. r neni identicky rovna nule (takze n, > 0). Ponévads lze

psét
12 s 123 s 2 s—1s

rp...p+plrp...p+...+p...p1)=0,

?

1 12 s i
déli forma p soudin rp ... p. Vzhledem k nesoudélnosti p, p pro 7 = 5 déli
1 1 1

tedy forma p stupn& n, formu r stupné n, — 1, coZ neni moZné, nebot r je
nenulové. Tento spor dokazuje pomocnou vétu 1.
8 8
( ) (ﬂ n

*) Pi%eme na pt. [PP -+ ]n, misto podrobného P10 F IR S
vyslednima.tlcemébedy n, fadka a E nk = n sloupcti. Nékdy budeme v obdobnych
pﬂpadeoh vynechévat i hranaté zé.vorky a index n,, bude-li zfejmé, kolik fadku
matice mé. Potet sloupct je pak o soudet stuptiti forem, jejichZ matice se v soudinu

vyskytuji, vétai neZ potet Fadkl, Pro tyto soudiny pak v jistém smyslu plati komu-
tativni zdkon, jak plyne z rovnic (3). Toho budeme pozdé&ji ¢asto uZivat.
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Pomocnd véta 2. Jsou-li a(ny, biny formy stupné n a ¢(my nenulové forma
stupnd m v t;, &, & plati-li {ae,)(?), b)), cm(8)) = 1, existuji v K &sla

«, B tak, Ze
o) (t) + Bbwy(t), cm(t)) = 1. (22)

Dukaz. Necht v n&kterém nadtélese K, nad K se c(y)(t) rozpadd
v linedrni faktory (budeme pfedpoklddat, Ze m > 1, protoze pro m = 0
je piipad trividlni).

Necht tedy (uy, ), k =1, 2, ..., p, jsou vechny nenulové navzdjem
linedrné nez4vislé dvojice v K; takové, Ze cumy(y, ¥) = 0. Je tedy
» < m. ProtoZe K je nekonené téleso (je charakteristiky nula), existuje
dvojice (OC, ﬂ) ta’k) Ze ((X, ,B) =+ (b(n)(lu’ln ’Vk), - a(n)(ﬂ‘k’ 'Vk)) pro k= 1’ ey P
(Ge (b (@r> ¥6)s — AU(trs 7)) F (0, 0), nebot {ay, bimy, €myy = 1).

Cisla «, B uZ maji vlastnost, Ze plati (22): kdyby totiz néjaka forma
kladného stupné dy,) délila soutasné wa, + fb,) & ¢m), platilo by to
i pro nékterou z forem wt, — wit,, takie by bylo wag)(u, v) +
+ B bim(ttxs vi) = 0, (&, B) = [bw) x> ¥i)s — @) V)], cOZ je spor.

Pomocnd véta 3. Necht F(t,,t,) je nenulové forma a z = (2, 2, 23)
s-ndsobny bod kiivky (11'), s = 0. Pak existuji trojice &fsel («,, &g, 0tg)
a (B, Ba, Bs) tak, Ze

Kys 295 a(n)(t)
X9, 29, (n)(t)
X35 23» C(”)(t)

/31’ 21 a)(t)
ﬁ2, 2g» bin(t)
ﬁ3 23, C('n)(t)
kde formy &, -4, B(n - s) jsou nesoudélné, %4dné z nich nem4 vicendsobné
faktory a obé jsou také nesoudélné s F(¢,, t,).

= u(s)(t) . “(u—s)(t)7

= Ug)(t) - Bia-9(t),

Dikaz. Vyjdeme ze dvou pomocnych tvrzeni:

Pomocné tvrzent 1. Jsou-li om), Bm) nesoudéné formy m-tého stupné
v i, t,, kde m 2> 1, pak forma

o of
ot oty
o of
oty oty
nen{ identicky rovna nule.
ProtoZe m > 1, existuje v néjakém nadtélese K; nad K nenulovd

dvojice yy,y, tak, fe am(yy, ¥2) = 0. Je ‘tedy Bem(¥1, ¥2) + 0, nebof
podle pfedpokladu jsou &(m) & f(m) nesoudélné.
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Lze psit om(ty, ty) = (tlyz—tzyl)ky(m oltt), kde £>0 a
Pim-u(¥1, ¥3). == 0. Odtud

o op V-1 O
a—tl’ a—tl k(tyys — ty, )~ yopm-n + (rya—ta9,)* l%';Tk‘, -aLZ'
© lox o8| y B |
'5[’: ‘é% . —k(tly2—t2y1)" Lyiyom-1) + (Eya—tayn)* y(a"; - atﬂz .
= (byy—toy)f1. 4, kde 4 =
0 7
kysyum-w + (192 —ty1) y(g; 2 az
N pm—r P
— kyym-r) + by — ¢ 1) a";z =, 52‘
Kdyby byl determinant
ox 9p
ot,’ ot
ox OB
6t2 8t2

identicky roven nule, byl by i determinant A(t,, ,) identicky roven

nule. Aviak
B
Yo [atz]y

Ay, Ys) = kym-u(Y1> Ye) Y =
[,

= mbym-1)(Y1 ¥2) By, ¥2) + 0, takZe ani prvni determinant nenf
identicky” ‘roven nule.

Pomocné tvrzent 2. Jsou-li p(y), gin)s n > 0, linedrné nezévislé formy
n-tého stupné v £, ¢,, pak determinant :

o o)
ot,’ ot, .
op dq
. P oty’ ot
nen{ identicky roven nule.
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Necht totiz {Pw), Im) = dis) Pt = (o) - K- Un) = ) - Bin-9) -
Je tedy {o(n—4), ftn-0> = 1, n > 8 (jinak by formy p), g byly linedr-
né z4vislé). Odtud

op 9 od o , od
2, o, at, + ot, ﬂ+6t 4 at,
D= = —
ap 8q ad 6(x o8 , od
ot ot E 8t2 3t2 ﬂ T, 4 o o,
0 0 1
o B od
de ot oty ot, _
n—s o 9B od
oty oty oty
(n—8) &yeg)y (M—8) Bla—s), — (n—8)dy
ox o8 od
de |0 ot ot
T n—slax o8 ad N
at, ot at,
- od ., ad
0, 0, -”(n_s)d(s)“’ﬁ’ét_l"" 26_t2

ox _Gf

no o ot,’ oty
n——@ 8) o _3_/3 N
oty oty

Z pomocného tvrzenil pak ihned plyne, Ze skuteéné D neni identicky
nula.

Nyni jiZ mZeme dokézat pomocnou vétu 3. Je alespoir jedno
z ¥sel 2y, 2,, 23 Thizné od nuly, necht z; == 0. Lze psit p(,) = 230(n)— 21(n) =

= U Fn-e)y L) = 2aD) — %20 = UPin-s11 Fin-s» Bin-9p = 1; me-
bof nejvétsi spoledny délitel determmantu Pin)s An)s 21b(n) — 220(m) j©

roven (D) 4w |je 2.0(m) — 200 = ;; (29(s) —2%2Pw)| & podle pted-

pokladu s-tého stupné, {Pe), 9n)) = U(,). Formy p(,), ¢ jsou linedrné
nez4vislé, nebof jinak by i @), by, ¢(,) byly linedrné zévislé a hodnost
matice (20) by nebyla tii. Podle pomocného tvrzeni 2 nen{ tedy forma
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P 9w
b o, oty
0Py 99(n)
Oty ~ Oty

_ identicky rovna nule.

Protofe <&-(n—s)’ B?n—s)> =1, jei <;(n—s)7 .B_(-n—s)! D.F)=1 Soutin
D . F(,,t,) neniidenticky roven nule, existuje tedy podle pomocné véty 2
dvojice &isel gy, p, tak, Ze

<Qla(n—s) + Q%ﬁ—(n—s)’ D. F> =1 (23)

Forma 9,&(,-,) + 038(n-s neni identicky rovna nule, nebot D m4 stupeti
~alespoil dvé (je totiz » > 2, nebof jinak by matice (20) méla hodnost
men3i nez t¥i). Podle pomocné véty 2 existuje opét dvojice &isel oy, o,
tak, Ze

<O'IE(”_3) + Uﬁﬂ(n—s)’( (le(n—s) + 92:8(7;-3)) DF> =1 (24)
Oznagme Kip—3) = Qla(n-s) + Qzﬂ(n—s): ﬂ(n-s) = 0'1&(”_3) +02ﬂ(n—s)' Je
tedy pro oy = — @y, s = 01, %3 =0,y =—05, 3 =10, 3 =0

X15 215 A(n) ﬂl’ 21y Ap)

Kgy 295 Dim) | = W)X (n—s)s Bas 225 bimy | = u(s)ﬂ('n—s)'

X35 235 C(n) Bss 23, Cm)

Pfedné z (24) plyne, Ze (ﬂ(,,_,), Xn-) = 1;2 (23) a (24), Ze (&n- )
F) = {Bin-o), F) = 1. Zbyvs jen dokdzat, Ze (-, ani fi,_, nemaji
vicendsobné faktory. Kdyby viSak ex1stova1 vicendsobny faktor o,-g),
existovala by v néjakém nadélese K; nad K nenulové dvojice y,, y, tak,

Ze
30‘9.—;)] [30‘(,.—3)]
- 1 = O) - | = 0,
[ a, 1y oty Jv
a tedy pro (g, 05) =+ (0, 0) je jednak
aE(,,_,)] [ag(n—s ]
=2 Hn=a | _ o,
91 [ atl ”+ 92 atl Y

: a-&(n—a) 65(7&-3) .
gl [ atﬂ ]”+ 92 [ atﬂ II— 0,

jedna'k X(n—0)(y) = 0.
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Odtud plyne, ze

% aﬂ—(n—-s)
o, 1/ L o 1y
% PBn-s)
ot, 1) ot, 1y

Je tedy D(y.) = 0, jak vyplyvd z identity, dokdzané v dikazu pomoc-
ného tvrzeni 2:

o op
n ot,’ ot,
= |
at, oty
To viak je spor s (23), Ze {x(, -4, DF) = 1. Obdobns se dokéze, Ze ani
Bin-s nemd vicendsobné faktory. :
Nyni jiz pfejdeme k ditkazu véty 10. Budi y = (y;, %2, ¥5) bod

nésobnosti s, s > 0, pro kfivku C ve vyjddreni (11’), takZe nejvéts
spoledny délitel determinantt druhého stupné matice

Y15 a’(n)(t)
(Z’/a: bw(t)) (139
Y3, C(m(P)

je s-tého stupné; budiz to u,(t). Forma u() neni identicky rovna nule,
nebot pak by matice (20) méla mensi hodnost ne% t¥i.

Cisla ¥y, ¥,, y; nejsou soudasnd rovna nule; necht na p¥. y; == 0.
Oznadme

I_i(n)(t) = Y3 An)(t) — Y1 C)(?),
b(n)(t) =Ys b(n)(t) — Y C(”)(t).
Obdobné jako dtive se zjisti, Ze
() = U (t) - K(n-)(2),
b(n)(t) = u(s)(t) . ﬁ(n—s)(t):
<0((,,_,), Bin-5) = 1.
Je oviem rovné¥ {u(,, ¢,)> = 1, nebof

kde

1= <am bm cn> = <a(n)’ b(n)» c(n)> =
= <u(s)“(-n 8) u(s)a(n—s)! c(n)>

Abychom dokézali, Ze ndsobnost bodu y pra khvku (phpadné iden-
ticky rovnou nule)
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Am xIIn
B,, z,1,|=0
Cm xaln

l

/

je rovna s, stadi dokdzat, Ze ndsobnost soufadnicového bodu 53 vzhle-
_ dem ke kfivce (s touZ vyhradou)
gn’ ElIn
- Bm "‘Ezl n = O
Cm 53[1:
je rovna s; p¥itom A, a B, jsou matice p¥slu$né formim @, a by
Ty = Y%y — Y1 T3, Ty = Ys% — Yo%, T3 = Z3. Je totiz

I

f

|

Ays, %1Ysl, Anys— Coyy, (Ys21— y125) 1, -
Yi"f = | Buys, %oysl, | = | Bys— Cpypa, (Ya®a—Ya%s) Iy | = f
Cos T3ly ns Z3ly,

a uvedenou reguldrni linedrni transformaci, pii niz se ndsobnost zacho-
vavé, pfejde bod y v bod O,
Oznadme A=, l§=, U matice, p¥slusné formam &, —s), B(n-s) Us)- Je tedy

— EU’ élI n
f=|BU, z,1,|
C, x,1,
Existuje déle forma [, - ,)(f), nesoudélnd s u,):
: . . <l(n—s)’ u(s)> = 1.
Oznadime-li p¥sluSnou matici L, plati pro matice identicky

lisom £3L8

0, 0, L = L 7
1,0 o |(4Y =Ly iy, . &1, |
0, 1,0 [||BU&L)=18y, , &I, |7
O’ q, U,,—, C’ xal,, Un—son’ 53(]”_3
530”, EsLa Iss Q,_ 0 ‘ _
‘iﬂUzn-n 2_911,. 0, é;,,, EIIn LsOm gaLa
- BnUzn-'u Eiln = 0, E,, 522.[" 2"—"’1 .
Cn-Usn-s» %3Up-, 0, Cpy, ZUp—s| = "
Je tedy i pro determinanty
Lo | 5| 4y Bln
Un-s| * 7 |Ugp-s o Zuls
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Aviak (-, ey =1, <z(,,_',,>c(,,), u> =1, tak¥e resultanty t&chto
dvojic jsou rdzné od nuly (na pf. podle pomocne véty 1). Je tedy pro

x+0

- ;Em 5IIﬂ
f=x|B, =0, | (25)
Oﬂ".w a:il]ﬂ =81

Nésobnost bodu O, pro f je rovna rozdflu stupné n' formy fa Eisla #,
pro které je z§ nejvyssi mocnina Z,, kterd se ve forms f(:i'l, Zy, T3) 8 Ne-
nulovym koeficientem vyskytuje. P¥itom pro f = 0 nen{ nésobnost bodu
0, definovéna. Z rovnosti (25) plyne, Ze je-li f nenulové forma, je jeji
stupeni n’ = n (z rozvoje determinantu Laplaceovou vétou podle posled-
nich » sloupct) a 7 < n— s (z rozvoje Laplaceovou vétou podle posled-
nich n— s ¥4dkid). Dokdzeme, Ze souhrn v, (Z,, Z,) Slend ve formé i,
u nich¥ je Z; v (n—s)-t6 mocning, je nenulovs forma, tak¥e bod O; je sku-
te¢né pravé s-ndsobny. Z rozvoje determinantu v (25) podle poslednich
n — 8 ¥adkd je zfejmé, Ze forma v,)(Z,, ,) je rovna

A,,, z, I,
% B”, z,1,
0’ Uﬂ s

Existuje opét forma my,)(ty, t,), nesouddlng 8 x(,-g i fin- 5)- Oznadi-
me-li p¥isluinou matici M, plati identicky pro matice

Jy.n—s’ 0’ Y - MA a—;ll‘in-s
Bs’ 01 0 ‘iﬂ’ 5:1111 BA 51B3
0, M, 0 B, z,I, | = MB, _ E:ZM,,___,g =
—_Esy As, O O’ Uﬂ"s 07 52143_——'_x-1B8
O, 0’ In-—s 0’ Ufl‘s
In—s, 0, O, 0 . .MZ, ZilMﬂ-s
0, Is, 0, : 0 == - 5
BA’ xlBs
=10, 0, Iy - 0 _ MB” §2Mn—s
0, 0,0 ZA—ZB||" "7
0, 0,0, Un-s ©t

Odtud pro determinanty

]Etﬂ"s -Mn—s Ap flIn [yé]n—s 52;1:’ — Elis |

B,

4,
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Podle pomocné véty 1 jsou &iselné determinanty v této rovnosti rizné od
nuly, nebot <(xu-g, M) = Bia- M) = {Kn-9: Bn-9) = 1. Je
tedy pro u =£ 0 identicky _ B
572;{.9 - :E‘lEs
Un-s
" Protoze {X(n-g) Pin-s)» W)y = 1 & u(y) + 0, existuji podle pomocné véty 2
disla o’; f’, ne obé rovna nule (x' = ' = 0 mlZe nastat jen pro s = 0;
pak viak i kazd4 nenulové dvojice x, 8 vyhovuje) tak, Ze {a'x(-g +
+ B'Bn-5» 4wy = 1. Je tedy

v(—p o) =p

V(o) (T, Zy) = Y2

x4, +p'B,

Un-s
nebot vpravo je resultant forem o', —g) + B'Bin-s)» U Tedy ¥() neni
nulové forma, bod ¥y je pravé s-nasobnym bodem f. Protoze kaZdy bod y
mé néjakou nésobnost < n— 1, je tim dokézéno také, Ze f(y, Z,, x5)
neni nulové forma.

Necht nyni k je Liirothovo &islo vyjddfeni (11") kiivky C’_, tgkie podle
Liirothovy véty*) existuji nesoud&lné formy p)(t1, t), g (ts, t,) & formy
agy(t, ta), bty ta), cm(ty, ty) tak, Ze

A (ty, t3) = @) (Pw(t); 4 (D)),
bm(trs ta) = b (Pw(®), 200(®), (26)
cmtys ) = Cam(Pw(®), 4w (®)-

Ptitom je opst (am(ty, &), b(hy, b), Cm(t, &) = 1, matice

+0,

A, Gy, By, - G
B, |=1\by b, --., b5
C, Co> Cis +++» Cn

m4 opdt hodnost t¥i a je n = kn, n > 1.
Podle véty 9, rovnice (17), plati, Ze

A”, xll,, . RII, O’ 0 Z;;y xII; R O
Bn; le” — O, ‘R]Tl’ 0 B——';, sz; X . Ik . (0,2’ Rl) ’ (17')
Cn, 333[,, 0, O, Rfl C’%’ xSI; .
kde _
[Pﬂ:——l]k
» _ [P
[Qsi——l]k

_ %) Prok= 1 stadf oviem poloZit Py = b 1) = B @) = Yny bW = b(n)s
Cw) = 0(”).
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jsou reguldrni matice a M X . I pro M = (m;) je matice

My Ly, myply, <oy Myl
Moy Ly, Mooly, .., Mol
M x I, = |t Maales -oo Masti ]

mﬂIk: erIk’ ce mrsIk

PonévadZ vhodnou permutaci f4dké a sloupct pfejde matice M X . I
v matici

M,0, ...,0
0, M, ..,0
0, 0, ... M

a ponévadZ pro tvercovou matici M jsou obé permutace stejné, dosta-
véme, Ze je-li matice M Stvercové, plati pro determinanty |[M X . I| =
= |M|*.
Prejdeme-li tedy v (17') k determinantiim, dostdvdme, oznadime-li
Az, a1z
IEI, Toln | = g2y, o, T3),
Cz, x5
Ze pro o = 0 je identicky
(@1, 23, 23) = olgm) (21, 25, 25) 1%
Zbyvé tedy jen dokézat, Ze gGmy(#;, %,, %3) je ireducibilni polynom.
Forma g¢() je pro kiivku C,
2, = ag@(t), T = ba(t), 3 = c@(?) (117)
tvofena stejné jako f,) pro C. Liirothovo &islo pro C' ve vyjédfeni (117)
je v8ak jiz rovno jedné.
Stadi tedy dokazat: je-li pro C ve vyjadfeni (11’) Liirothovo ¢islo
k=1, je f(, ireducibilni.
Je-li v8ak k = 1, existuje podle véty 8 nenulovd forma v(f,, £,), kterd
m4 tuto vlastnost: :
Jsou-li yy, ¥,, 2,, 2, dvé dvojice &isel z libovolného nadtélesa K; nad K
a plati-li, e hodnost matice

a(n)(yh ?lz)a a(n)(zl» zz)
b(n)(ylr .7/2)’ b(n)(zl’ zz)
c(n)(ylz Y2)s w215 29)

je mens{ ne% dvé& a v(y;, ¥5) + 0, pak

Y1, Y2

=0.
%1 29
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Existuje déle bod y = (y,, ¥s, ¥s), ktery mé4 vzhledem k C ndsobnost
nula: podle pomocné véty 2 (ci,)(t) == 0, {a), b, c(,,)> = 1) existuji
totiz v K &sla «, B, kterd ne]sou obé rovna nule, tak, Ze {xa(,) + Bb(m),
¢y = 1. Bod (B, —«, 0) mé pak ndsobnost nula, jak se snadno zjisti.
Podle pomocné véty 3 pak existuji k tomuto bodu y a k uvedené formé
v(ty, t,) isla oy, &g, &3, ne vesmés rovnd nule, tak, Ze forma

*15 Y1» a(‘n)(t)
Xgs Y5 D(m)(t)
X35 Yss C(”)(t)

je nenulové, nemé vicendsobné faktory a je nesoudélng s formou v(t;, £5).
Predpoklddejme ted, Ze existuje netrividlni rozklad formy f(s):

fim (@15 %2, x5) = 9m) (1, Tgy T3) Py —m)(215 T2y X3)s (28)

(b, B) = (27)

kde
0< m< n.

Je fi)(@m(8), bn)(t), cm)(t)) = 0 identicky. To plyne na pf. odtud, Ze

Aw a(n)(t) In T 0

(Bm b(’ll)(t) In) (—T2n) = (0)

Om C(ﬂ)(t) I" " 0
podle (3), kde

t5-1

18-
T,=|1L *
_ -1
pro 8 > 1, takie sloupce determinantu
A, aw(t) 1,
B,, b(n)(t) I,
Cnr Cm(t) I

jsou linedrné z4vislé.
Z (28) tedy plyne, Ze alespoti jedna z forem v ¢, ,
I (@ (8)s b (), € (®)s hn-m)(@w)(2), bm)(E), € (¢))
je identicky rovna nule. Necht je to prvni z téchto forem.
V ngjakém na.dtélese K, nad K existuje rozklad formy O‘(n)(tp tz)
z (27) v linedrni faktory yztl—-— y1t2, i=1,2,...,n. Pon&vad? o nemé

vicendsobné faktory, je pro =+
it

Y1, Y2
i 4 +0.

Y1 Y2

. 332



¢ 4
Ponévadi x(s) Je s v(f, ) nesoudslni, je ”(yv ¥2) & 0. Z uvedené vlast-
nosti formy v(ty, t,) pak plyne, %e pro ¢ + § mé matice
i g

a(u)(yv ?/2) a(”)(?/l’ .7/2)
b(u)(yv yz) b(,,)(yp ?/2)

C(n)(?lp 3/2) C(n)(ylx ?/2)
hodnost dve

BOdy p - (a(n)(:’/) b(n)( ), C(M(!/)): i=12,.., n, jSOll tedy navzé-
jem riizné, lezi na p¥imce
X, Y10 Ty
Ko, Y25 T
&3, Y3, T3

l(l)(xls o, xa) = =0

i na kiivee gum)(z;, %5, x;) = 0. Protofe m << n, obsahuje forma gm
formu [;) jako faktor:

Jom) (1, Ty, %5) = Ly (@1, Ty, T) - Ty (%1, T, 7). (29)
DokéZeme, Ze je
Iom) (1, Ty, T5) = Y[ly) (@1, T35 Z5)]™, (30)
coZ jiz povede ke sporu.

Pro m = 1 plati (30) z (29) Je v8ak 1) (@), O(n)s Cm)) = X(m)(®) =+ O,
takZe prom > 1 plyne z (29), Ze §im_1,(@wm)> bn)» C() = 0. Jako diive se
pak dokézZe, %e ¢(,,_, obsahuje Iy jako faktor. Opakovinim postupu
dospéjeme k (30).

Je y % 0, nebot f(,) neni nulovd forma. Potom vSak ani g(a,),
Biw)s Ctm)) = Y[w)(8)]™ neniidenticky rovno nule, coZ je spor s predpokla-
dem. Dikaz véty 10 je tedy tplny.

Z véty 10 vyplyva, Ze kiivku O, danou vyjidfenim (11’), a k¥ivku
z (21) o rovniei f(,) = 0 lze povaZovat za totozné.

Dalsim disledkem (je to ji% diisledek Liirothovy véty) je, Ze se stadi
omezit na kiivky C, které pro vyjddfeni (11') maji Liirothovo &fslo &k = 1.
To také udinime, takze v dalsim stéle predpokliddme, %e kfivka C' mé
alespoil jeden bod ndsobnosti jedna.

Po této imluvy si vEimneme podrobnéji formy v(t,, ¢;). Matice
An-l’ a(n)(t) In—l

By, bon(®) L.
b, ts) = n-1> Y(n) n—1 ’
ﬂ( 1 2) On—l’ e (?) In—l (16)

0’ Q(ln—l)
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z véty 8, kde o{" ¥ = = (003011 -+ +» 0n—2), j& opét Etvercova. Podle véty 8 je
tedy forma v(?,, t2), kterd je nenulova, definovana identitou

V(ty, ta) - Q(n-2)(t1s b3) = l,u(tp tz)l, (31)
kde p(, - 2)(t) je forma s matici o~®, kter4 je libovoln4 nenulova.

Nésobime-li v determinantu (31) posledni ¥4dek libovolnou nenu-
lovou formou w(,) a rozvineme-li jej podle poslednich » — 1 sloupct,
dostaneme, Ze stupen n; formy v(¢,, t,) je

n=nn—1)—n—2)—n = (n—1)(n—2). (32)

VySetiime podrobné&ji nez ve vété 8 vztah mezi formou v(,,)(t,, t5),
maticf u(t;, t2) a parametry v singuldrnich bodech kfivky C. DokéZeme
vétu:

Véta 11. Necht K, je téleso nad K, v némZ lze v(, )(t,,t,) rozlofit v linedr-
ni faktory. Potom je forma v(m,(tl, t,) rovna (af pFipadné na &iselny nenu-

lovy faktor) sou&inu forem u:i—l(t), prisludnych s;-ndsobnygm bodim y, pro
vdechny s-ndsobné body nad K, pro s > 2, af explicitni nebo tmplicitni.*)
Matice pu(ty, t,) md pak stejné invariantni faktory*) jako diagondini matice
D, rovnd (pro M = 3n — 2) souéinu matice

(Q(n-z)(t)’ 0 )
: ’ M-1
a matic

(u(sg)(t) Is‘—l’ O )
0’ IM—S;—{—I

N

opét pro vdechny alesport dvojndsobné body nad K, ;)estlzze Otn-2)(t) je
forma nesoudé’lna 8 Viuy(t).

Dikaz. Nejprve budeme definovat formu wug, pro implicitni
8‘-né,sobny bod. UZijeme k tomu rozkladovych kvadratickych transfor-
maci..

Necht totiZ § = (¥, ¥,, ¥s) je s-ndsobny bod k¥ivky C, s > 2. Zvolme
novou soustavu soufadnou takto:

Podle pomocné véty 3 existuji pro bod (y,, ¥,, ¥3) & formu v(,,) (¢, ¢,)
Hsla oy, 09, 063, f1, B2y s tak, Ze (u(,) je forma piisluind bodu S)

*) Formy u(,) byly dosud definovény jen pro explicitni s-nasobné body. Pro
implicitni body je zavedeme a% v dukazu.

*) Invariantni faktory ve smyslu podily determinantnich dslitela, abychom
nemuseli opoustét homogenni zépis ,, £,.
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oy 1> a(t)
Xgy Ygr b(P)
K3, Ya, C(n)(t)
By y1, aw(t)
/32’ Ya» b(")(t)
B3, Y5 cm(®)
=50 Bin-) = {Kn=s) Vny)) = Bin-s» 20> =1,
‘a o i 8 nemaji vicendsobné faktory; déle existuji podle téZe pomocné véty
(jako v dlikazu véty 10) &isla y;, Ve, v, tak, Ze
Y1 8@y () + Y2 b)) + v35 cny(t) = cmy(®)
je forma opét bez vicendsobnych faktortianesoud&lng s w()X (n—s)B(n - )V(ny)-

= u(s)(t) . “(n‘s)(t)’

ooy

- u(s) . ﬁ(u—s)(t) ’

Potom linedrni transformace

_ %1 Yo Ty | B Y1
Ty = | g, Yo g |, To=|Po Y3, %y |, Ty = 71371 + y2%s + Va3
&3, Y3, T3 Bss Ys» 3

je regularni. Odpovida totiZ kazdému bodu (¢, £,) k¥ivky C bod

2_31 == u(s)(l) a(n—s)(t) .
Ty = U(y)(t) ﬂ('n—s)(t) (33)
T3 = C(n)
Z (35) a podminek nesoudélnosti pak snadno plyne linedrni nezdvislost
Zy, Ty, T3, takze (33) je vyjddieni kfivky C v nové soustavé soutadnic
(v dal§im opét vynechdvime pruhy).
Nazveme pak rozkladovou trasnformaci bodu S kvadratickou trans--
formaci T':

’
x’l = Xy
x? = xaxl
xa = X1%y.

Touto transformaci piejde kazdy bod (t,, t,) k¥ivky C' pro u(t) = 0
v bod
ﬂ(n o) c(")(t
xa = X(n—g)(t) Com)(t) o (34)
Ty = K(n-p)(t) Pin-5)() e ()

Snadno se zjisti, Ze (34) je vyjddieni racloné,lni kiivky C". Tran sfor--
maci T, odpovidé, ,okoli** bodu§ ,,okoli* ptimky zy = 0. Definuje se, %e
bod S mé, ve svém ,,0koli prvniho ¥4du‘ 1mphcltni 8;-ndsobné body S;,
8; >0, jestlize k¥ivka €’ mé na pimce 3 = 0 (expheltni) 8;-nésobné

body 8, réizné od bodti Oy, 0,. Necht tedy ]? (@1, sz 0) bod S;. Pifslusns
i ‘

forma je pak U(gy) = <c(n)(ﬂ(n—s)92 - ‘X(n—-s)gl)’ o‘(n—s)ﬂ(n—s)u(s)eli K(n—sg)
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$ 4 ¢
+ Bin-0%)02) = {Bn-)02 — X(n-501 U(x))> 8; > 0. Tato forma, jak se bez
obtii zjisti, nezdvisi na volbé (pfipustné) kvadratické transformace T'.

Plati, coz zde nebudeme dokazovat, Ze kazdému r-ndsobnému bodu
Q kiivky C, r > 0, riznému od 8, at explicitnimu nebo implicitnimu,
odpovid4 rovnéz r-ndsobny bod @’ kiivky C’ s touz formou #,); to plati
" i obréceng, s vyjimkou bodd na x;xzz, = 0.

Je-li ddle ngktery z bodt S; op&t alespoii dvojnésobny bod kiivky (",
zavedeme opét rozkladovou transformaci 7%, tim dostaneme opét
8;s-nésobné body 87 s formami (s;; = 1) w,, na kiivee 7',0" = C”. Defi-
nuje se pak, Ze v ,,0koli druhého ¥4du‘ bodu S jsou s,;-nédsobné implicitni
body 8;; s formami u,; atd.

Plati véta, %e kaZdou (nejen raciondlni) k¥ivku lze koneénym podtem
rozkladovych kvadratickych transformaci pfevést v kiivku, jejiz vSechny
singuldrni body jsou jednoduché, t. j. v jejichZ ,,o0koli prvého fddu‘‘ jsou
jen jednoduché body, dokonce navzdjem rtzné.

Nazveme-li totiz zdénlivym rodem A kfivky C &islo

_ (m—1)n—2) ri(ri—1)
b= P) _Z 9 )

kde se s8itd pro vSechny explicitni r;-ndsobné body k¥ivky C pro r, > 1,
plyne z véty 8, ze b > 0 (formy u’i‘)‘l a u’i;"l jsou totiZ pro explicitni body
nesoudélné a d8li vy, —1)(n-2))- Pro kiivku C’ z (34) se pak snadno na-
lezne, %e jeji zdanlivy rod

b = h— 33si(s;— 1),

kde se sditd pro implicitni s;-ndsobné body 8; ,,0koli prvého Fddu‘
bodu 8. Neni-li tedy bod § jednoduchym s-nésobnym bodem, je alespoii
jedno s; > 1, takZe

‘ 0K <h.

Dospéjeme tedy nejvyse po k vhodnych (t. j. pro néZ se zddnlivy rod
skutené sniZuje) rozkladovych transformacich ke kfivece C*, kterd mé
jen jednoduché singularity.

K diikazu véty 11 ted stadéi uZit pomocné véty:

Pomocnd véta 4. Necht u(t,, t,) s formou g(,-g) a u'(ty, t;) s formou
g(,n_,_,, jsou matice (16') ke kiivkdm C resp. (", a pfitom g(, oy necht
je nesouddlnd s v(,)), @ign_,_s Nesoudslnd s o,- ,)ﬂ(,, A0 V)- Pak pro
norméln{ diagondln{ tvary*) D resp. D' matic u(t,, t,), resp. p'(t,, t;) plati

"") Normélni diagonélni tvar matice je diagonalni matice, ktera mé v hlavni
diagondle invariantni faktory dané matice (katdy invariantni faktor d&li pifed-
chozf).
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szn—s_a)[v 0 a(n—s)In—s—ly 0 (ﬂ(n-‘s)‘[n—a—l’ 0 c(n)In—la O) D, 0\
0 I , I I 0 0, =

oy, O\(wl,—1, O\ 1
— (Q(no 241 I)(U(Z) 1 I) D' %) (35)

)

b b

Je-li ddle S jednoduchy s-nésobny bod, jsou invariantn{ faktory matice
D' nesoudélné s ug,.

Odtud totiZ plyne véta 11 indukef ptes zd4nlivy rod takto:

Je-li h=0, t. j. jsou-li v8echny singuldrni body jednoduché, je
podle této pomocné véty

Q(Im—s—a)ll’ 0) D, 0 — Q(n—z)Ip 0y (ue -1, 0) D
o 1)lo, I ., I\ o, 1"

kde D je diagonalni matice, jejiz invariantni faktory jsou s u) nesoudél-
né. To vSak plati pro vSechny singuldrni body, takZe celkem (s uzitim
véty 8; zjisti se totiZ snadno Ze zbyly faktor v D je jiz konstantni

matice) je
—ol1, O wesyls;—1, 0
D = (@(n 2)f 1 ) . ( (s:)L8i—1> )
0, I, ., J;—Jg I

H

Budiz ted # > 0 a piredpoklidejme, Ze véta plati pro viechna vy-
jadfeni (11’) viech kiivek o zd4nlivém rodu < A—1. Pak existuje
(kdyby vSechny singuldrni body byly ]ednoduche, pak by vzhledem
k vété 8 Tlus;! = vn-1)(n-2)> Kde soudin je vzat pies viechny explicitni
s-ndsobné body, s = 2, takze by b = 0) alespoii jeden nikoli jednoduchy
s-nsobny bod 8, s = 2. MZeme ptedpoklidat, Ze soufadnd soustava je
zvolena tak, ze C . mé tvar (33). Transformace 7', pfevede C v ¢’ o zd4nli-
vém rodu < k— 1. Jsou-li D resp. D’ norméln{ diagondini tvary matie
ulty, ) Tesp. w'(ty,t,) s formami g(,-g TESP. O(gn_,_3) Nesoudélnymi
8 V(n,) TESP. X(n— ) (n—5)C(n)¥ny)> Pk plati jednak podle indukéniho pied-
pokladu, Ze

D' —_ (Q(’zn—s—a)ll’ 0

) ) ( Uy L g—1, 0
0, Iy ) o220,

I),‘ 36)

kde soudin je ptes viechny, explicitn{ & implicitni, s;-ndsobné body C’,
8; = 2, jednak (35). Ponévadz soudin v (36) lze psét ]ako

X(p— )I —s=1» ﬂ( - )I —s—l’,o c(n)I -1 0 ’
( nsOn I)( nsOn I On Il—I’

3 b ’

kde ptvé t¥i matice odpovidaji ]edlibduchym sm.gulé,rnim bodém O,
0, a Oy, IT' pak oviem ostatnim singulérnim bodém, riznym od 0y, O,

*) V kazdé matici je I jednotkové matice ta.kového i'é,du, aby matice méla rad
3(2n—s—1)—2.
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0;. Z (35) a (36) dostdvdme vi¥ak ihned, vynechdme-li ve vSech maticich
jednotkovou matici 1,,,_,, Ze

1
—_ 9’("—2)117 0 u(s)Is-l’ 0 r [Us )Is -1 0
D= ( 5 I._l)( 2) - TT (g 9) 37)

) b

Soudin je pak skutedné vzat pfes viechny, explicitni & implicitni, alesponi
dvojnasobné body C. Bod O3 = 8 je totiZz zahrnut explicitnim . implicit-
nimi (v II') body, O, a O, neleZi na kfivce a ostatni singuldrni body odpo-
vidaji podle toho, co bylo fedeno, jednojednoznaéng pfi tychz formdch
U(,) singulérnim boddm €’ a vyskytuji se tedy v IT'.

Zbyva tedy dokdzat jen pomocnou vétu 4. To udinime v nékolika
krocich.

Pomocné tvrzent 1. Je-li g(,—y) nesoudélnd forma s v, pak pro
normélni diagonélni tvar D matice (16’) plati

D — 0m-2(t), O )(D, 0)‘
( 0, an-3/\0, 1
Matice

An—lr a‘(n)(t) In—l
Mo = Bﬁ—h b(n)(t) In—l

Cn—ls c(‘n)(t) In -1

(38)

m3 pak stejné invariantni faktory a stejny typ jako matice (1—), 0), kde 0
je jeden nulovy sloupec. '

Dakaz. Pro struénost budeme symbolem 4 ~ B znatit, e matice
(nad ¢,, t,) maji tyZ typ a invariantni faktory. Plati

fén—lr Z(n)g -1 . 0 gﬂ‘l’ Z(n)ﬁn—l’ g

. n-1 Ynaln-1> 0 n—1> Ynsin-1>

= Cn-1, C(ﬂ)I:_l, 0 ~ Cr-1, e lp-1, 0 ~ (D, 0),
0, @1(”-”’ Q(n—z)(t) 0, Qi”_z)’ 0

jak plyne, nésobime-li v prvé matici i-ty sloupec #37-i-1.¢i-1 pro
1=1,2,...,2n—1, déle — "2 ¢~ pro § = 2n,..., 3n—2
a vidy pfi¢teme k poslednimu sloupci. Déle :

Ay g, apln—y, 0 A,-y ULy -y, O
_ By, bpla-1, O ~ B,_,, b(n)In—l: 0 _ Mo 0
He = C,,-,., c,,I,,..,, 0 Cn-l» c(ﬂ)In—v of—\0, 1)'
vO, Qin—l)’ 1 . 0’ R

Z transformadn{ rovnice (19) plyne, %e parametry t,, ¢, lze volit tak,
aby o(n-g & f3 byly nesoudélné.

338



Potom se jako v diikazu véty 8 snadno zjisti, Ze matice u(f, 1) je
ekvivalentni matici, kterd mé v poslednim sloupci jediny nenulovy
prvek o(,-3(t;, 1). Podle véty 5 déli (potom opét zhomogenisovand)
forma g(,-2)(f1, t2) prvni invariantni faktor matice u(ty, t,). ProtoZe sou-
din vSech invariantnich faktort matice u(fy,?;) je O(a-2) - V() kde
{On-2)> Vmpy = 1, plyne odtud, %Ze (-5 je nesoudélnd forma jak
s ostatnimi invariantnimi faktory z u(t,, ¢,), tak i s podilem prvého in-
variantniho faktoru a g(,—g). Ze srovnani matic u,, u, je pak ziejmé, Ze
invariantnifaktory obou téchto matic jsou stejné az piipadn& na faktory,

soudélné s g(,-g)-
Je tedy celkem
— [@n-2) 0 D, O)
D - ( "0: Ian-—a)(o, 1
(nebof alespoii jeden invariantni faktor v D je skuteénd 1),

O(n-2) 0 )(Do» 0,0 _(p 0= (Q(M—Z)’ Y )(5, 0, O)
( ) 3n—38, 0: Oa 1) ( ’ ) 0: 3n—3 ’

kde (D,, 0) ~ p,, takze vskutku je
D = D,.

Pomocné torzent 2. Jsou-li u, resp- ,uo matice (38) pro kiivku C resp.

C’ (ve vyjhd¥enich (33) resp. (34)), déle U, A4 a B matice, piisluiné for-
mam (), Xa—s) & Pn—s)> Pk plati

1, 0, 0
0, Ap-yy  %ta-gUinln-a
."‘ON n 1 8)*(s)rn 39
0’ Bﬂ'l’ ﬁ(ﬂ—s)u(s)In—l ( )
0, Chms-15 CmUp-s-1
a
Is(n"l)—zu _0, 0,
’ 0, ﬂ(n—s)c(n)Aﬂ—ly I,
~ B 40
o 0, ‘x(n—s)c(n)Bn‘l, I, 40)
0,  n-Bin-9%eCn-s-10 Upmgey

Dikaz. Existuje forma [ 1)(t) nesoudélng s o, - B(n - o)Ctm%es)
Ozna¥me piislu¥nou matici L. Platf pak B e n =) %(al

0 L U, aul,

-1 )

:‘ "_1’0 BU ﬂuI =
0, 0, Un—s—l C, GI""I
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I,0, 0

—10, A, oul,_, 50’ %LS %)
0, -E,,B’U/Iﬂ—l 0’21;—9—1’ - .
0, C, cU,_,—

" Podle pomocné véty 1 jsou ob& &tvercové matice reguldrni, protoZe
<l(n—s~1)xu(s)> =1, <l(n-s—l)c(n)’ u(s)> =1. Odtud a z véty 5 Plyne (39).

Zdlouhavéjsi je diikaz pro (40): je opét pro vesmés reguldrni
Stvercové matice

Iy O, 0, 0, 0
O’ In—s-lr O, 0, 0
—BC, 0, L, 0, 0 53"“3’ 2’ g’ g
1, ’ n—s—1» ._Z .
__:_:_%’[] g; g: gw (I)J 0, 0, B;O, ﬁCI2n—s—-1
0, I av,o. o[> % AC, aclyy—y
’ pmsmb 28 0, 0, ABU, apul,,_,_
oo —I,_,,,0, BU,O a1
0, —I,,,,0 0, C
L> _Ian—s: 0’ 0
ABcU, o0, o, -
I4n—23—1’ 0, 0, 0
0, 0, Topogmys
L, —I,_,, 0, 0
4BcUu, o, o, S
=M, . o, I, 0, 0 ;
O’ 0’ 2n—s—1» O
O! O’ ’ In—s—l
kde
I4n—-23—1’ (L 0: 0
: BC, BeL,, ©
) AC, «cL,, 0
M, =|o, ABU, »fuL,, 0

0,  PedU, I,_,,
0, acBU, I,_,_,
- 0, apuC, I, _,

coooee

*) Je-li v matici v nékterém fadku oznadeno, kolik Ff4dku piisludné pole mé,
pak obvykle u ostatnich polf index vynechdvame. Viz ostatnd pozndmku na str. 322.
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Konedéné

671;—43—1: Or 8
M3 0: fﬂ"s‘l’ Ls —
O’ 0: Un"s—l
I7n-43-1’ 0’ O’ 0
. L, 0, 0
0, Uy-y-1, O, (i}
= lo, o, "L, o M,
O: O: Un-s-“l’ 0
0, 0, 0, Typooey
kde
I7n-—4s—1’ 0_’ 0
M, =0 ped, I,
0, ocB, I,-,
0, opuC, U,_o—,

Odtud snadno plyne (40). _
Pomocné tvrzent 3. Je-li d resp. & nejvétdi spoleény délitel determi-

YY !

nanti nejvyssiho stupné matice

A, xul,_, _ |Bed, I,
M= |B, pul,_, | Tesp- M = |xeB, I,_, |,
O’ cl’]n—s—l (xﬂuo: Un—s—l
plati, Ze
ufs—)lé = “?n_—aﬁlﬂ?n_—aglc?n—)la' (41)

Dikaz. § je nejvétsi spoleény délitel vSech determinantii, pokud
jsou formami (t. j. bud pro g»-*-2" = 0 nebo pro A{*-? = 0), tvaru

A, ouly_y
B, pul,_, | (42)
O’ cUn—a—l

2n—8—-2) (n-2)
91 , by

Nésobime-li determinant (jako matici) zprava determinantem

1’ 0’ sy Oy 0’ O, ey 0, —ut;”*’-”

0,1, ...,0,0,0, ..., 0, _ut;u—a—atz
0,0,...,1,00, ... 0, “umm-ss
0,0,..,0,1,0,...0, o3, | (43)
0: O; > O, 0, 1, eeey 0, til—Stz
0,0..,000,...,1, ' -t.lt.g.—.s. o
0,0..,000,..0 -
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dostaneme determinant, ktery md4 v poslednim sioupci jen nejvyse
posledni prvek nenulovy, rovny h(,—s)— %(F(2n-s-2)-*) Rozvedeme-li
jej podle posledniho sloupce, dostaneme, oznadime-li 4 subdetermirant,
Ze celkem

2.8 =4, (44)

 nebof pro g =0 je nejvétdi spoletny dglitel forem h(,_, pro riizné
formy A, - 5 zfejms 1.

JestliZe analogicky postupujeme pro druhou matici (misto (43) uZi-
jeme determinantu, jehoZ posledni sloupec mé prvky —it3"-*-2, ...,
— 137-3-2, xBctB-2, «fct?-3t,, ...; afcti~2, misto A, 2) — U (zn-s-2)
pak dosta.neme ofchi,—2y— Jian—s— 2)» takZe pro kA= 0 je nejvétsispo-
leény délitel op&t 1), do]deme k rovnici

ofc .32 .0=4A. (45)
Nésobime-liv 4 prvych n— 1¥4dkd fe, da1s1ch n— 1 radku xc a po-

'

pr1 nésobeni poslednlch n—2 sloupcu A formou xfeu. Je tedy
zxﬂcu)" 2= A(occ n=1{Bec)r~1(xfu)r—s—1
takZe z (44) a (45) dostdvame (41).

Ted jiz bez obtfxf dokéZeme pomocnou vétu 4: Necht @; Tesp. Y; ]sou

invariantn{ faktory matice M resp. M, @i, | @i, ¥itq | y:- Plednéd plati,
%e pro w,, W, z n&jakého nadtélesa K, nad K, pro které je o(,—q)(w;, wy) =
=0, je defekt :

def M (wl, wg) = defA =n—Ss; (46,)
]e-h obdobné ﬂ(,,_,)(wl, w,) =0, ]e , :
- defM(q)l, wg) =n—38. (462)'

Pro: oy, 03, ¢(m)(0], 03) = 0, ie dble
def M( (0], wg) = n, ' (465)

a koneéné Pro @;, @, u(,)(wl, ;) =0, je .
. defM (wl, ;) =deflU,_,—; =s. (48,).
ProtoZe cx(,,_,) mé jqn ]ednoduche faktory a je nesoudélnd s v,
a obdobné pro B,—, 2 s platf, oznaéime-li [p,] diagondlni matici

g diagondlnimi prvky 2 & pod., e (matice M i M maji o jeden sloupec
vice nex fadka):

v = (aI"(;’ v I_)(ﬂl"g_)f _1 1)(01.6,‘1’ )[w,] (47)

h(ﬂ—!) (2n—-s-2)

*) h(p—g) resp) 9(21:-: g) jsou formy pHslusnd maticim resp. g1
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kde (y;, aficy = 1. Je totiz
0 = ITy; = an—s-1pn-s=1en-1]Typ,, (48)
takZe podle (41) je

w1 Ty ;= 6 =1lyp,. (50)
Aviak podle (39) a pomocného tvrzeni 1 je 6 = |D] = v, a tedy
(T, fey = 1.
Daéle plati
fel,—y, O, 0 —
0, acly_,, O M ("‘ﬂculgn-s-l’ 9 ) = xPoudd.
0, 0, o«pul,_,, ’ nol

Invariantni faktory matice ocﬂcul—lz jsou afcuy,; podle véty 5 proto
plati @, | xfcuy;. Vzhledem k tomu, Ze (@;, xfc) =1 a vzhledem k (47)
@; | up;. Ze (46,) dale plyne, Ze (p;, uy =1 pro 1 > s — 1, takZe plati:

' existup formy A; tak, Ze g,A; = uyp; proi=1,...,s—1, p;A;, = ; pro
1> 8. Znésobenim téchto vztaht dostaneme. Htp, . }. = w~Uly,.
Podle (50) je potom viak ITA; = 1. Tedy (vSe ve smyslu délitelnosti)
A; = 1. Odtud,

Iy,
v = (Y57 7) W (51)
takze celkem z (51), (47) a pomocného tvrzenil dostdvame (35).

Zbytek tvrzeni pomocné véty 4 plyne odtud, %e pro jednoduchy
s-ndsobny bod S je <v(n Y u)y = 1, kde v(” y = = |D’| je forma pro C’,
analogickd k v(,).

Uvedeme ted bez dikazu vétu:

Véta 12. Necht C je kfivka ve tvaru (11'). Nutnd a postadujict pod-
minka, aby kfivka gy, z,, x3) = 0 byla adjungovanou kiivkou k C, je,
aby forma gm)(@m)(t); be(t), cn)(t)) byla délitelna formow v,)(t).

Z této véty vyvodime disledek:

Véta 13. Adjungované kfivky k C (n— 2)-ho stupné tvoft linedrnt
(n — 2)-rozmérnou soustavu. Rovnice této soustavy je

An—v xlI n-1
By, w1y, =0, (52)

Co—1s zz:,In—l
n— 2)
¢

’

kde o{"~® = (0o, 01, - - -» O —3) JSOU parametry soustavy.
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Ditkaz. Nejprve dokdZeme, Ze kazd4 kiivka (52) je adjungovand.
To viak plyne odtud, Ze podle (31) je

An—-p a’(n)(t) In—l ,
Bn—l’ b('n)(t) In—l = ’U(m)(t) - On—-2) (31 )
Cr-1s cfn)(l;)) I,

n—

09 Q1

Necht naopak k¥ivka g(,—s)(%;, T, Z3) = 0 je adjungovand. To zna-
mend, Ze g, _ (@) Bin)s Cin) = Viny)(f) - O(n—2)(t), kde o je n&jakd forma
(n— 2)-ho stupng (je totiz n, = (n — 1)(rn — 2) a stupeti formy vlevo je
n(n — 2)). Je-li ¢'p-2 matice ptisludnd k formé o, - ,), pak forma

V- WP 2V
h(n—z)(xl; X, :123) = Bn—la x2I”_1
n-1> Talp—q

s 0»;1:—-2)

mé vlastnost, Ze k-2 (@) Oim)s Cw) = Va)(?) - O(n—g)(f)- Pro formu
w(n—z)(xlv Ty, X3) = In~2 (%1, Ty, T3) — h(n—z)(xl’ T, 3) tEdy Pla’ti
Win-2)An)(2), bin)(t), cm)(t)) = 0. Jako na konci ditkazu véty 10 odtud
plyne, Ze jeidenticky w(,_g = 0, g(n-2) = h(n-2), takie g, -2 mé vskut-
ku tvar (52). Ze soustava (52) mé dimensi n — 2, plyne z (31').
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