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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Ústřední ústav matematický 

SVAZEK 77 • PRAHA. 31. I. I 953 • ČÍSLO 4 

REFERÁTY A ČLÁNKY 

O JISTÝCH MATICÍCH A ROVNICI PRO PARAMETRY 
SINGULÁRNÍCH BODŮ RACIONÁLNÍ KŘIVKY 

MIROSLAV FIEDLER, Praha. 

(Dokončení.) 612.831:513,61 

Část m . 
V této části se budeme zabývat rovinnými racionálními křivkami 

(vylučujeme již přímku). Budeme tedy předpokládat, že křivka G je 
dána vyjádřením (11), totiž 

xi = «(»>(ři> h)> x2=hn)(h>h)> x3 = C(n)(h>h)> ( H O 

kde největší společný dělitel (a(n){ť), &(„)(£), C(„)(ř))> = 1 a kde matice 

/^ín ,\ /«o, «i, •••> an\ 
Í 3 H = &.,&!, ..:,&.) (20) 

má hodnost h = 3. 

Přitom koeficienty ai9 bit ct jsou opět ze základního tělesa K charakteris­
tiky nula. 

Pak matice Mn(x) z věty 5 je čtvercová, soustava nadploch, o níž 
se mluví v této větě, obsahuje jedinou křivku (dokážeme totiž, že / není 
identicky nula) 

AT> *Jn 
f~ B%\ Xjn 

C*\ V» 
Pro křivku / = 0 platí věta: 

Věta 10. Každý bod y == (yv y2, y8) má vzhledem ke křivce (21) touž 
násobnost*) jako ke křivce (IV) v definici z části II. Je~lik Lilrothovo číslo 

= 0. (21) 

*) V definici obvyklé z algebraické geometrie. 
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pro křivku (11'), je identicky 

f(xx, x2, xB) = [g(xx, x2, x3)]k, 

kde g je ireducibilní forma. Je tedy křivka (21) k-násobná ireducibilní 
křivka. 

Než tuto větu dokážeme, uvedeme pomocné věty, kterých budeme 
užívat i později. 

1 2 s 
Pomocná věta 1. Nechť P(nx), P(n2), • •, V(ns) je s forem, po dvou ne-

8 k( ) 
soudělných, pro které je S nk = n > 0. Jsou-HP* matice příslušné for-

Jc = l 

mâm P(nh), je determinant 

л = 

2 3 s 

[PP...PU 
1 3 s 

[PP...PU 
1 2 s—1 

[PP-.PIr,, 

4=0.* 

D ů k a z . Předpokládejme naopak, že za podmínek věty je A = 0. 
Pak existuje, obdobně jako v pomocné větě I. ěásti (str. 245), s forem 
i 2 • i 
r ( n i_i), r(nt—i), ..-, ^<ns—i) (pro ta i, pro něž je nt= 0, forma r odpadá) 
v řj, £2 tak, že je identicky 

1 2 8 Í 2 3 s 1 2 s—1 s 

r p ... p -\-prp ... p -f-... -f-Pp ... p r — 0, 
i s 

a přitom alespoň jedna z forem r, ..., r není nulová (je totiž n > 0). 
i 

Nechť na př. r není identicky rovna nule (takže nx > 0). Poněvadž lze 
psát 

1 2 8 1 2 3 s 2 s—1 s 

rp...p -f- p(r p . . . p + - - - + P - - - P r) = 0, 
1 1 2 8 i j 

dělí forma p součin rp ... p. Vzhledem k nesoudělnosti p, p pro i 4= j dělí 
i . i i 

tedy forma p stupně nx formu r stupně nx — 1, což není možné, neboť r je 
nenulová. Tento spor dokazuje pomocnou větu 1. 

2 3 * 2 3 s 
*) PiSeme na př. [ i>P. . .ť] B l místo podrobného P^Z+n, - Pn"Ín.+...+n3; 

8 
výsledná.maticemátedy n1řádkůa £ nk == n sloupců. Nékdy budeme v obdobných 

j f c - l 
případech vynechávat i hranaté závorky a index n19 bude-li zřejmé, kolik řádků 
matice má. Počet sloupců je pak o součet stupňů forem, jejichž matice se v součinu 
vyskytují, větši než počet řádků. Pro tyto součiny pak v jistém smyslu platí komu­
tativní zákon, jak plyne z rovnic (3). Toho budeme později často užívat. 
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Pomocná veta 2. Jsou-li a{n)> b{n) formy stupně n a c{m) nenulová forma 
stupně m v tl912 a platí-li (a{n)(t)9 b{n)(t), c{m)(t)} = 1, existují v K čísla 
a, p tak, že 

<«*(»>(*) + Pb(n)(t), W 0 > - 1. (22) 

Důkaz . Nechť v některém nadtělese Kx nad K se C(w)(č) rozpadá 
v lineární faktory (budeme předpokládat, ž e m ^ 1, protože pro m = 0 
je případ triviální). 

Nechť tedy (/z*., v*), k = 1,2, ..., p, jsou všechny nenulové navzájem 
lineárně nezávislé dvojice v Kx takové, že c{m)(/Ltk, vk) = 0. Je tedy 
p<Lm. Protože K je nekonečné těleso (je charakteristiky nula), existuje 
dvojice (a, 0) tak, že (a, 0) 4= (6(n)(/**> v*), — «(«)(,%> v*)) pro k = 1, ..., p 
(je (b(n)(/̂ > vk)9 —a{n)([ik9 vk)) =)= (0, 0), neboť (a{n), b{n), c{m)} = 1). 

Čísla a9 /? už mají vlastnost, že platí (22): kdyby totiž nějaká forma 
kladného stupně d{r) dělila současně aa{n) +l36 ( n ) a c{m), platilo by to 
i pro některou z forem v^ — /ukt2, takže by bylo oca{n)(juk, vk) + 
+ P 6(n)(/̂ fc> v*) = °> (<*> /?) — [6(n)(^fc, v*), — «(n)(^> f̂c)], což je spor. 

Pomocná věta 3. Nechť F(tlf t2) je nenulová forma a z = (zlf z2, z3) 
s-násobný bod křivky (IV), s I> 0. Pak existují trojice čísel (ax,a2,az) 
a (Pl> p2> Pz) t a k > Ž e 

= Щш)(t) -<*(n-. )(*) , 

al9 Ч> ЧnN) 
oc29 %2> Ь(n)(t) 
*з> ч> C(я)(0 

Ä> ч> «(n)W 
Pъ> ч* Ь(n)W 
Pз> ч> C(n)(0 

= ^(s)rø .P{n-S)(t), 

kde formy # ( n- s ) , /?(n-s) jsou nesoudělné, žádná z nich nemá vícenásobné 
faktory a obě jsou také nesoudělné s F(tl9 t2). 

D ů k a z . Vyjdeme ze dvou pomocných tvrzení: 

Pomocné tvrzení 1. Jsou-li a{m)9 p{m) nesoudělné formy m-tého stupně 
v tl912, kde m ^> 1, pak forma 

Єtx 

ett' 
Єß 
Єtj 

Єot 

Җ' 
Єß 
et2 

není identicky rovna nule. 
Protože ral> 1, existuje v nějakém nadtělese Kx nad K nenulová 

dvojice yl9 y2 tak, že oc{m)(yl9 y2) = 0. Je tedy P(m)(yi> y2) 4= 0, neboť 
podle předpokladu jsou a{m) a jč?(w) nesoudělné. 
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Lze psát «(,»)(*!, t2) = (txy2 — t2yx)
k y(m-k)(tly t2), kde k > O a 

y<m-fc)(ž/i, 2/2) * 0. Odtud 

тjr, ÕГ &(*iУ2 — ^ssУi)*"x УгУim-iò + (ҺУ2 — ҺУiУ 
дcx дß 
дt^ дtг 

дcx дß 
дt2 дt2 дt2 ' дt2 

= ihVi — hyi)*'1 • A, kde A = 

%**,»-*> + ( t a - t a ) ^ g ^ > | £ 
• %iy(*.-*) + (ta - ta) ---g---, §• 

2 2 

Kdyby byl determinant 

ćto a/з 
ČV c^ 

ø<* 0/3 
< ą. 

identicky roven nule, byl by i determinant A(tltt2) identicky roven 
nule. Avšak 

-%i> УÒ = ^Пm-iù(Уi> УÒ 

' Uhlu 

— «**> y<i**—»>(9i> -Va)/*(m)(;Vi> yss) + °» takže ani první determinant není 
identicky" rovem nule. 

Pomocné tvrzení 2. Jsou-li p(„), g(„), n > 0, lineárně nezávislé formy 
tt-tého stupně v tlt t2, pak determinant 

Z> = 

дp дq 

дtг дtг 

дp дq 

дt2 дt2 

není íď nt icky roven nule. • 
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Nechť totiž <P(n)> #(n)> = d(8)> V(n) = d(s) • *(n-«)> 2(n) = ^(a) • An-«) • 
J e t e d y < a ( w _ a ) , /?(n-t)> = 1, n ^ * ( Í i n a k b y f o r m y 2>(n)> í(n) b v l y KneAr-
n ě závislé). O d t u d 

D 

01? øg 
0*,' дtг 

дp дq 
дt2 дt2 

Ы дoc дd дß j дd 

*+-źrd> ^гß + чrd> ъг дtг 

дd , 
— oc + 
дt2 

0 

дtг 

дoc 

øV дtл дtx 

Й Є d Ř I ß Й д d 

d> -zrß +^Гd> ^Г дt9 ' дt дt9 

0 

*(•) 

( » • 

дoc 

җ* 
дoc 
дt2 

øť* ø/З 

ø*_* Җ9 

дoc дß 

дt2 дt2 

дß 
дtľ' 

дß 
дt2' 

(n — *)/?(я-_), 

дd 
дtг 

дd 
W9 

дt9 

1 

дd 
Җ 

дd 
дt2 

(n — s)d(s) 

0, 0, — (n — s)d{ is)-

дd 
øí_" h^~ 

дd 
W9 

a{8) 

8<x 8ß\ 
Җ; 8tx 

ðx 8ß 
\Җ' 8t2 

Z pomocného tvrzení 1 pak ihned plyne, že skutečně D není identicky 
nula. 

Nyní již můžeme dokázat pomocnou větu 3. Je alespoň jedno 
z čísel z_, z2, z3 různé od nuly, nechť z3 4= 0. Lze psát p(n) = zza^n)— zxC{n) = 
= ^<_)#(n-a)> Q(n)=zdhn) — 22C(n) = u(s)P(nsh <*(n-sh Řn-s)} = l'> n e -
boť největš í společný dělitel d e t e r m i n a n t ů P(n)iq(n), z_b(n) — z_a(n) Í e 

r o v e n <P(n),ft«)> ( j e ^ A n ) — z2«(n) = j (*_?(«) — *2_P(n))J a podle před­
pokladu 5-tého stupně, <P(W), __(n)> = W(8). Formy p(n)> __(n) 3 s o u lineárně 
nezávislé, neboť jinak by i «(n), 6(n), C(n) byly lineárně závislé a hodnost 
matice (20) by nebyla tři. Podle pomocného tvrzení 2 není tedy forma 
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D = 

дУ(n) ^ Ы 
дtx ' дtг 

дPЫ) дaU) 
дto дt9 

identicky rovna nule. 

Protože <«(„-,),./?(»-,)> = 1, je i <*<n-s), &„-*)> D.F)=l. Součin 
D . F(tl912) není identicky roven nule, existuje tedy podle pomocné věty 2 
dvojice Čísel Q19 Q2 tak, že 

<Єia<n-.> + Єzßы-sh D • F> = -• (23) 

Forma £i«(n-s) + t02j3(n_s) není identicky rovna nule, neboť D má stupeň 
alespoň dvě (je totiž n ^> 2, neboť jinak by matice (20) měla hodnost 
menší než tři). Podle pomocné věty 2 existuje opět dvojice Čísel olt o2 

tak, že 

<?!<*<»-»> +CГo/j(„-в), (Єl«(»-S) -t-Є2Č(n-*))I)-F,>= 1- (24) 

Označme <%(n_s) = £ i * ( n - s ) + Q2P(n-s)> P(n-S) = <*i*(n-.) + o ,
2 ^ ( w - a ) . J e 

tedy pro « x = — ,o2, <x2 = g l f (%3 = 0, /?x = — cr2, /?2 = Oj, j83 = 0 

Ä i » zl> a(n) 

&2> Z2> Һn) 

&3> Z3> C(n) 

= u(s)Я(n-s)> 

ßl> zl> a(n) 
ß2> Z2> Һn) 
ßз> Z3> C(n) 

= Чs)ß(n-s)-

Předně z (24) plyne, že </?(„-,), <X(n-sL> = 1; z (23) a (24), že <ťx<n-s), 
F) = </8(n-a), F> = 1. Zbývá jen dokázat, že (X(n-S) ani /?(n-s) nemají 
vícenásobné faktory. Kdyby však existoval vícenásobný faktor oc(n-s), 
existovala by v nějakém nadělese Kx nad K nenulová dvojice yl9 y2 tak, 
že 

[fl*(n-«)"j = Q p*(n-«)"| __ Q 
dtX Jy ' [ Bt2 J„ 

a tedy pro (Q19 Q2) + (0, 0) je jednak 

jednak «(»-,)(y) = 0. 
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Odtud plyne, že 

ГÜ-ЗJĽÎ-1 Г Э Д n 8 )1 
L 0*1 Jy' L ôti J» 

L eч ìv L ő<2 J* 

= 0. 

J e tedy D(?/) = 0, jak vyplývá z identity, dokázané v důkazu pomoc­
ného tvrzení 2: 

D = 

дoc 

Wi 
Ě 
дtx 

8õč 

\Җi' 

дß 
8t2 

To však je spor s (23), že <ť%(n-s), DF> = 1. Obdobně se dokáže, že ani 
jff(n_s) nemá vícenásobné faktory. 

Nyní již přejdeme k d ů k a z u v ě t y 10. Budiž y -= (yl9 y2i yz) bod 
násobnosti s, s ^> 0, pro křivku C ve vyjádření (ll')» takže největší 
společný dělitel determinantů druhého stupně matice 

/Ž/l- a(n)(t)\ 
Ž/2> hn)(t)\ 

W Hn)(t)l 
(13') 

je 5-tého stupně; budiž to U(s)(t). Forma U(s) není identicky rovna nule, 
neboť pak by matice (20) měla menší hodnost než tři. 

Čísla yl9 y2, yz nejsou současně rovna nule; nechť na př. yz =4= 0. 
Označme 

«(n)(0 = 2̂3 <Hn)(t) — Ž/l C(n)(<), 
kn)(t) = yz hn)W — 2/2 <>(«)(*)• 

Obdobně jako dříve se zjistí, že 

a(n)(t) = U(s)(t). ocin-s)(t), 
hn)(t) = *(.>(*) • P(n~s)(t), 

k d e 
<a(n-,), An-.)) — !• 

J e ovšem rovněž (u{s)l c(n)> = 1, nebot 
1 = <an, bn> cn> = <5 ( w ), 6(n), c(n)> = 

= 0(«>*(n-.)» u(sAn-sh C(n)>. 
Abychom dokázali, že násobnost bodu y pro, křivku (případně iden­

ticky rovnou nule) 
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/-* 
^n> xl*n 

-°n> Ж2In 
^n> ^ЗIn 

0 

j'e rovna s, stačí dokázat, že násobnost souřadnicového bodu 03 vzhle­
dem ke křivce (s touž výhradou) 

_ An, x1ln 

1^- B„, Xjín = 0 

^n> X3*n 

j'e rovna s; přitom An a Bn jsou matice příslušné formám d(n) a b(n), 
X l = 3 ^ 1 — ^1*3> X2 = ^ 2 — Ž/2^3> # 3 = X3' J © t o t Í Ž 

УІ7 = 
-4nУз> xiУзIn ^nž / з ~ -<?nžłi> ( У Л -- Уixз) !n 

BnУз> x2УзIn 
=—= -^nУз-~^nУ2> (У3^2-~" žłг^з) In 

Cщ x3*n ^ n , ^ЗIП 

= / 

a uvedenou regulární lineární transformací, při níž se násobnost zacho­
vává, přejMe bod y v bod 0 3 . 

Označme .A, B, ř7 matice, příslušné formám o((n-s)> P(n-s)> u(s)- Je tedy 

AU, xjn 

f= BU, x2In . 
C, x3In 

Existuj"e dále forma l(n-s)(ť), nesoudělná s U(sy. 

ikn-shu(s)> = -" 

Označíme-li příslušnou matici L, platí pro matice identicky 

\LsCn, x3Ls 

AU, xjn 

BU, x2In 

%In/ 

I X <к 
0, Лy 

o, в t 

o, cn-

-^n^2n—»> ^ l ^ n 

BnU2n^8

 x2*n 

Cn-8Cn, x3ün_ 

0 

X2*n 

,, X3Un-s 

xзL8 

2n-5> v 

0, I„ 

Je tedy i pro determinanty 

\L. 

Ün-, 
• / ş 

Lß  
U2n-8 

An,
 x±ln 

Bn, x2*n 

^n-s> x3^n-s I 
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Avšak <i(n-_), W(,)> = 1, <í(n-.s)C(n), «(,)> = 1, takže resultanty těchto 
dvojic jsou různé od nuly (na př. podle pomocné věty 1). Je tedy pro 
x + 0 

f = x 
-_1n> 

д»> a_I» 
SoUw 

(25) 

Násobnost bodu O3 pro /je rovna rozdílu stupně rí formy / a čísla r', 
pro které je #_' nejvyšší mocnina í 3 , která se ve formě /(#_, x2i x3) s ne­
nulovým koeficientem vyskytuje. Přitom pro / •== 0 není násobnost bodu 
O3 definována. Z rovnosti (25) plyne, že je-li / nenulová forma, je její 
stupeň rí = n (z rozvoje determinantu Laplaceovou větou podle posled­
ních n sloupců) a / _ _ w — s (z rozvoje Laplaceovou větou podle posled­
ních n — s řádků). Dokážeme, že souhrn v(s)(í_, x2) ělenů ve formě /, 
u nichž je x3 v (n—s)-té mocnině, je nenulová forma, takže bod O3 je sku-
teěně právě s-násobný. Z rozvoje determinantu v (25) podle posledních 
n — s řádků je zřejmé, že forma %)(#_, x2) je rovna 

An) XxLn 

o, U„-s 

Existuje opět forma W(s)(£_, t2), nesoudělná s #( n - s ) i /?(n-s)- OznaČí-
me-li příslušnou matici M, platí identicky pro matice 

- t f n - í o, 0 ЖA, #__¥ n-i 

я8, o, 0 -__n> *^1IП S І ^ s_Д 
o, мл. .., o J-*n> x2*n = JfБ, _ x2MnZţ 

я s, -4 S , 0 p. c!„-.. 0, ž Д , — S_Д 

o, o, i r_-.. .0, ün-s 

= 

*П-8 

o, 
o, 
o, 

,0, 0, o 
/.. o, • o • 

0, /„_,, _ o 
0, 0, x2As—xгBs 

MÄ, xгMn-s 

BÄ^ xгBs 

MB, X2Mn-8 

0, In 

• 

o, 0, 0, v„-8 

MÄ, xгMn-s 

BÄ^ xгBs 

MB, X2Mn-8 

0, In 

Odtud pro determinanty 

4 . 

_c4л>
 Ж Л 

_Bn> ^гIn = 

0, ^n-_ 

[*--]_-. 
t-Цl. 
[Лf-Ч»-. 

яjg_l, - xxBs 

U_-, 
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Podle pomocné věty 1 jsou číselné determinanty v této rovnosti různé od 
nuly, neboť <^ ( n_ s ), m(s)> = <0<w-,), m(s)> = <*(n-s),/3(n-s)> = 1. Je 
tedy pro JU =# 0 identicky 

• * & 

Чs)(^l> x2) = џ 
x2As -

U„ 

Protože <ťX(n_s), P(n-s)> u>(s)} = 1 a ^(s) =)= 0, existují podle pomocné věty 2 
čísla <%',•/?', ne obě rovna nule (&' = /?' = 0 může nastat jen pro 5 = 0; 
pak však i každá nenulová dvojice oc, ff vyhovuje) tak, že <(ťx'#(n-s) + 
+ (9'A--.).«(.)>=1- Je tedy 

I «'AS+/?'£, 
»(»)(—-/?'>*') =Џ 

u. 
ФO, 

neboť vpravo je resultant forem <%'ť%(n-s) +/3'P(n-s)> u(s)- Tedy %> není 
nulová forma, bod y je právě s-násobným bodem /. Protože každý bod y 
má nějakou násobnost <I n — 1, je tím dokázáno také, že f(xl9 x29 x3) 
není nulová forma. 

Nechť nyní Je je Lurothovo číslo vyjádření (11') křivky C, takže podle 
Liirothovy věty*) existují nesoudělné formy j>(ň)(tl9t2)9 q(n)(h> t2) a formy 
<Hň)(ti> h)> b(ň)(h, t2), C(ň)(h, t2) tak, že 

<Hn)(h> h) «= ň(ň)(P(k)(t)> q(k)(t))> 
K)(h> h) = hn)(V(ic)(t)> q«c)(t))> (26) 
c(n)(h> t2) = C(ň)(P(k)(t), q(k)(t)). 

Přitom je opět <a{ň)(tl9 t2),b(ň)(tx, t2), c{ň)(h, t2)) == 1, matice 

(A\ (*O, *L> ••• 
-»i 1 = U>, h, ... 

má opět hodnost tři a je w = &w, žř > 1. 
Podle věty 9, rovnice (17), platí, že 

-V, o. o 
0, itүi, 0 

10, 0, JřҒ-J 

я. 

f^4n, ^IIПІ 

i?ñ, ^2-̂ л I ^ 

^On, ^ЗIñ l 

'[/-"-•Ölьì 

^rø'*-1]* 

Ҷo, вj (П') 

.,, Ь(*> - ь (. *) pro h s- 1 stačí ovšem položit p( l^ -=- *!, g^) = ía, «<*) = 0(n)> °<*> "(n)» 
č(i) = C(n)« 
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jsou regulární matice a M x . Ik pro M = (mťi) je matice 

(
mu/*, m12Ik, ..., mlsIk\ 

m21Ik, m22Ik, ..., m2sIk\ 

mrlIk, mr2Ik, ..., mrsIki 

Poněvadž vhodnou permutací řádků a sloupců přejde matice MX • Ik 

v matici 
/M, 0, ..., 0 
'O, M, ..., 0 

lo, 0, ..., Jf/ 
a poněvadž pro čtvercovou matici M jsou obě permutace stejné, dostá­
váme, že je-li matice M Čtvercová, platí pro determinanty \Mx • Ik\ = 
= |M |*. 

Přejdeme-li tedy v (17') k determinantům, dostáváme, oznaČíme-li 

žk, x2Iň = 9(ň)(xv x2, xz), 
On, xzln 

že pro a 4= 0 je identicky 

f(n)(Xl> x2> Xs) = <*\9{ň){Xi, x2> Xz)f' 

Zbývá tedy jen dokázat, že g(n)(xlt x2, xz) je ireducibilní polynom. 
Forma g<$) je pro křivku Č, 

xl = «(ň)(0, x2 = b(ň)(t), x3 = č(n)(t) (H#) 
tvořena stejně jako /(n) pro O. Lurothovo číslo pro C ve vyjádření (11") 
je však již rovno jedné. 

Stačí tedy dokázat: je-li pro C ve vyjádření (11') Lurothovo číslo 
Je = li je /(n) ireducibilní. 

Je-li však k = 1, existuje podle věty 8 nenulová forma v(tl912), která 
má tuto vlastnost: 

Jsou-li y1)y2íz1, z2 dvě dvojice čísel z libovolného nadtělesa Kx nad K 
a platí-li, že hodnost matice 

Mn)(2/l> yS)» a(n)(zl> 2a)\ 
(&<n)(ž/l>Ž/2)> 6(n)(«i»«2)l 
^(n)(ž/l>2/2)>

 c(n)(*l> *2r 

je menší než dvě a v(yl9 y2) 4= 0, pak 

2/i>3/2 ^ Q 
^i, £ 2 
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Existuje dále bod y = (yly y2, yQ), který má vzhledem k C násobnost 
nula: podle pomocné věty 2 (c{n)(ť) =|= 0, <a(n), b{n), c(n)> = 1) existují 
totiž v K Čísla oc,/3, která nejsou obě rovna nule, tak, že (pca{n) + /?b(n), 
c ( n )) = 1. Bod (/?,—•<%, 0) má pak násobnost nula, jak se snadno zjistí. 
Podle pomocné věty 3 pak existují k tomuto bodu t / a k uvedené formě 
v(tl912) ěísla <xx, oc2, az, ne vesměs rovná nule, tak, že forma 

I *1> yi> «(n)W I 
<*(n)(řl> ř2) = <*2> y2> fy»)(0 ( 2 7 ) 

I *3> ž/3> C(n)(0 | 
je nenulová, nemá vícenásobné faktory a je nesoudělná s formou v(tx, t2). 

Předpokládejme ted, že existuje netriviální rozklad formy f{n): 
(28) 

kde 
f(n)(xl> x2> xz) = 9(m)(%i> %2> xz) \n-m)(xl> x2> xs)> 

0 < ra < n. 

J e /(n)(a(n)(0> hn){t)> C(n)(0) = 0 identicky. To plyne na př. odtud, že 

lAn, a{n)(t) In\ , T . /0\ 
\Bn, b{n)(t)in\(Jr*A = (o) 
VL, cUt)IJX ±n> V 

podle (3), kde 
/Г1 

\qL l 

pro « ^> 1, takže sloupce determinantu 

I -4n> «(n)(0 -f-
Bn, b{n)(t) In 

\Cn, c{n)(t)In 

jsou lineárně závislé. 

Z (28) tedy plyne, že alespoň jedna z forem v tl912 

9(m)(a(n)(t), b{n){t), c{n)(ť)), h{n.m)(a{n)(t), b{n)(t), c{n)(t)) 

je identicky rovna nule. Nechť je to první z těchto forem. 

V nějakém nadtělese Kx nad K existuje rozklad formy #(n)(*i> 2̂) 

z (27) v lineární faktory y2tx — yxt2, i = 1, 2,..., n. Poněvadž #(n) nemá 
vícenásobné faktory, je pro i =4= j 

i i 
Уi> У2 

i i 

Уl>У2 

Ф 0 . 
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Poněvadž oc(n) je s v(tv t2) nesoudělná, je v(y1, y2) 4= 0. Z uvedené vlast­
nosti formy ^(^i, t2) pak plyne, že pro i + j má matice 

i i i i 
a(n)(yv y*)> aU)(yi>y2) 

i i 0 3 

kn)(yi>y2)> b{n)(yi,y*) 
i i 3 3 

{ c(n)(ž/l> ž/2)>
 c(n)fal> ž/2) . 

hodnost dvě. 
i i i i 

Body p = (a(n)(y), bin)(y), c(n)(y)), i = 1, 2 , . . . , n, jsou tedy navzá-
jem různé, leží n a přímce 

I * i , 2/i> ^1 
Л 2 , #2> X2 

<*з> У*> ̂ з 
= 0 í(l)(*l- #2> ^3) = 

0. Protože m < n, obsahuje forma ^ ( ^ 

(29) 

(30) 

i n a křivce g(m)(xi, x
2>

 xz) 
formu Í(X) jako faktor: 

17(ro)(a'l:» 2̂> ^3) = ^(l)(:rl> 2̂> ^3) * 9m-l(Xl> x2> Xz)' 
Dokážeme, že je 

0(w)(*i, *2> *s) = ylki)(xi> x2> xz)lm> 
což již povede ke sporu. 

Pro m = 1 platí (30) z (29). Je však Z(l)(a(n), b(n), c(n)) = <%(w)($) # 0, 
takže pro m > 1 plyne z (29), že iJíw_i)(0(n)> &(«), c(n)) = 0. Jako dříve se 
pak dokáže, že g[fn_1) obsahuje l(l) jako faktor. Opakováním postupu 
dospějeme k (30). 

Je y =}= 0, neboť /(n) není nulová forma. Potom však ani g(m)(a(n), 
b(n), C(n)) = y[oc(n)(t)]m není identicky rovno nule, což je spor s předpokla­
dem. Důkaz věty 10 je tedy úplný. 

Z věty 10 vyplývá, že křivku C, danou vyjádřením (11'), a křivku 
z (21) o rovnici f(n) = 0 lze považovat za totožné. 

Dalším důsledkem (je to již důsledek Lůrothovy věty) je, že se stačí 
omezit na křivky C, které pro vyjádření (11') mají Lurothovo ěíslo h = 1. 
To také učiníme, takže v dalším stále předpokládáme, že křivka C má 
alespoň jeden bod násobnosti jedna. 

Po této úmluvě si všimneme podrobněji formy v(tx, í2). Matice 

Í
Л - i . «<„)(<) I„-i' 
Bn-Í> *(„)(«)/»,-1 
Cn-i. cы){t)h-г 

(16') 

vo, ßJ"--> 
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z věty 8, kde Q[n 2 ) = (Q09Q19..., Qn_2)f je opět čtvercová. Podle věty 8 je 
tedy forma v(t1912)9 která je nenulová, definována identitou 

Hh, h) - Q{n-2)(tl912) = \iit(t1? t2)\9 (31) 

kde Q(n-2)(t) je forma s maticí ^(
1

n"2), která je libovolná nenulová. 
Násobíme-li v determinantu (31) poslední řádek libovolnou nenu­

lovou formou W(n) a rozvineme-li jej podle posledních n—1 sloupců, 
dostaneme, že stupeň nx formy v(tl912) je 

n i = n(n— 1) — (n — 2) — n = (n— l)(n — 2). (32) 

Vyšetříme podrobněji než ve větě 8 vztah mezi formou V(ni)(tl9 t2)f 

maticí [i(tl912) a parametry v singulárních bodech křivky C. Dokážeme 
větu: 

Vě t a 11. Necht Kx je těleso nad K, v nemz lze V(ni)( î, t2) rozložit v lineár­
ní faktory. Potom je forma V(n)(tl912) rovna (az připadne na čiselný nenu-

i i 

lovy faktor) součinu forem u**~l(t)9 příslušných srnásobným bodům y9 pro 
všechny s-nasobné body nad Kx pro s _; 2, at explicitní nebo implicitní.*) 
Matice jit(tl912) má pak stejné invariantní faktory*) jako diagonální matice 
D, rovná (pro M = 3n — 2) součinu matice 

.( 0, 
a matic 

£(«-2)M, o \ 
/„_J 

lU(Si)(t)Ist-l, 0 \ 
l 0> IM—SÍ+IJ 

opět pro všechny alespoň dvojnásobné body nad Kl9 jestliže £(n-2)(č) je 
forma nesoudělná s V(ni)(t). 

Důkaz . Nejprve budeme definovat formu U(8) pro implicitní 
^-násobný bod. Užijeme k tomu rozkladových kvadratických transfor­
mací. 

Necht totiž 8 = (yl9 y%9 yz) je s-násobný bod křivky C9 s ^> 2. Zvolme 
novou soustavu souřadnou takto: 

Podle pomocné věty 3 existují pro bod (yl9 y29 y3) a formu V(ni) (tl912) 
ěísla ocl9 oc2> <*3> Pi> $%> Pz tak, že (U(8) je forma příslušná bodu 8) 

*) Formy W(s) byly dosud definovány jen pro explicitní s-násobné body. Pro 
implicitní body je zavedeme až v důkazu. 

*) Invariantní faktory ve smyslu podíly determinantních dělitelů, abychom 
nemuseli opouštět homogenní zápis tlttt. 
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мы(<) • «<„-.)(«), 

= Щs)(t).ßы-dt), 

ocXi y l 9 a{a)(t) 
<*2> Ž/2> M ^ 
*3> ž/3> W ^ 
& , Žll> «(»-)(*) 
& > Žl2> &(»)(*) 
Ai> ž/3> C(n)(t) 

<*(n-s)> An-s)> = 0(n-s)> %x)> = </?(n-s)> ^n.)) = 1> 
a <% i /? nemají vícenásobné faktory; dále existují podle téže pomocné věty 
(jako v důkazu věty 10) ěísla y_, y2, y3 tak, že 

7l «(n)(í) + 7 2 hn)(t) +y3 C(n)(t) = Č(n)P) 
je forma opět bez vícenásobných faktorů a nesoudělná s /U(8)

ÍX(n'-8)P(n-8)v(nly 
Potom lineární transformace 

<*i> yi> xi _ &> _/_, z_ 
£*2> 2l2> ^2 > *̂ 2 == r2> žl2> ^2 
<*3> žl3> ^3 [ P3> žl3> X3 

je regulární. Odpovídá totiž každému bodu (í_, £2) křivky O bod 

__i = w(8)(0 *{n-a)(t) 
_*a = *(.)W/8(ll-_)(t) (33)-
#3 : = P(n) 

Z (35) a podmínek nesoudělnosti pak snadno plyne lineární nezávislost 
í_, ž 2, 3̂> takže (33) je vyjádření křivky C v nové soustavě souřadnic 
(v dalším opět vynecháváme pruhy). 

Nazveme pak rozkladovou trasnf ormací bodu S kvadratickou trans­
formaci Ts: 

t 
xi == x2x§ 
X9. = = X*X* 

> X3 = yixi +y2x2 +y3x3 

Touto transformací přejde každý bod (í_, t2) křivky C pro u{a)(t) 4= 0 
v bod 

*l=P{n-8)(t)c(n)(t) 
X2^<X(ns)(t)C(n)(t) ., (34) 
XZ ^ <*(n-s)(t) ^(n-si1) U(s)(t) 

Snadno se zjistí, že (34) je vyjádření racionální křivky C. Transfor­
mací T8 odpovídá „okolí" boduS ,,okolí" přímky xz -.= 0. Definuje se, že 
bod S má ve svém ,,okolí prvního řádu" implicitní s rnásobné body Siy 
si > 0, jestliže křivka C má na přímce x'z = 0 (explicitní) ^-násobné 

body S' různé od bodů O' 0'r Nechť tedy je ( g l , Q2, 0) bod S't. Příslušná 
i i i 

forma je pak U(Si) = {cin0(n-s)Q2 — *(n-í)-?i)> a(n-s)P(n-s)U(s)Q1, *(„-«)• 
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i i i 
- P(n-s)u(s)Qí> = (P(n-s)Q2 — a(n-s)Qv u(s)}> si > 0. Tato forma, jak se bez 
obtíží zjistí, nezávisí na volbě (přípustné) kvadratické transformace Ts. 

Platí, což zde nebudeme dokazovat, že každému r-násobnému bodu 
Q křivky C, r > 0, různému od S, ať explicitnímu nebo implicitnímu, 
odpovídá rovněž r-násobný bod Q' křivky C s touž formou t(r); to platí 
i obráceně, s výjimkou bodů na x^x'^ = 0. 

Je-li dále některý z bodů S't opět alespoň dvojnásobný bod křivky C, 
zavedeme opět rozkladovou transformaci TH, tím dostaneme opět 
•sirnásobné body S"if s formami (sij _ : 1) U(8ij) na křivce TSiC = C Defi­
nuje se pak, že v ,,okolí druhého řádu" bodu S jsou s i r násobné implicitní 
body Stj s formami U(8ij) atd. 

Platí věta, že každou (nejen racionální) křivku lze konečným poetem 
rozkladových kvadratických transformací převést v křivku, jejíž všechny 
singulární body jsou jednoduché, t . j . v jejichž ,,okolí prvého řádu" jsou 
jen jednoduché body,, dokonce navzájem různé. 

Nazveme-li totiž zdánlivým rodem h křivky C Číslo 

* (n—l)(n — 2) v r , ( r , — 1 ) 

kde se sčítá pro všechny explicitní /ynásobné body křivky C pro rť > 1, 
plyne z věty 8, že h _• 0 (formy ur*~rx a uT**:1 jsou totiž pro explicitní body 
nesoudělné a dělí #[(n-i)(n-2)])- Pro křivku C z (34) se pak snadno na­
lezne, že její zdánlivý rod 

h'=,h— iS*ť(«,— 1), 

kde se sčítá pro implicitní s rnásobné body Sť ,,okolí prvého řádu" 
bodu S. Není-li tedy bod S jednoduchým s-násobným bodem, je alespoň 
jedno s{ > 1, takže 

0£h'<h. 
Dospějeme tedy nejvýše po h vhodných (t. j . pro něž se zdánlivý rod 
skutečně snižuje) rozkladových transformacích ke křivce C*, kteťá má 
jen jednoduché singularity. 

K důkazu věty 11 teď stačí užít pomocné věty: 

Pomocná věta 4. Nechť fi^, t2) s formou g(n-2)
 a f*'(h> h) s formou 

Q{2n-$-3) Í s o u matice (16') ke křivkám C resp. C", a přitom g(n-2) nechť 
je nesoudělná s v(ni), rO('an.-,-.3> nesoudělná s ocin-g)f}in-8)C(n)V{ni). Pak pro 
normální diagonální tvary*) D resp. D' matic fi^, t2), resp. //(\ , t2) platí 

*) Normální diagonální tvar matice je diagonální matice! která má v hlavní 
diagonále invariantní faktory dané matice (každý invariantní faktor dělí před­
chozí). 
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l o, /)! o, i)\ o, i)\ o I)\O,I)-

= {Q(«-2)Ii, J ) ^ ' - - ' J) D'.*) (35) 

Je-li dále S jednoduchý s-násobný bod, jsou invariantní faktory matice 
D' nesoudělné s U(8). 

Odtud totiž plyne věta 11 indukcí přes zdánlivý rod takto: 
Je-li h = 0, t. j . jsou-li všechny singulární body jednoduché, je 

podle této pomocné věty 

(QL-S-3)TI> 0\/D, 0\ _ (Q(n-2)Ii, 0\(u(s)Is.l9 0\ Jy 
( o, i)\o, i)-( 0, I)( o, /) D> 

kde D je diagonální matice, jejíž invariantní faktory jsou s U(s) nesouděl­
né. To však platí pro všechny singulární body, takže celkem (s užitím 
věty 8; zjistí se totiž snadno že zbylý faktor v D je již konstantní 
matice) je 

D ___-. /e(n-2)Ji> 0 \ Y\lu^Isi~^ °V 
\ 0, IM_J ' s.^2\ 0, //' 

Budiž teď h > 0 a předpokládejme, že věta platí pro všechna vy­
jádření (IV) všech křivek o zdánlivém rodu <^h—1. Pak existuje 
(kdyby všechny singulární body byly jednoduché, pak by vzhledem 
k větě 8 Tlu8

{8Ý = tf[(n-i)(n-2)]> kďe součin je vzat přes všechny explicitní 
s-násobné body, s^>2, takže by h = 0) alespoň jeden nikoli jednoduchý 
s-násobný bod 8, s I> 2. Můžeme předpokládat, že souřadná soustava je 
zvolena tak, že O.má tvar (33). Transformace T8 převede C v C o zdánli­
vém rodu <1 h— 1. Jsou-li D resp. D' normální diagonální tvary matic 
fi(tl912) resp. ju'(tl912) s formami Q(n^2) resp. £>[2n-a-3)> nesoudělnými 
s V(ni) resp. (X(n-s)f3(n-8)C(n)V(ni)9 pak platí jednak podle indukčního před­
pokladu, že 

2/ ____ /č?(2n-_-3)A> 0 \ . Ylí^8*^8*-1' °), 
\ 0, IM'—1/ st__2\ 0, I)9 

(36) 

kde součin je přes všechny, explicitní či implicitní, ^-násobné body G\ 
si _i__ 2, jednak (35). Poněvadž součin v (36) lze psát jako 

(^(n-s^n-s-V 0\//3 ( n _ s )/ n _ s - 1 , í 0\/c ( n ) / n _ 1 , 0\ y-p 
l 0, l)\ 0, Ij( 0, 7 / 1 1 * 

kde prvé tři matice odpovídají jednoduchým singulárním bodům 0'2, 
0'x aOg,/!' pak ovšem ostatním singulárním boůům, různým od 0'19 0'%9 

*) V každé matici je 1 jednotková matice takového řádu, aby matice měla řád 
3(2n—•*—1) — 2 . 
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Oj* Z (35) a (36) dostáváme však ihned, vynecháme-li ve všech maticích 
jednotkovou maťici IMf^Mi že 

D _ («.-->-_. j j ( « « j r ; ) . n' (H7;1-1' ?)• ™ 
Součin je pak skutečně vzat přes všechny, exphcitní či implicitní, alespoň 
dvojnásobné body O. Bod Oz~S je totiž zahrnut explicitním * implicit­
ními (vil') body, 0X a 0 2 neleží na křivce a ostatní singulární body odpo­
vídají podle toho, co bylo řečeno, jedno jednoznačně při týchž formách 
U(8i) singulárním bodům C" a vyskytují se tedy v i l ' . 

Zbývá tedy dokázat jen pomocnou větu 4. To učiníme v několika 
krocích. 

Pomocné tvrzení 1. Je-li _0(n_a) nesoudělná forma s V(ní), pak pro 
normální diagonální tvar D matice (16') platí 

v-\ o, /an-j\o, _;• 

M » - I , «(»>(*) I«-i\ 
-k-i,wn-i ( 3 8 ) 

V?,..., C(fl)(ť) / „ _ / 

Matice 
/^»-i, «(»>(<) I« 

i«0 

má pak stejné invariantní faktory a stejný typ jako matice (D, 0), kde 0 
je jeden nulový sloupec. 

Důkaz. Pro stručnost budeme symbolem A ~B značit, že matice 
(nad ťl5 ť8) máji týž typ a invariantní faktory. Platí 

(^»-i> «(»)I»-i> 0 \ /-4«.-i. a<„)I„-i, 0\ 

#»-i> 6(„J»-i> 0 I [Bn-i, &(„,I„-i, 0 l 

o, eín-S), e(n-dt)f \ o, ei"-S), Ol 
jak plyne, násobíme-li v prvé matici ť-tý sloupec ť| n-< _ 1 . ťíj-1 pro 
ť = l , 2 , . . . , 2 n — 1 , dále — ť»»-<-» . ť«--» pro » = 2»,..., 3 » — 2 
a vždy přičteme k poslednímu sloupci. Dále 

f--.»-i, «»I»-i, 0\ M„-i, «(„)/„-!, 0\ 
_ * . - . , V _ - i , 0 } -?„-,, ^ I , , . , , 0 

!*- - | o,.,, c-/.,,, Ol 1 o„-1, c^^, 0 
o, <?<»-->, i/ V o, o, i/ 

/>o, 0\ 
l o, Ir 

Z transformační rovnice (19) plyne, že parametry ťx, ť2 lze volit tak, 
aby Q(n _ 8> a ť, byly nesoudělné. 
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Potom se jako v důkazu věty 8 snadno zjistí, že matice fi(tx, 1) je 
ekvivalentní matici, která má v posledním sloupci jediný nenulový 
prvek Q(n-2)(h> -•)• -Podle věty 5 dělí (potom opět zhomogenisovaná) 
forma Q(n-2)(ti, t2) první invariantní faktor matice fjL(tx, t2). Protože sou­
čin všech invariantních faktorů matice [Á>(tx,t2) je Q(n-2). V(ni), kde 
(Q(n-2)>v(m)} = l> ply 1^ odtud, že Q(n-2) je nesoudělná forma jak 
s ostatními invariantními faktory z fx(tx, t2), tak i s podílem prvého in­
variantního faktoru a Q(n-2). -^e srovnání matic fil9 /x2 3e P a k zřejmé, že 
invariantní faktory obou těchto matic jsou stejné až případně na faktory, 
soudělné s Q(n-2). 

Je tedy celkem 

D _ /«.-.), ° \IĎ, 0\ 

(neboť alespoň jeden invariantní faktor v D je skutečně 1), 

/«»-«). ° \(Do> 0. 0\ ,„ 0 ) = = iQin-n, 0 UĎ, 0, 0\ 
l 0, I3n-J\0, 0,l)~(V'V) [ 0, I3n-a){0, 1, O)' 

kde (D0,0) ~ju0, takže vskutku je 

D = D0. 

Pomocné tvrzení 2. Jsou-li [i0 resp. ju0 matice (38) pro křivku G resp. 
G' (ve vyjádřeních (33) resp. (34)), dále 17, A a B matice, příslušné for­
mám U(s), oc(n-s) a fi(n-s), pak platí 

/ V 

/s, 0^ 0 
0, A^^, "{n-sMéČn-l 

0, B
n-1> P(n-s)u(s)In-l 

0, ^n-s-1 ' C(n)^n-s-l 

(39) 

/ V 

-^3(n-l)-2в' _У' 

0, ß(ns)Чn)Ąn-l> 
°> <*Ы-s)Чn)Bn-Ъ 

°> «(n-a)Ѓ(rЛA-rl. 
* n - l 

un^s. 

(40) 

D ů k a z . Existuje forma l(n-s^l)(f), nesoudělná s oc(n-s)(í(n_s)C(n)U(s) 
Označme příslušnou matici L. Platí pak 

AU, otuIn_1 

BU, ßuln.x 

C dn-x 

o, o, L, 
In-1, 
o, 
o, 

o, 
Һ-V 

o, 

0 
,0 

m 



L, o, 0 
0, A, ÄM/.-J 
0, B, ßuln-y 

[0, C, cU.,-.-! 

\LC, 
üin-
0, 

cL, 

Podle pomocné věty 1 jsou obě čtvercové matice regulární, protože 
<Z(n-s-i)>^<s)> = !> <ř(n-s-i)C(n), ^(s)> = 1- Odtud a z věty 5 plyne (39). 

Zdlouhavější je důkaz pro (40): je opět pro vesměs regulární 
Čtvercové matice 

•*3n-s> 0, o, o, 0 
0, 

—вc, 
—AC, 
—ABU, 

0, 
0, 

I„-
o, 
o, 
o, 

- I „ -
- I „ -

-s-i, o, 0, 
Ln, 0, 
0, Ln, 

0, 0, 
.,_!, AU, 0, 

-s-i, o, BU, 

0 
0 
0 

Ln 

0 
0 

I3n-s» 0. 
0, I„-s-
0, 0, 
o, o, 
0, 0, 

0, 
-i, o, 

вc, 
Ic, 
Iвu 

0 

0 

ßC^2n~s-l 
aC^2n-s-l 
aßUhn-s-

°> - I „ - - . - i , o, 0, c 

L, —Iз„-s> 0, 
ABCU, 0, 0, 

0 
— / n - s - 1 

•t4n-2s-l> 0, o, 0 
0, 0, I2„ - s - 1 , 0 

L, •* Зn - s > o, 0 

= _/, . 
ABCU, 
0, 
0, 
.0, 

o, 
^Зn-s> 
o, 
o, 

o, 
o, 
I2n-s-l> 

o, 

In-s-1 
0 
0 
-*n-s-l 

' 

kde 

•!4„-2s -i, o, o, 0 

o, вc, ßcLn, 0 < 
o, AC, <xcLn, 0 

_f1 = o, ABU, ixßuLn, 0 

o, o, ßcÄU, -*n-s-l 
o, o, OÍCBU, ^ n - s - l 
o, l o, (xßuC, I„-,- 1 . 

*) Je-li v matici v některém řádku označeno, kolik řádků příslušné pole mé, 
pak obvykle u ostatních pplí index vynecháváme. Viz ostatně poznámku na str. 322. 
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pгo 

Pro rozklad 

je pak 

r ___ (hn-s, 0 \ 
i 4 » - 2 s - l — I Q l 

J ___ [hns> 0 \ 
^ 4 n - 2 s - l — Q r 

\ u> ^ 2 n - s - l I 

-!2n-s> ' э, 0, 0, 0, 0, o, 0 ' 
o , < э, o, 0, /„, 0, o, 0 

o, 12П""S- -i, o, 0, 0, 0, o, 0 

— в , o, /„, o, 0, 0, o, 0 
—A, ' o, o, /„, o, 0, o, 0 

o, o, 0, 0, 0, /„_ s_ i, o, 0 

o, . 0, 0, 0, 0, 0, 4 - s - -i, o 
o, o, 0, 0, 0, 0, o, * я - s - l . 

•*!• 

\c, 
o, 
-*3n~s 
o, 
o, 

/_»-_, o, 0, 
0, /-„_,_-, 0, 
0, 0, 0, 
o, 0, Iin 

0, 0, 0, 

0 
0 
0 

- s - 1 , 0 

- s - 1 . 

= 

G, •tгn—s> "> o, 0 

= -f_. 

ABÜ 
o, 
o, -
o, 
.0, 

, 0, 0, ocßuLn, 
0, /„,-.-,, o, 
I2n-s, 0 , 0 , 
0, 0, 72 л_ć 

0, 0, 0, 

0 
0 
0 

-i, o 
In-s-1-

kde 

*б»-2n-l> 0, 0, 

0, B, ßcLnì 

0 ! 
0 

1 h = 
0, A, occLn, 
0, 0, ßcÄU, 
0, 0, ťxcHU, 
0, 0, ocßuC, 

0 

In-s-1 

-*n-s-l 

In-s-1, 

pгo rozklad 

ISя-S в - i = 

I2n-s, 0, 

0, I2»-s-

;o, o, 

0 
- 1 , 0 
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Dále je pro rozklad 

kde 

pгo 

hn - 2 s -
- ( 

бn-Зs-X> u 

o, h 
\vM2 

-^бn-Зs-XJ 0> 

o, i„ 
o, 
o, 

o, 
o, 

o, 
o, 

o, 
o, 

0 
0 

o, 0, u„ -., o, o, o, 0 
0, 0, o, v„ -s» o, o, 0 

o, —__, A, o, o, o, 0 
o, 0, 0, o, *n-s-l> o, 0 

o, —1„ 0, в, o, o, 0 
0, 0, o, o, o, *n-s-l o 
Lo, o, o, o, o, o, *n~s-l 

••бn-Зs-1' o, o, 0, 0 1 
o, AB, o, -/_, o 

.мt. o, 
o, 

Lo, 

I2n~s» 
o, 
o, 

o, 
-^2n-s-X» 

o, 

0, 0 
0, 0 
0, 4 --s-X-

\hn-

o, 
- З s - i, o, 

AB, 
o, 
o, 

0, 0 

-/., o 
o, вu, ßcLU, 0, 0 

= ж 8. o, AU, occLU, 0, 0 » 
o, 
o, 

o, 
o, 

*2n-a-l> 

o, 
0, 0 
/., 0 

Lo, o, o, o, /,. -s-X 

мя = 

I7„-4s-l, 0, 0, 0 

0, pcAL, I„ 0 
0, pcAU, 0, /„_,_. 
0, txcBL, I„ 0 
0, <xcBU, 0, /„_,_, 
10, afitUJ, 0, /„_,_,. 

h«-s,-!, 0, 0, 0 
__ 0, I„ 0, 0 

- » - 4 » - i - | 0 ) 0 > 7 n í ) 0 

0, 0, 0, 7„_, 

/ , „ -
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Konečně 

җ, 
•ť7n-4s-l> 0, 
"> •'2»-s-l> 

o, o, 

0 
0 
L. 

lo, o, vn 
- s - 1 

An-4s-l> ö, 0, 
0, L„ 0, 

0 
0 

0, U„_5_1( o, 0 
0, 0, Ls, 0 
0, 0, U„. s-l> 0 
o, 0, o, J . -

мt, 

kde 

2_V 

0, 

4, 
в, 

OíUІn-l 

ßuln-l resp. Ж = 
ßcA, In^ 
OCCB, / „ _ ! 

c, CU„_ s_j õcßuC, Un-S-! 

^ à = П - S - l / ? П - S - l л a(П-8) P(П-S) ° 
П-IЛ 
(n) u -

£7n-4s-l> VJ ^ 

O, pcÁ2 In-X 

O, adtf, In-X 

.0, ajSwO, Un-S. 
Odtud snadno plyne (40). 

Pomocné tvrzení 3. Je-li 6 resp. á největší společný dělitel determi­
nantů nejvyššího stupně matice 

M : 

platí, že 
(41) 

D ů k a z . <5 je největší společný dělitel všech determinantů, pokud 
jsou formami (t. j . bud pro gr<2*»-*--) =__ 0 nebo proKJ*-2) = 0), tvaru 

_4, ocuIn-1 

B, puln.x 

g(2n-8-2)) ĵtn-2) 

Násobíme-li determinant (jako matici) zprava determinantem 
1, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0, —ut\n~*-* 
0, 1, ..., 0, 0, 0, ..., 0, —ut?~*-% 

(42) 

o, o, . ... 1, o, o, . ...o, —мŕj» -s-a 

o, o, . .., o, 1, o, . • •> o, <Г •x 
o, o, . ... o, o, 1 , . ... o, <»- % 

0, 0, ..., 0, 0, 0, .... 1, ty»-» 
0, 0, ..., 0, 0, 0, .... 0, í»--

(43) 
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dostaneme determinant, který má v posledním sloupci jen nejvýše 
poslední prvek nenulový, rovný n(n-2) — u(s)9(2n-s-z)*) Rozvedeme-li 
jej podle posledního sloupce, dostaneme, oznacime-li A subdeterminant, 
že celkem 

q-2.d = A, (44) 

• neboť pro g .== 0 je největší společný dělitel forem A(n_2) pro různé 
formy fyn-2) zřejmě 1. 

Jestliže analogicky postupujeme pro druhou matici (místo (43) uži­
jeme determinantu, jehož poslední sloupec má prvky —t\n- s~2, ..., 
— t2n-B-2,ocfictn-2, qcfíctn-H2, ...;ocpctn-2, místo fyn-2) — w<,)flr<2»-,-2> 
pak dostaneme <%/?cfyn_2)— 9(zn-s-z)> takže pro & = 0 je největší spo­
lečný dělitel opět 1), dojdeme k rovnici 

; ocfíc . tn-2 . d = A. (45) 

Násobíme-li v A prvých n — 1 řádků /5c, dalších n — 1 řádků oce a po­
sledních n — s— 1 řádků ocfSu, dostaneme právě týž determinant jako 
při násobení posledních n — 2 sloupců A formou oeficu. Je tedy 

A{oc^cu)n-2 = ň(occ)n-1(Pc)n-1(ocPu)n-s-1, 

takže z (44) a (45) dostáváme (41). 
Ted již bez obtíží dokážeme pomocnou větu 4: Nechť 9^ resp. \pi jsou 

invariantní faktory matice M resp. M, cpi+1 | q>it ipi+1 \ xpi. Předně platí, 
že pro colf co2 z nějakého nadtělesa K± nad K, pro které je oc^-^co^ co2) = 
= 0, je defekt 

deiM (cov co2) = defÁ = n — s; (46x) 

je-li obdobně ^n^g)(co[, co2) = 0, je 

defM(ft>í, co2) = n — s. (462) 

Pro co'[, co", C(n)(col, co2) = 0, je dále 

defJĚT(á>I, w i ) . = n> ' (4 6s) 

a konečný pro co^co^u^co^čo^) = 0, je 

def M(čolyco2) = defU^,^ = s. (464) 

Protože ťX(n_Ls) rhá jťjn jednoduché faktory a je nesoudělná s V(m),. 
a obdobně pro /?(n_,) a c(n), platí, oznaěíme-li [y?J diagonální matici 
s; diagonálními prvky <pť a pod., že (matice M i M mají o jeden sloupec 
vicé než řádků) 

w - fát- ?)f-Í- ?)Cr ?) w. <«) 
*) ^(n-2) r©sp^ íy<2n-#-2> J s o u -̂ O-my příslušné maticím hini~2) resp. grj2"-*-2* 
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kde (tpi, oc/íc} = 1. Je totiž 

d=II\pi = OCn-s-ipn-s-lcn-imJ.y 

takže podle (41) je 

(48) 

w?- 1 uy ť =<5=i79P ť . (50) 

Avšak podle (39) a pomocného tvrzení 1 je d = \D\ = V(ni), a tedy 

<ZZy„«/fc>-=l. 
Dále platí 

\ßcl„-x, o, 0 
o, occI„-v 0 
o, o, cxßuln 

M{фritn-.-vO^__aßeuЛ^ 

Invariantní faktory matice ocpcuM jsou oc^cu\p{, podle věty 5 proto 
platí (pi | ocfícutpi. Vzhledem k tomu, že (<pi9 ocfič) = l a vzhledem k (47) 
(PÍ | wipi. Ze (464) dále plyne, že <(<pť, u) = 1 pro i > s — 1, takže platí: 
existují formy Az- tak, že 9?^ = uxpi pro í = l, . . . , « — 1 , 9?^ = y t pro 
i_>s. Znásobením těchto vztahů dostaneme 77^ .77At = ws~177^ť. 
Podle (50) je potom však 77A4 = 1. Tedy (vše ve smyslu dělitelnosti) 
Xi = 1. Odtud. 

W-fV-JJSJ. (51) 

takže celkem z (51), (47) a pomocného tvrzení 1 dostáváme (35). 
Zbytek tvrzení pomocné věty 4 plyne odtud, že pro jednoduchý 

5-násobný bod S je (v* , U(s)y = 1, kde v' , = \D'\ je forma pro C\ 
analogická k V(ni). 

Uvedeme teď bez důkazu větu: 

Věta 12. Nechť C je křivka ve tvaru (11')- Nutná a postačující pod-
minka, aby křivka g{m)(xx, x2, x3) = 0 byla adjungovanou křivkou k C, jey 

aby forma g{m)(a{n)(t), bin)(t), c(n)(t)) byla dělitelná formou v(nx)(ť). 

Z této věty vyvodíme důsledek: 
V ě t a 13. Adjungované křivky k C (n—2)-ho stupně tvoří lineární 

(n — 2)-rozměrnou soustavu. Rovnice této soustavy je 

An-i> xl^n-l 

вn 
^ n — 1 > XЛIĄ 

XtJ-n-l 
З x n - 1 
( n - 2 ) 

0, (52) 

kde ß<n--) 

o, ei" 
(QO'QI> •••> Qn-2) Ísou Varametry soustavy. 
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D ů k a z . Nejprve dokážeme, že každá křivka (52) je adjungovaná. 
To však plyne odtud, že podle (31) je 

-4 я-i, Я(n)(0-ŕn-l 
Bn-i> Ъ(n)(ť)In-i 
Cn-ľ c(л)W ^n-l 

o, eГ 2 ) 

= ЧnÁ^ • t?(n-2)- (Зľ) 

Nechť naopak křivka ^(w-2)(^i, x2> xz) = 0 je adjtíngovaná. To zna­
mená, že g(n-2)(a(n), 6(n), c(n)) = t?(ni)(í) . <r(n_2)(č), kde a je nějaká forma 
(n — 2)-ho stupně (je totiž n± = (n — l)(n — 2) a stupeň formy vlevo je 
n(n — 2)). Je-li o{£~2) matice příslušná k formě o-(n_2), pak forma 

fyn-aл^ľ x2> xz) 
An-i> ж l I n - l 

'n—1> 
Cn-i> 
0, a\ 

2xn-l 

1 
xzfn 

(n-2) 
1 

má vlastnost, že A(w-a)(a(n),&(n),c<n)) = v(ni)(t) . a(n^2)(t). Pro formu 
w(n-2)(xi> x2> xz) = g(n-z)(xi> x2> xz) — *(n-2)(a?i> X2> xz) tedy platí 
w(n-2)(a(n)(t)> hn)(t)> C(n)W) -= 0. Jako na konci důkazu věty 10 odtud 
plyne, že je identicky w(n_2) _= 0, g(n.z) ~ A(n_2), takže g(n-2) má vskut­
ku tvar (52). Ze soustava (52) má dimensi n — 2, plyne z (31/). 
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