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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 77 (1952) 

O JISTÝCH MATICÍCH A ROVNICI PRO PARAMETRY 
SINGULÁRNÍCH BODŮ RACIONÁLNÍ KŘIVKY 

MIROSLAV FIEDLBR, Praha. 

(Došlo dne 5. července 195L) 512.831 

V prvé části článku přiřazuje auto r formé n-tého stupně v pro­
měnných tlf tt matici, zavádí t. zv. defekt matice a odvozuje věty 
mezi defektem matice tvořené z matic několika forem a stupněm 
největšího společného dělitele. Dále dokazuje vě ty o maticích při­
řazených daným formám. 

V druhé části článku aplikuje výsledky při řešení problému určení 
parametrů, singulárních bodů racionální křivky. Odvozuje formu, 
jež anulována dává rovnici pro t y to parametry. 

Ve třetí části specialisuje a prohlubuje výsledky pro rovinné 
racionální křivky. 

Část I. 

V celém tomto článku budou všechny koeficienty brány ze zá* 
kladního tělesa K (o němž nečiníme zatím žádné předpoklady). Binární 
formě n-tého stupně, w-eelé nezáporné, 

«(«)(*) = «<# + a>ft~\ + .•.. + <*nt», 

přiřadíme pro každé přirozené číslo m matici 

(a0, av . . .a n , 0, . . .0 
0:.ar::ar::ar:::°. \ <-> 
0, 0, ... , a0, ...< 

jež má m řádek (a m + n sloupců). 

Označme Tm, m 2> 1, matici 

T — 

Platí zřejmě 

[£—«., 
\ < m - l 

--îř-7**-=-•«<..)(«> .2'.,. (2) 
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Jsou-li a(Wl), b(nt) dvě formy stupňů nx resp. n2, C(ni+n%) jejich součin, 
pak pro každé přirozené m platí, jak se snadno verifikuje, 

j{ni)r>(n%) __ n{nx+n%) _ -o{n%) And /o\ 
•^m -Dm+ni — ^m — -°m -^m-fn%- W 

V dalším budeme užívat matic rozdělených na pole. Příslušné věty 
'o nich jsou uvedeny na př. v knize A. J. Malceva: Osnovy Unejnoj algebry, 
kap. I. § 4. Typy.(t. j . počet řádek a sloupců) nebudeme obvykle uvádět, 
na př. nulová póle značíme prostě 0. Jednotkovou s-řádkovou matici zna­
číme I8. 

Defektem matice M, značeným defM, nazveme rozdíl počtu sloupců 
matice a její hodnosti. 

Pro defekty platí pravidla: 

P 1: def_á = 0 => def ( ^ ^ ) = def (^ ^) = deíB. 

P 2 

P З 

P 4 

deL4 = 0 => deiAB = defB. 

defA = 0 => def (€) = 0. 

defB' = 0 => def^B = deiA + d&iB. 

Důkaz. Platí známá věta, že hodnost matice (a tedy ani defekt) se ne­
změní, násobíme-li ji regulární maticí zprava nebo zleva, nezmění se 
ovšem ani permutací řádek nebo sloupců: 

P 1: V matici í ^ ' »1 permutujeme řádky tak, že místo-aaatioe A 

je po permutací matice í ^ 1 1 , kde Al9 je regulární matice {Ax existuje, 

neboť podle předpokladu je de£A = 0). Je tedy 

^ (á; S )=^ (|^i) - ̂  {(!&;• - J ?)(J: J)}= 
//. ô  

def 0, 0 = defB, 

defl 

:(o',o\ = 
\o, B! 

nebot předposlední matice m i hodnost i počet sloupců o totéž číslo větší 
než matice B. Konečně 

dei(% c)=d r f(c,.B)' 
n*bot druhá matice vznikne x prvé permutaci sloupců. 
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P 2: Necht opét deL4 = 0. Pak dle P 1 je 

= d r f (B, ~4)=*><»• 
P 3 je evidentní. 

P 4 : Poněvadž hodnosti matice A a matice transponované A' jsou 
stejné, je rozdíl mezi poetem sloupců a počtem řádek matice A Toven 
deLá — deL4', a tedy 

deL4H - def(AB)' = deL4 — defA' + delB - def_B'. 

Je-li defB' = 0, je deí(AB)' = defH'_4'= defA', takže vskutku def_4.fi = 
= defA + defH. 

Než uvedeme hlavní větu 1, dokážeme tuto p o m o c n o u větu : 
Nechť «(n,), b(n>) jsou formy stupňfy nx resp. n2, ne obe rovny nule. Jsou-li 
nesoudělné (t. j . největší společný dělitel roven jedné, coz značíme <(«(ni), 
bfy^y = 1, pak pro všechna celá m *I> nx -f- n2 je 

def 
/A ( n i ) \ 

UfcU °-
Důkaz. Věta platí, je-li % '-=- 0 nebo n-2 = 0, lze tedy předpokládat 

W.J > 0, í -= 1, 2, a pak jsou obě formy nenulové. 
Je alespoň jedno z čísel ani, bn% různé od nuly, neboť jinak by ťx 

dělilo a(ni) i b(n,), budiž to b(W.) 4= 0. Pak však determinant hořejší 
matice, složený z prvých n2 a posledních m — n2 řádek, je roven 

/.4<ni)\ 
Kdyby však determinant matice I Jtnt)\ byl roven nule, existovaly 

by jednořádkové matice 

Ci"1"1* = (C0, C1? ..., «.,-i), M*1""1* = tfo, • • •, 4__i) 

ne obe současně nulové tak, že 

tedy 
• c ř " - 1 ^ - - ^ - 1 ^ ; ; : -••»<••• 
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jsou-li c(nr.1){t), d(nf_i)(0 formy příslušné k maticím C^K M*1"1*, 
je podle (3) identicky 

a(nt){t) • <W-1)(Q = — &(».)(*) d{ní^t)(t). 
Poněvadž jsou a<ttl), 6(nt) nesoudělné, a ( n i ) dělí cř(ni—i), takže d(ni—i) = 

= 0 a také c^—i) = 0 identicky, což je spor. 

Věta 1. Budií dáno r forem n-teho stupni, w_; 1, 0(n), 6( n ),..., í(n) 

takových, íe matice 

má hodnosth^Ž l. 
Pak plati: je-li Tiejvětší společný dělitel forem a(n),..., Z(n) s-tého 

stupně, pak pro všecka celá m^l2n — s — (h — 2) má matice 

7A ( n ) 

defekt právě s. 

-• Důkaz. Předeváím dokážeme nerovnost 
s^n — h+1. (4) 

Budiž 
<^n)>&<n)> —» í(n)> = ^(í)» 

<*<«> = &(n-$l4(ih b(n) = &<rt-i$*)> • • •> í(n) = í(n-«)^(*)-

Podle (3) je 

atd., takže matice 

_ u-^ 1 . 
\ ŕ<») / Yќ )/ \f(»-*)! %*•> ^ L \ 

Poněvadž je def(Z>£Lf+i)' = 0, lze užít P 4, takže (defekt matice 
je vždy nezáporný) 

ґ:>У*H 
-Vłвf-.l/; J ^ d e f n - h + 1 _ d«f ( : I ^ defi),í!L.+1 = s, 

col jsme chtěli dokázat,; 
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Nyní přejdeme k vlastnímu důkazu věty. Pro h = 1 věta platí (je 
pak 8 = n). Budiž tedy h > 1 a předpokládejme platnost věty pro všech­
ny soustavy forem, jejichž hodnost je menší než h. 

Nechť tedy hodnost /ix je h > 1; mezi řádky [Ax je h řádek lineárně 
nezávislých, nechť je to prvých h: 

A?\B?\...,lf\Q?\ 
ostatní jsou na nich lineárně závislé. 

Dokážeme nejprve: Matice 

má pro m I> 2n — s — (A —- 2) defekt 5 (je ovšem opět <#(„), &(n), ... 
••-i £(»)> = <?[•))• 

Je <a<n_„ 6(n-«)»::-»;í7(n-«)>= 1, je tedy alespoň jeden z: koefi­
cientů u ťj-*: a0, ...,gr0 různý od nuly (jinak by t2 dělilo všechny 
«(«-*)> • - •> Šř(n-,)), budiž to J70 4= 0. 

Formy 
S(»-,) = go^in-i) — «0^(n-«),' 

/(n-в) = o/(n-*) — fo(?(n-s) 

mají největšího spoleěného dělitele <5(p) stupně p > 1 (5), neboť jsou 
všechny dělitelný alespoň ř2, nechť tedy 

5(n-f)~<X<n-.p-fA.l>)> ? 

/(n-i) = ?'(n-,-,A í) ) 

<*(-_.*_,), v»9>(«-»-*)> = !» <Í7(n-«)> <*(„)> = 1. (6) 

K <*(-_-_,), ...,^(n-i»-f) příslušná matice 
<n-j>-tK 
1 

V, = . 
[iз<»-»-> 
\^Ol-P-«)^ 

má hodnost JI— l, protože má h — 1 řádek, je její hodnost h ^ ) ^ ft-r-l. 
Kdyby však h ^ ) < A— 1, byly by formy «<««,_,>, ...,9^-i-*) li­
neárně závislé, a proto i fonny <*(*),..., gf(n) proti předpokladu. ,. 



řoněvadž je h{vx) < h9 lze na formy oc(n-p-8), ...,9?(n-j>-t) podle 
indukčního předpokladu aplikovat větu: je tedy (pro naše m _; 2n — 
— s - (h - 2)) 

/ < „ "• t 

defl^-r^Uo, 

nebot 

a z 

plyne 

x ^ n - * - * ) ] 
*Ym-n 

щ = n — p — 5, m0 = m — p — s, s0 = 0, Ä0 == Ä — 1 

m _; 2ri — в — (Ä — ,2) _; 2n — s — (h — 2) — (p — 1), 

čili vskutku 

Je však 

m—p — s_; 2(n — ÿ — 5) — (Л — 3), 

m0 _; 2n0 — s0 — (h0 — 2). 

*m—n 

<łef I Гm^» I «- def 

f i I ( n ~ ~ * \ 
/-^m—n \ 

? ^ UgL. 
Ag(ň—í)/ 

,-л(n-s), 

(P4) 

rm—л ^m—-л 

OIm-nJ ^> •••> "> _ > - m - n 

0> 9b*m-nt ••'••••> '0 , — O 0I w _ л 

defU ( B_, ) | + defi)^_,= 
-^w—n 
73<n—*)/ 

= def 

J(n-«)v 

рт(П—í) 

Xpľn^s)! 
Uľm.—м. 

0> ", ..... golm-ny folm-n 
0, 0, ..., 0, 7W_„ 

(
Ttø—•). (Л—2?-*) *(p) 

^ m — л \ / &trt—л . Øm - -p--* \ 
Łn-s) ) + « -= def ( Лn-,,-*) .(p) + * = 
•* m—л / 1 ^m—л • °m—p—s \ 
p(n—s)f \. 75(n—в) VTm-—л " m — л 

(л-~p--«) ( p ) я f n - n • ̂ m—p—*> v 

+ * = 

def 
(Pi ) 

'(nr-v-s) *(p) Л 
үm—-n • Vm-*p—*y v 

75<n-«) л 
<jГm-~л > u 

sXP) 
Цni—p—Sł Im—-p—** 

+ «-

:dвf 

/„_„,... ,0, 0, <n—P-^«) 

0, • ;.•••,/m_n,0, ^(B—,, 

0j . . . , 0 , /W-n.O 

lo/ •'•' ••.'.".;•«, d;' /„,_,,_ 

o, 

o, 

.(.,).; 
I um—p—* 

S» 

( W _p_«) 
<-*m—n # | 

: TO 
^ ^ ( n - p - - * ) 

y'm—n | 

o •_•-! 

--m—p—8 

+ -*-
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def 

0, 

Ô, 
Mn—s) 
^m—n , 

c*m—n 

(n—p—#) 

*m—p—Í % 

+ 5 = def 
(Pi) lЄ,-./1 + « = 

neboť pro poslední rovnici je m = m — sf nx = n — 5, í&2 = p, aplikace 
nerovnosti (4)naformy a(n_ s), ...,/<»-,) dává p_^(n—5) — (A— 1) -f-1, 
takže z dané nerovnosti m^.n-\- n—- s — (h — 1 ) + 1 2> n -f- p plyne 

m —- s^> n-\- p — s, t. j . m^nL-\-7Í2 

a pro formy jftn_s), <5(-) lze užít předchozí pomocné věty, z níž plyne 

def (fLH 
Protože je 

def 

л(n) 
-̂ m—n 

£<n) 
"m—n 
rr(n) 
•"m—n 

l - _ L 

= def 

л « l — и 

G2L 
^m—n 

ю 

( •"•m—n I 

.': = s, 

je věta dokázána pro všechny soustavy hodnosti h a tedy úplně. 
Ukážeme ještě, jak se nalezne forma (a k ní příslušná matice), 

která vznikne substitucí 
k = _?(*)(*_>*_) •": 
*2 = _ < * ) ( « > (7) 

kde p<*), £<*) jsou nesoudělné formy stupně i _; 1, do dané formy. 

Věta 2. Budiž C(n)(t) forma n-tého stupni, /<*„)(*') pak forma po 
substituci (7) cfo C(n). 

/<*n)(0 = eu)(ř*«fO, '?<-)(*')); 

pa t pra ™ > nk ptati 

^ 2 3 * = Co[-P*k-*« + ^ - i Q U . ^ + • • • + c«[«n-*n, (8) 

faře matice [PrQn~r] je matice om—kn řádkách, příslušná formě pr
k)q

n
k~

r, 
matice F***?^ pak matice příslušná formě f(kny 

D ů k a z . Platí zřejmě: je-li věta 2 správná pro dvě formy téhož 
stupně c*n), c?n), je správná i pro formu yxc}n} + y2c?n), kde yu y2 jsou 

249 



čísla. Věta 2 je však správná pro formy íj, íj- 1^, • • •> *5> je tedy správná 
pro každou formu n-tého stupně C(n)(í). 

Věta 3. Pro každé přirozené r platí 

-T8S = »řHO% x . J*)iř,+1, (9) 

kde 1. /[P*"-1]* 

' j j f = = |tIMn; í<3]*l 

W-'-1]* 
ýe regulární matice, 

( cJfrCj^..., cnIk, 0, . . , 0 ' 
0, c0/fc,..., cn„xIk, cnIkf..., 0 
0, 0, ...,CoJfc, ..., cn/fc 

A*Že řádek je celkem rkn. 
Důkaz. Podle věty 2 je 

*X = co[P"],*n + ^ P - ^ W + • • • + cn[Q»u„; 
odtud 

/[P^- 1 ]* \ 
JRr̂ íS.> = f f " " ^ * ) (C0[P»],Jfcn + ...,+ cn[g-]ftn) = 

\[Q r"-1]* / 
/c0tP<'+i)»-1]fc + e&PV^y-HŽk + . . . +'c.[P«--g»]» 
f C0[P<' + ̂ - - e ] * + Cl[P^l>n-3Qt]k + ... + Cn[pr»-2Q» n ^ | 
[eJÍP^^i' ':+c~i[P»:ÍQ^Í''' +'.'.'. + čJÍQ^i)n-i]k 

(cJk,ClIk,..., cjk, 0,..., 0\ /[P<"1)"-1]fc 
0, CeJt,...,cn_1/ik>cn.r*,...) 0\ / [ P ^ X - m l 

W,- 0, ...,<*/*, ...,c„7fc/ \W+»)---l t 

-"(OS? X.Ik)BT,v 

Musíme ještě dokázat, že B, je regulární matice. Předpokládejme, 
že je singulární, pak existuje sn ifc-clenných vektorů ne vesměs nulových 

c*-*>, tf-«,'....4*-11 tak, že platí 

{c*-»c»-» ...?*-")«, = 0. 

M- , -. • . 
1 2 «n 

ef-^P*""!]* + cf-->[P«-»Q]* + ... + c»-->[Q*»--]t = 0; 
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podle (3) je tedy identicky: 
i 2 tn 

Pffi-^-^W + Pffi-W(*-i>W + - + flffi-^-DW = o, 
ť i 

kde c^.j) je forma (k — l)-ho stupně příslušná k cj*-1}. 
i 

Množina nenulových C(fc-1) je podle předpokladu neprázdná, existuje 

tedy (i<^ sn) největší index <%, pro který je (?(*_!> =)= 0. Mohou nastat 
dva případy: 

a) oc = sw, pak musí být 
i *n—i 

K*f l c(*-D + ••• + Pte)íffi"*te-i>= 0 
an 

identicky, neboť jinak by (#<*), q(k) jsou nesoudělné) p(fc) dělilo £fjřflc0fe--i) 
«n 8n «» 

a tedy C(Jb-i), což vzhledem k C(fc-1) 4= 0 a menšímu stupni C(fc_X) není 
«n 

možné. Pak však je též tfffi"1^*) = 0 identicky, což je spor. 
b) a < sn, lze krátit pjjf*- čímžI vznikne obdobná situace jako v a), 

což je nemožné. 
Je tedy B8 regulární, existuje k ní matice inversní a platí (9). : 

Věta 4. Budiž k = 1 ve větě 3. Pak plati pro ka&dé přirozené m 

F™ = EmiCm>Em+n (10) 
kde 

je matice regulární. 

Důkaz je obdobný důkazu věty 3 a vynecháme jej. \ 

Ve třetí části budeme ještě* potřebovat tuto větu o maticích s prvky 
z oboru integrity K[X\ polynomů jedné neurčité nad tělesem K*): 

Věta 5. Necht A a B jsou matice té&ě hodností é jprvky v K[X]. Nutná 
a postavující pomínka, aby invariantní faktory matice A byly dělitelný 
stejnoleMými**) invariantními faktory matice B, je: existuji nad K[X\ 
maticePaQtak,žeAz=PBQ. 

*) Veta platí i píro matice s £rvky-v libovolném eukleidovském okruhu. 
' *^ý V tomto smyslů: mají-li matice Á á B táú£ Hodnost r á jsou-li invariantní 

faktory matice A resp. B flt /„ ..., fr (/ť | fi+1 p o i = 1,..., r —- 1) réšp. g» gt,... 
..., gr ig4\ pi+t pro i -.** 1,..., ť— 1), pak j>ro 1=1^ 2,..., * jsou /̂  a grť stejnolehlé 
invariantní faktory. 
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P o z n á m k a 1. Vyhovují-li matice A a B podmínce věty, pak existují 
dokonce matice P a Q maximální možné hodnosti, pro něž je A = PBQ. 

P o z n á m k a 2. Věta 5 spolu s poznámkou 1 je zobecněním věty*): 
Nutná a postačující podmínka, aby matice A a B téhož typu měly stejné 
invariantní faktory, je: existují regulární**) matice P a Q nad K[A] tak, 
že A = PBQ.***) Této věty při důkazu věty 5 několikrát užijeme. 

D ů k a z v ě t y 5. Nejprve dokážeme tři pomocná tvrzení: 
P o m o c n é t v r z e n í 1. Budiž A matice nad K[A], která nemá prvý 

řádek nulový a budiž d největší společný dělitel prvků tohoto řádku. 
Pak existuje matice Av jejíž prvý řádek je ď, 0,.... 0, a regulární matice 
P t á k , že A = AXP. 

Důkaz. Označme ax matici, složenou z prvků prvého řádku matice 
A. Protože ax má jediný invariantní faktor d9 existují podle poznámky 2 
regulární matice U = (w), V tak, že 

kde 

Položíme-li P=U1V a Ax 

pomocnému tvrzení 1. 
P o m o c n é t v r z e n í 2. Buďtež pro n ^> 1 

U(d,0,...,0)V= (d,0,...,0)U1Vi 

"-fič!). • 
ALP"1, dostaneme matice, vyhovující 

A = 

Çfo, 

Ч, 

0, 0, . . .,0, 
/i,0, . . .,0, 
o,/2 0, 

0 
0 
0 

v„-i,0, 0, . . . ,/„_! ,0 
vn, 0,0, . . . ,0, /„ 

в = 

0, 0, 
/i, o, 
o, /„ 

..,0, 

..,0,' 

..,o, 

0 
0 
0 

"»-.,0, 0, 
•«„. o, 0, 

-,/„-!, 0 
., o, /„ 

matice nad K[X]% \A\ -=)= 0, tp ě K[X], j i + 1 \ f( pro i -=-= 1,..., n — 1. Potom 
invariantní faktory matice A jsou dělitelný stejnolehlými invariantními 
faktory matice J?. : 

D ů k a z . Definujme fn+t= l> f0 0, ЯІ — T^ P r o * ^ °> 
ÎІ+I 

ny 

*) .Důkaz této věty je uveden na př* v knize J. Mcdcev: Owovy Unejnoj 
algebry, OGIZ 1948, str. 162. 

**) Matici P nazýváme regulární nad K[X], je-li čtvercová a existuje-li matice 
P"1 nad K[X]; čili je-li determinant LjP| roven jednotce z K[A] (totiž nenulovému 
prvku z K); čili je-U P jednotka v okruhu v§ech čtvercových matic n-tého řádu 
nad KtM pro některé n. 

: **:#) Vyhovují-li matice A, B této podmínce, budeme říkat, Ž9 jsou ekvi­
valentní. 
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takže gt e K[X\, a označme dt (i =-= 0 , 1 , . . . , n + 1, d0 = 1) determinantní 
dělitele í-tého řádu matice B, PÍ invariantní faktory této matice, 

di 
fii= -i—, ť== 1 , . . . , » + 1. 

ai-i 

Pak je*) pro k= 1,2, . . . , » + 1 

n+l 
f̂c = 11/^ . <# 0 , Vlf . . . , #»_*; + _» v

n - fc + 2^n-fc + l> vn-fc + s9rn-fc + 29rn-fc + l> •••> 
t=n—*+2 

•••> ̂ n^n-l^n-2 ••• Í7n-fc + l> /n-fc + l>> 

takže pro k — 2, 3, . . . , n je 
n + l 

fn-k + A - l ~ /n-fc + 29rn-fc + lí*fc-l ~ II/ť • «^0> Vl> •••> vn-fc + l> 9řn-fc + l> 
i=n—Jfc+2 

vn-fc + 29rn-fc + l> •••> ^n^n-i^n-2 * * * Qn-k + V fn-k + l) = = ) 
n+l 

= n/ í i <V 0 , VÍ, • • -,Vn-fc + l>t;n-fc+29rn-fc + i> • • •> vní7n-ií7n-2 • * * Í7n-fc + l> fn-k + l) ' 
i=n—k+2 

• <0n-fc + l> ^fc> = 4 < 0 n - * + l> f̂c>> 
k d e 

T^ <^n-fc + 20n-fc + l> • • •> ^ni7n-lí7n-2 • • • 0n-fc + l> fn-k + l)  

(v0, Vlt . . . , Vn_fc + 1,Vn-fc + 29rn-fc + l> •••>vn9řn-l9rn-2--*í7n-fc + ij/n-fc + i> 

Odtud pro k = 2, . . . , n 

R _= ln-fc+i . 
\9n-k + l>Vky 

dále je 

& = <*0> *>!> ...>^n,/n> a 0n + 1 - - V°fl 

<v0> VV v29v • > Vngn-i^n-2 • • • 9v /l>' 

Píšeme-li v těchto rovnicích tpv0 místo v0y dostaneme pro invariantní 
faktory <xk matice A rovnice 

«, = (<pv0, Vlt..., Vn, /„> = & Ap, < ^ - > ^ / n > \ ) 

N <V0,VV . . . , Vn, /»>/ 

< ^ 0 , V_, t*aC_, • • > W n - l f t i - l • • • 0T> /l> 

*) Označujeme opět <ax, a„, ..., ap> největšího společného dělitele prvků 
a l f a„ ..., ap z Iřy].. 

**) Podle pravidla <o6, c> =, <Ta, c> /&, r - ^ \ ie-li<o6, c> 4= 0. 
X <o»c>/ 
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<Fo/i = 

/ , , ,, „ n ~ ~ * „ 4\/~ <vi>v29l>—>vn9n-i9n-2-9vfi>\ 

<vQ9vl9v_gv.. ;Vngn__gn__.. . f t . / iX y v — — 7~r>/ 
\ \vo>vl>v29v->vn9n-l9n-2---9iJi/' 

- R T. • 
n + 1 / <Vy V_gv • • •, Vngn-_9n-2 • • • 9y /l> \ ' 

\ ' <v0, vl9 v_g_, . . . , vngn__gn_2 ...g_, f _ ) / 

pro k = 2 , . . . , n je 
fn-k + i 

(Xk-
\9n-kn> "k/ 

kde 

TTT \vn-k + _9n-k + v ' • *» vn9n-i9n-2 • • * 9n-k + V tn-k + l) 
k~ 

<Ç?V0 ,V1 , . . .,Vw_A: + i , v n - f c + 2Ôrn-fc+l>- • -, Vngn-_9n-2' • -!7n-À: + l>/n-fc + l > 

/ \VV • •>yn.-fc + l> t 7n-fc+2^n-fc + l ^ , * > t ; n 9 r n - i y n - 2 - • ̂ n-k + vfn-k + l) \ 

^ <v0> v l> •• •» v n- f c + 2í7n-fc + l> •• •> Vngn^1gn^2 . . . gn-k + vfn-k + l) / 

— _Ji 
~~ Wk 

takže 

fn-k + i _ Іn-k + lWk _ ß fk 

V*» 
V*/ \ (Qn-k + vVk)/ 

Platí tedy pro k — 1, 2, ..., w -f- 1 j?fc | a&, což jsme chtěli dokázat. 

P o m o c n é t v r z e n í 3. Budiž A matice, která vznikne z matice B 
nad K[A] tím, že se jeden řádek matice B násobí polynomem cp e K[X\ 
a nechť platí, že matice A i B mají touž hodnost. Pak invariantní 
faktory matice A jsou dělitelný stejnolehlými invariantními faktory 
matice B. 

Důkaz. Zřejmě stačí toto tvrzení dokázat pro případ, že příslušný 
řádek je první řádek matice B. 

Je-li prvý řádek matice B nulový, není co dokazovat, neboť pak 
A = B. Nechť tedy není nulový, pak existuje nenulový největší společný 
dělitel prvků tohoto řádku a podle pomocného tvrzení 1 existuje ma­
tice Si a regulární matice Q tak, že 

B-ЬQ, *! = (?;?) 
Označme r hodnost matice B, takže také h(^á) = r, r_> 1. Jsou-li 

yi,y2> • • ->Vr-i ( P r o r = 1 je (7=0) invariantní faktory matice C, y{• | yi + 1 
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pro i == 1, 2,..., r — 2, pak podle poznámky 2 existují regulární matice 
U, V tak, že 

(y r-i>0, . . .,0 

••...rrrr.v::* 
0 0, . . . ,7 ! ! 

Protože 

= (o' /) (o, u) (UV1, (i 8)) (oi F ) Q 

-(n)(SÍ)Ě|j)(i> 
stačí, dokážeme-li tvrzení 3 pro 

/<*, 0, 0V 

B 
ta, u, u\ 
k 0, .0 , 
\6, D, 0/ 

neboť tato matice má tytéž invariantní faktory a hodnost jako původní 5 
a matice 

W, 0, 0\ /d, 0, 0\ ( <p, u, u\ ta, u, u< 
0, 7, 0 a, 0, 0 
0, 0, // \6, D, 0. 

má podle předchozí rovnice tytéž invariantní faktory a hodnost jako 
původní matice A. 

Budiž tedy pro 

в 
Jsou nenulové 

dг = (d,äl9 a2 , , . . ,a s> 
a • ' • , ' ' " • ' • ' ' s 

J / Jí \ \ /J \ / <X>a2>' •• •»X)' V" a2-= <jpa,ax,aг, ,..,as>=-= <a, a ,̂ a2, . . . ,a s > < y * > . „'"' ' '\У,žaăg 

\ я a , ^ , a2, ..,,aв>/^ «r 
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Neboť d 4= 0, takže dx 4= 0, je-li <p 4= 0, je yd 4= 0 a je i d2 4= 0; je-li 
však 9? = 0, pak neplatí současně ax = a2= ... := a3 = 0, neboť pak 
by hodnost AL byla r —- 1, tedy menší než hodnost B, což je proti před­
pokladu. Podle pomocného tvrzení 1, aplikovaného na matici trans­
ponovanou k I ' ' 0 j, existuje regulární matice P tak, že 

Id, 0, 0\ _ p (dv 0, 0\ 
\a, 0, 0/ ~ ^ \0, 0, 0/ 

Matice 5 je ekvivalentní matici 

( P 5)--I*"*!). 
W L> \b, D, 0/ která je opět ekvivalentní matici 

l*i, 0, Ov 
[b, D, 0 
\0, 0, 0/ 

Obdobně matice A je ekvivalentní matici 

id2 0, 0\ idiip, 0, 0\ 
6, D, 0 = 6, A 0 

\0, 0, 0/ V0, 0, 0/ 
Je-li r = 1, jedni se prostě o matice 

R , 0, 0\ /<í.y, 0, 0\ 
\o, o, oj a [o, o, o)' 

o nichž zřejmě platí, že invariantní faktory prvé matice dělí invariantní 
faktor djtp druhé matice a pomocné tvrzení 3 platí. Je-li r > 1, je 

/<*i> 0. 0v ,„„ Q . idw 0, 0\ . . . Q. 

kde matice A* a,B* mají tvar matic, o nichž bylo v pomocném tvrzení 2 
dokázáno, že invariantní faktory matice A* jsou dělitelný stejnolehlými 
invariantními faktory matice B*. Protože invariantní faktory matice 
A a B jsou totožný s invariantními faktory matic A* a B*9 je tvrzení 
úplně dokázáno. 

Nyní přejdeme k vlastnímu důkazu věty 5. Budiž tedy předně 
A = PBQ, kde hodnosti matic A a B jsou stejné, rovné/. Nechť matice A 
je typu (11*4, Wj), matice J? typu (m2, n2), takže matice P resp. Q 
jsou typtl (*»!, m*) resp. (nx, w2). Jsou-li ft,firlf ...,řt resp. hv h29... 
..., &<($_; r, *~; **) invariantní faktory matic P resp. Q, pak podle 
poznámky 2 existují regulární matice Uv Vv U2, V2 tak, že 

256 



P= UXGV19 Q=U2HV2 pro G= { £ ' jj), 

(
<7i,0, . . . , 0 \ l^,0, . . . , 0 \ 

Ó, 0, ...,?,/ ' ' \Ó, 0 ...9hJ 
Matice AX=UÍXAV2 je tedy ekvivalentní matici Ai, matice B± = 
= VXBU2 je ekvivalentní matici B a platí, vzhledem k A = PBQ9 

Ax = GB^. Součin GBX = C je matice, která vznikne z matice Bx 

těmito operacemi: 
a) násobením 1. řádku polynomem gl9 násobením 2. řádku po­

lynomem g29 až násobením 5-tého řádku polynomem gs\ 
b) násobením (s -j- l)-ho řádku nulou, až násobením ju-tého 

řádku nulou, kde ja = min (ml9 m2); 
cx) pro mx < m2 vynecháním zbylých m2 — mx řádků; 
c2) pro mx > m2 přidáním mx — m2 nulových řádků. 

Protože hodnost h(O) = h(Bx) = h(A^ = r*) nemůže se hodnost 
matice Bx žádnou z těchto operací změnit: žádnou z nich se nezvýší 
a kdyby se některou snížila, měla by matice C hodnost menší než r, 
což nemá. Ukážeme teď, že každou jednotlivou z uvedených operací 
dostaneme z matice Mx matici M2, pro niž platí: má-li M2 touž hodnost 
jako Ml9 pak invariantní faktory matice M29 jsou dělitelný stejno­
lehlými invariantními faktory matice Mv Podle pomocného tvrzení 3 
to platí pro operace sub a) a sub b). Pro operace ct) je tvrzení zřejmé. 
Operaci cx) provedeme tak, že nejprve násobíme příslušný řádek nulou 
(tím se hodnost nezmění, neboť jinak by se vynecháním tohoto řádku 
také změnila); tím dostaneme matici M'%9 jejíž invariantní faktory jsou 
dělitelný stejnolehlými invariantními faktory matice Ml9 protože tato 
operace je tvaru b). Vynecháme-li v matici M'% příslušný nulový řádek, 
dostaneme tím právě matici Má, která má tedy tytéž invariantní faktory 
jako M'2 (vynecháním nulového řádku se invariantní faktory nezmění). 

Postupným prováděním operací a), b), c^, c2) dostaneme z matice 
Bx matice B29BZ9 ...9BM= C9 z nichž každá má vlastnost, že její 
invariantní faktory jsou dělitelný stejnolehlými invariantními faktory 
předchozí; vzhledem k transitivnosti této vlastnosti jsou invariantní 
faktory matice C dělitelný stejnolehlými invariantními faktory matice 
B19 a tedy i matice B. 

Stejným postupem pro transponovanou matici A 't ~H'C dostaneme, 
že invariantní faktory matice A19 tedy i matice A9 jsou dělitelný stejno-

*) To. plyne z pravidla h(AB) <1 min(h(A), h(B)): Ax = CH, takže h ^ ) <£ 
<: h(C); C -=- QBl9 takže h(C) <£ h(Bx) » h ^ ) . 
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lehlými invariantními faktory matice C\ tedy i matice J5, což dokazuje 
tvrzení věty 5 v jedriom směru. 

Nechť obráceně platí, že matice A a B mají při typech (mi, ni) 
resp. (m2, n2) touž hodnost r a že invariantní faktory matice B dělí 
stejnolehlé invariantní faktory matice A. Jsou-li oclf ťx2,..., ocr (oct \oci+1 

pro i-= l , . . . , r-T 1) resp. pl9/32, ...,j9r (ft i j9 i + 1 pro i = 1, ...,r — 1) 
invariantní faktory matic A resp. /?, takže podle předpokladu fa1 <%* 
pro i = 1, 2, ..., r, existují podle poznámky 2 regulární matice Ůi, Ví, 
U2yV2 tak, že 

(« l f 0 , . . . , 0 \ 
0 ^ ! 2 : : : : ! 

0, 0, . . . , a r / 

a 

IB 0\ / ' 3 l ' 0 , "••'°\ 
/* = CIAF,, JBX = (£2 ' Jj), £ 2 = (O, j8a, . . . , 0 J . 

Oznaěme pro ťxť = fayi (i = 1, 2 , . . . , r) 

/7i,0, . . . , 0 \ 
0 = 0 , y a , . . . , 0 , 

\0, 0, ...,y r/ 

fi = m i n ^ , m2), v = min(%, n2), takže JLÍ ^> r, v I> r. Pak je ^i2 = I?2O, 

*) 
\0, 0, 0/ \0, 0, 0/ 

a tedy pro 

// r, 0, 0v /O, 0, 0x 
^i = P> V " 0 Bx 0, /,_r, 0 

\0, 0, 0/ \0, 0, 0/ 

ilr) 0, 0v /O, 0, 0x 
* = ^i 0, I , . , , 0 U? a g = V-i 0, ./,_„ 0 Vx 

\0j 0, 0/ \0, 0, 0/ 
jeA^PBQ. 

Tím je věta 5 úplně dokázána, i s poznámkou 1, nebot hodnosti P 
resp. Q jsou vzhledem k předchozí poznámce při daných typech maxi­
mální. 

*) ťodle toho, je-li JÍ = mt nebo /A, — m$, odpadá v matici 
lir, 0. 0\ 

0, 7^_ r,0 
\0, 0, 0/ 

•poslední „řádek" nebo poslední „sloupec", takže tato matice má při typu (m,,»»,) 
maximální hodnost, rovnou /»; obdobně pro matici 

IC, 0, 0\ 
0, I^r, 0 . 

\0, 0, 0/ 
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Část II . 

V této části budeme aplikovat věty prvé části na algebraickou 
geometrii racionálních křivek. 

Budeme značit Sm ra-rozměrný lineární projektivní prostor nad 
naším tělesem K, o němž již budeme dále předpokládat, že je charak­
teristiky nula. 

Budiž t = (tv t2) e Sv n^_ 1. Množinu bodů C z Sr, r _; 2, jež dosta­
neme pro t e S1} o souřadnicích 

- * l = a ( n ) ( 0 > x2= 6(n)(0,....,a? ř + i = kn){t), ( H ) 

nazveme racionální křivkou, je-li 

<0(n), b(n), • • •, Z(n)> = 1' ( l 2 ) 
Bod z = (z1? ..., zr + i) se nazývá s-násobným bodem křivky (7, je-li 

největší společný dělitel všech dvouřádkových determinantů matice 

/«(n)(0, «i \ 

U(n)(*), «ř + i/ 
jež nejsou všechny rovny nule, stupně 5-tého (místo O-násobný bod 
křivky C se říká bod, neležící na C). 

Považujme na okamžik tv t2, yv y2 za neurčité nad T. Pak dvou­
řádkové determinanty matice 

(«(n)(0, a(n)(y)\ 

6(n)(0» hn){y) 

kn){t)> kn){y)l 
mají největšího společného dělitele stupně alespoň prvého v (tv t2)} 

neboť jsou vesměs dělitelný y2tx — y^- Budiž to forma stupně k-tého 
Dfc, k ^> 1. Je-li k = 1, pak skoro každému*) bodu z C odpovídá právě 
jeden bod z Slf říkáme pak, že C je racionální křivka n-tého stupně. 

Platí však Lúrothova věta:**) 
Je-li k > 1, má Dk tvar 

U(k)(h, t2)> u{k)(yv y2) 
V{k){h> h)> V{k){yi> y a ) ' 

Dk = 

n je dělitelno k, n = kw a existují formy stupně n : a(-}, 6(r̂ ), ..., í(-} tak, 
že je identicky 

*) Ve smyslu: nejvýše s konečným podtem výjimek. 
**) Důkaz na př. H. Weber: Lehrbuch der Algebra I I . , § 124. 
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ain)(t) = <hn)(u(k)(t), V{k)(t)), 
hn)(t) = b(-y(u{k)(t), V{k)(t)), 

kn)(t) = \ň)(U(k)(t), Vik)(t)) 

a největší společný dělitel dvouřádkových determinantů matice 

/á(»,(íi,Ja), ňjrt(yi>yj)\ 
\t>ih)(ii>i2)> &<«>(*/i> ž/2V 

v^Čvtl), l{n)(yi,y2)
1 

je y^i — yj2, tedy stupně k — 1. 
Toto číslo k budeme dále nazývat Lúrothovo číslo vyjádření (11). 

Věta 6. Budiž dána racionální křivka C v Sr rovnicemi (11) a budiž 
Sh„1 lineární prostor o nejmenším počtu rozměrů, který křivku C obsahuje, 
A _> 2. Pak C je právč obsazena v systému nadploch, daném anulováním 
determinantu nejvyššího stupně v matici 

i A <n> * T 
l-^-n-ft+3> x l x n - A + 3 

^ - » + 8 w = ' 5 ? - w , l 2 l " - * + 3 

^n-A+3> Xr + iIn-h + 3' 

platí dokonce: je-li (z) s-násóbným bodem C, s _> 0 je defMn_^+.3(z) = 5*). 

Důkaz . Budiž ze Sr,z = (zv ..., z r + i). Je alespoň jedna souřadnice 
bodu z různá od nuly, nechť to je zr+1 =f= 0. 

Pak je největší společný dělitel dvouřádkových determinantů 
matice (13) roven n. s. děliteli forem 

Zr + la(n)W — *lkn)(t), 
2 r + An)(t) — %kn)(t), ,-̂ v 

Zr + An)(t) — M(n)W-
Matice 

/~,+i^ín> - -li-srx 

' z 7 1 . 5 < " . > .7^ i . > («) 

*) Nažveme-li násobností bodu v soustavě nadploch nejmenší násobnost, 
s jakou se bod u všech nadploch soustavy vyskytuje, lze ukázat (ve III. části 
to učiníme pro h = 3), že násobnost libovolného bodu v Sr vzhledem k C je táž 
jako jeho násobnost v soustavě il_"n_^+3. 
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má hodnost o jedničku menší než matice 

,A™, Z l 

\B?\ z2 

tedy buď h nebo h — 1; neboť h je právě hodnost matice 

A™\ 

Lze proto pro m= 2n— h-\- 3 užít věty 1 (pro každé a ^ 0), jež 
dává: násobnost bodu (z) vzhledem k o je rovna defektu 

def 
p r + l^tT-A+3 ~~ ^l-^tT-A+S^ 
I z«- + l^n--A+3 ^ - ^ n - A + S I 

= def 

\zr+1K^mmh+z zrLn
n_h+zf 

^ r + l ^ n n - A + 3 M^tT-A+3 ^ 

^ r + l-^tT-A+S ^rAT-A+S ^ 
^r + l I n - A + sl" 

Ţin) 
^ n - Л + З 

= def 

^г + Г^гГ-Л+З ^r + A I n - A + s 
2 г + Г-лГ-Л+3 2 r + l 2 2 I n - A + 3 

^r + l - ^ n - A + 3 ^ r + l M n - A + S 

-^Г-Л+З 
ř n - Л + з 

deШ n _ л + 3 (z) , 

což jsme chtěli dokázat. 

Věta 7. Budiž racionální křivka C v Sr definována opět rovnicemi (11) 
a budiž dimense nejmenšího lineárního prostoru, který křivku C obsahuje, 
rovna h— 1, h ^> 2. Pafc ŵo každý s-násobný bod zeC,s^>2je 

м, 

deiM(z)^>s— 1, 

^ l I n - A + 2 
a'2-*n~/k + 2 

П-A + ,(*) = 

í A(n> 

I л

n - A + 2 > 

Tin) ~ T . 
2 v n-A+2> •*;r + l x n-/ i + 2 

Ыe 
0, Л (n-Ä+1) 

Ł?l 

eí"-*+ 1 ) = (Po. Pl í?n-„ + i). 

cos? platí pro každé gj»--+1'. 
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Důkaz. Budiž zr+1 =(=0, pak je jako v důkazu předchozí věty ná­
sobnost s bodu (z) rovna i stupni n . s. dělitele forem (14). Poněvadž 
je opět hodnost matice (15) rovna h nebo h— 1, «_* 1, lze pro m = 
= 2n— h-\- 2 užít věty *1: 

def 
p r + l ^ " ! ^ . - *1I#2. 

y fí(n) 2 TXn) 
I z ř + r ° n - f c + 2 z 2 ^ n - f c + 2 I __ J e f 

fc+2\ 
i A(n) 
f ^ n - Л + 2' 

ß(n) 
^ n - Л + 2' 

zl*n-h + z\ 
z2*n-h + % 

zr + l-^nП- Л + 2 Zr^n-A+2' U ( n> z T Ł / 
n-Л+2' z r + l-*n-Л + 2' 

přidáním řádku (0, Q{^"h+1)) se defekt bud nezmění nebo sníží o jedničku, 
tedy defMn _ h + 2(z) ^> 5 — 1. 

Věta 8. Budiž opět racionální křivka C v Sr definována rovnicemi 
(11) a dimense minimálního lin. prostoru, který obsahuje křivku C9 rovna 
h— 1, h ^> 2. Budiž dále Lúrothovo čislo k pro vyjádřeni (11) rovno 
k=\. Pak pro nenulovou g<n-ft+1> existuje nenulový největši společný dě­
litel determinantů nejvyššiho stupně (totiž Sn— 2(h—2)- tého) matice 

џ(tl912) = 

A(n) 
^ n - Л + 2' 
ß(n) 
^ n - Л + 2 ' 

a(n)Kt)In-h + 2 

hn)(l)In-h + 2 

Ţ.(n) 
^ n - Л + 2' 

o, 
kn)(ţ)In-h+i 

pin-h + 1) 

(16) 

rovný D(tl912) = v(tl912) . Q(n-h + i)(h> h)* kde Q(n^h + 1){t) ?e /orraa s matici 
p(n-h+i) a v ^ -y forma. ýez má tyto vlastnosti: 

1. Je-Zi 6Orf (z) s-násobným bodem C9 s^>29 s přislušnou formou 
(ze (13)) C(8)(t)9 pak v(t) je dělitelno c^ x(í). 

2. Je-li v(otl9 ot2) = 0, otl9 ot2 z nějakého nadtělesa Kx 2) K, pak v Kx 

je bod 
<*> = («(n)(*)> b{n)(ot)9 ..., kn)(0t))9 

alespoň dvojnásobným bodem C. 

Důkaz. Především musíme dokázat, že matice (16) má pro neurěité 
tl912 defekt 0. 

Z definice čísla k plyne, že pro neurčité yl9 y2, tl912 největší společný 
dělitel dvouřádkových determinantů matice 

/0(n)W, «(n)(ž/)\ 
&00W, b(n)(y)\ 

\Ыt), ЫУ)І 
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je prvého stupně, jako v důkazu věty 6 odtud vyplývá, že def^ = 1, 
kde matice 

'• /A*lh+» «<«>(<) I„-A + a\ i 

-ř=j-%.»+i»-6(»)W-,.-»+i|. 

: ^ Í T Í A + I . W0J—.+1 ! 
Nazveme-li x čtvercovou regulární matici 

1, 0. . . . .0, 0, 0, . . . ,0, 0, 
0, 1,...,0, 0, 0 0, 0, 

_£2n-Л+l 

-t\n-\ 

o, 0,. . . , 1 , o, 0... ..,o, 0, £2n-Л+l 

o, 0,., ..,o, 1, 0... ..,o, 0, JП-Ä + l 

o, 0,., .,o, o, 1,.. .,o, 0, tn- t2 

0, 0.....0, 0, 0, ...,0, 1, 
10, 0, ...0, 0, 0,...,0, 0, ç-»+-

je defT = defT' = 0; matice Je = /ZT má tvar (v, 0) kde 0 je nulový po­
slední sloupec a v matice, která vznikne, škrtneme-li v Ji poslední sloupec. 
Podle pravidla P 4 je defjl = deíjl = 1, tedy deív = 0. Utvoříme-H 
však pro matici v (16) součin JUT, je 

jUT = lV>° \ 
v** e<»-*+i>W/' 

takže 
e<»-*+i>W/' 

1. pro každou nenulovou formu g(n-A+i) je deijbtT = deifi = 0, 
2. každý determinant nejvyššího stupně v/^a tedy i jejich největší 

společný dělitel D(tx, t2),]e dělitelný £(n_A + i)W a podíl už je na £(n-A + I) 
nezávislý. 

Budiž nyní (z) s-násobný bod (7, s „ 2, příslušná forma budiž C(8)[t); 
je-li z r + 1 #= 0, pišme 

zr+1a{n)(t) — M(n)W = c(8)(t) 5(„.a )(í), 
z r +An)(0 — *Án)(t) = c(s)(^ 6<n-«)W, 

«r + l*(n)(0 — M(n)(t) = C(s)W *U-«)(*)• 
Potom je, označíme-li největšího společného dělitele determinantů 

maximálního stupně matice M znakem D(M) 

C(s)(*)«(n-8)(*)-In-A+2 

D(џ) = D 

A(n) (1(8) 

л n - Л + a * ^2n-s-A+2> 

TГ(n-s) fj(s) 
Л t f - H 2 * ^2n-s-Л+2> 

o, 
n-Л+2> 

c(s)tøfc(n-s)rø 4 - Л + 2 

WO-fn-Л+a 
p(n-A+l) 
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D 

^fcí-U • Cf2n-.-A+»» C(í)5<n..Jl)/n.-A + a, O 

^n-Tíř+i • ^2n-«-A+2» c(a)^(n-a) ^n-* + 2» 0 

A»-A+2» *(n)In-A + 2> 0 

^2n-#-A+2> 0, I2n-«-A + 2 
0, ef-»+i>, 0 

0» C(, )S(n-,)/n-A + 2 ) ^n-"A+2 

D o, 
Ţin) 
^n-A+2' 

^2n-i-A+2-
o, 

C ( Í A П - I ) J. 

Ҷn) In-Л + 2) 

o, 

n-Л + 2' л n - Ä + 2 

0 

I2П-8-

0 
Л + 2» 

Budiž A některý determinant nejvyššího stupně v poslední matici 
a nechť A obsahuje a řádek z prvých r(n — h + 2) řádek této matice. 
Je a^> 2n — h + 1. Násobíme-li v A posledních 2n— s —h+ 2 
sloupců vždy formou c(8)(t), lze z prvých a řádek vytknouti vždy C(f)(č], 
takže A je dělitelný alespoň A-tou mocninou c(s), kde 

A = c r - - 2 w + « + A — 2^2n— h + l — 2n + s+h—2 = s—l. 
Tedy všechny determinanty A tohoto druhu jsou dělitelný cj^1(í), 

proto i jejich největší společný dělitel D(tv t2) a také v(tv t2) (neboť 
koeficienty v £(n-A+i) l--e považovat za neurčité nad T apakg(„_a+ 1 )(£) 
a c(g)(t) jsou nesoudělné), jak jsme měli dokázat. 

Budiž nyní pro ocv oc2 z některého nadtělesa Kx ^ K, v(ocv oc2) = 0. 
Protože forma v(t) je na Q(n-h+i) nezávislá, lze Q(n-h+i) zvolit tak, aby 
Q(OCV OC2) + 0. Nechť 8 je násobnost bodu (co) na O v Kv co = (a(n)(oc), 
°(n)(<x)>..., Z(n)(<%))> tedy « 2> 1. Kdyby bylo a = 1, pak touž úvahou jako 
na začátku tohoto důkazu (místo neurčitých tv t2 zde máme ocv oc2) 
by plynulo, že def/*(co) = 0 ve sporu s v(ocv oc2) = 0. Tedy s ^> 2. 

Uvedeme ještě, jak se transformují matice z vět 6 a 7 při substi­
tuci (7;: 

Věta 9. Necht p(k)(t), q(k)(t) jsou dané nesoudělné formy jako v (7), 
4(kn)W = G(n)(:P(*)(*), ?(*)(*))» • • •> kkn)(t) = WP(*)W> Í(*)W). 

PaJb je 
iR?, 0,...,0 
10, JRf*,...,0 /^řnn>»V*n V 

\L(*n) ~ r / 
^Jfcn » ^ r + l^ fcn w>, o, 

(K 0 \ 
l0, BJ' 

' A(П) т T 
- ^ n » ^ l ^ n 

&*>, V n x . h 
•^n » ^ r + l I n / 

(17) 
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kde B(i) Uou definovány ve včte 3. Prok = 1 platí 

,A(n) ~ T i. 
Pfln-i%+3> ^l^n-A + 3 

(18) 

10, 

10, 

a obdobné 

,A(n) ~ T 
l n-A+2> xl-n-h 

/^Ln-A+3> ^ n - A + 3 \ 

Aí--A+3> x r + lIn-A + 3 

^ ň Í , + 3 > . . ' ' > 0 \ lA™^:X^ /^n-A + 3, 0\ 

I \/'(n)' x T i ! V0, ^«-* + 3 / 
O 7?7—X / v^n-*+3> ^r + l^n-A + 3' 

n-Л+2> ^r + lIn-A + 2 
ø(n-Л+l) 

-*„-.»+_> o, ...,o, 0 
0, E-lh+t,...,0, 0 

0, 
Ю, 

o, 
o, 

• • . ^ » + 2 . 0 
. . . ,0, 1 

/^lГ-ft+2' ^lIn-ft + 2 
i /Җîn-Л + 2, 0\ 

\LnU+V жr + Л - » + 2І \0, Æn-ft + 2!' 
(19) 

ø(n-Л+l) 

kde £<"-»+« je matice příslušná k formě1 g(,,_A+1)(í) = e(n-»+i)(P(i)(0, 
_d)(0) C í̂.) definováno ve větě _). 

Důkaz provedeme jen pro (17), u ostatních dvou probíhá obdobně. 
Proveďme 

(Bv 0, . . . ,0 
o, #;,..., o \ r*»' Xilka \ _ /*-*.*' *.-*. \ _ 
Ó; "o,".::;_?;/ W . *-+_/*„' W T . *-+A' 

_ /(--<•» X . /»)!.., x A v ^ r/-4<»>, a;,/., v -. ,R^ Q . 

~~ \{L^'x\'h)B^xfl'1k) ~ i\Lf,'xr^lj X ' *J \°> *-'' 

(Pokračování.) 
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