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Casopis pro péstovéni matematiky, roé. 77 (1952)

O JISTYCH MATICICH A ROVNICI PRO PARAMETRY
SINGULARNICH BODU RACIONALNI KRIVKY

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
D
(Doslo dne 5. éervence 1951.) 5112.831

V prvé &asti ¢lanku pfifazuje autor form& n-tého stupnd v pro-
mdnnych ¢,, ¢, matici, zavédi t. zv. defekt matice a odvozuje véty
mezi defektem matice tvofené z matic ndkolika forem a stupném
nejvétsiho spoleéného ddlitele. Déle dokazuje véty o maticich p¥i-
fazenych danym formém.

V druhé g4sti élénku aplikuje vysledky p#i feSeni problému uréeni
parametru singulérnich bodu raciondlni kfivky. Odvozuje formu,
jez anulovéana davé rovnici pro tyto parametry.

Ve tieti &asti specialisuje a prohlubuje vysledky pro rovinné
racionélni kfivky.

Cést 1.

V celém tomto &ldnku budou viechny koeficienty brdny ze z.
kladniho télesa K (o némZ nedinime zatim %4dné pfedpoklady). Binérni
formé n-tého stupné, n-celé nezéporné,

am(t) = agff + aytf=, + ... 4 a,ff,

pfifadime pro kazdé p¥irozené &islo m matici

ay, ay,...a,, 0, ...0
g |ttt m
0, 0, » Qg a,
jez ma m fédek (a m + n sloupci).-
Oznaéme T'y,, m > 1, matici
tp-1
T, =04
Plat{ zfejmé . ’
ARTmsn=8)(t) . T . (2)

243



Jsou-li agy, ben, dvé formy stupiid n, resp. n,, ¢, 4ny jejich soudin,
pak pro kazdé piirozené m plati, jak se snadno verifikuje,

Ag:l)B;?-‘zn, 0("1+”l) B("I)A;’:_xzn‘ 3)

V dal§im budeme uZfvat matic rozdélenych na pole. P¥isluiné véty
"0 nich jsou uvedeny na pf. v knize 4. J. Malceva: Osnovy linejnoj algebry,
kap. L. §4. Typy (t. j. potet fddek a sloupcii) nebudeme obvykle uvidét,
na pf. nulové. pole znaéfme proste 0.J ednotkovou s-fadkovou matici zna-
¢ime I,.

Defektem matice M, znalenym defM, nazveme rozdil poltu sloupcu
matice a jejt hodnosti.

Pro defekty plati pravidla:

4,0 0, 4

PL dofd = 0= det (7' ) = det (35 ) = det.
P2: defd = 0 => defAB = defB.

P 3: defd = 0 => def (‘;) =0.

P4: defB’ = 0 = defAB = defd + defB.

Dikaz. Plati zndmé véta, Ze hodnost matice (a tedy ani defekt) se ne-
zméni, nisobime-li ji reguldrni matici zprava nebo zleva, nezméni se
ovéem ani permutac( t4dek nebo sloupeﬁ

P 1 V matici (C’ g) permutujeme i'édky tak, Ze misto -matice 4

je po permutaci ma.tice (j ) kde Al, je regulérni matice (4, ex1stu]e,
nebot podle pfedpokla.du je defd = 0). Je tedy ;

40 4,, 0 A7, 0,0/4,,0
i def (C’ B) def (Az, 0) def{(A,Al-l,'-——I, 0)(A2, O)} =
C, B CA;Y, 0,1/\C, B

1, 0 ,
= def (0, 0)-—— defB,
0, B

nebot pfedposledni matice m$ hodnost i podet sloupct o totéz ¥slo vEts
neZ matice B. Kone¢né

0, 4 (4, 0
def ( B C) def ( C, B)x
tiebot druhé matice vznikne z prvé permutec sloupci.
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P 2: Necht opét defd = 0: Pak dle P 1 je

4B, 0 I, —A\(AB, 0\ _

0, —4 '
— det(§ ) = deiB.
P 3 je evidentni. k '
P 4: PonévadZ hodnosti matice 4 a matice transponované 4’ jsou

stejné, je rozdil mezi podtem sloupct a poStem fddek matice 4 roven
defA — defAd’, a tedy

defAB — def(AB) — defA — defA’ + defB —- defB'.

Je-lidefB’ = 0, je def(AB)' = defB’A’ = defA’, tak%e vskutku defAB =
= defd -+ defB.

NeZz uvedeme hlavni vétu 1, dokdZeme tuto pomocnou vétu:
Necht ag,y, bin,y jsou formy stupiidi n, resp. ny, ne obé rovny nule. Jsou-li
nesoudélné (t. j. mejvétsi spolecny déiitel roven jedné, cof znadime {a,
biny> = 1, pak pro viechna celd m 2> n, + ny je

As::-l—)fh
def (Bi::)n‘ = 0.

Dikaz. Véta plati, je-li n, = 0 nebo n, = 0, 1ze tedy predpoklédat
n; > 0,7 =1, 2, a pak jsou obé formy nenulové.
' Je alesponi jedno z &fsel ap,, by, rizné od nuly, nebof jinak by ¢,

délilo ag,y i be,), budiz to bn,) 0. Pak viak determinant hotejsi
matice, sloZeny z prvych n, a poslednich m — n, ¥4dek, je roven

)
n ny) |°
s Bm’

(n,)

Kdyby v8ak determinant matice ( B{‘,,',)) byl roven nule, existovaly
B

by jednofddkové matice
Og"l‘—l) = (c(b cl’ ey cﬂl—'l)) D(l’h_l) = (dO’ tre d’h“‘)

ne obd soudasnd nulové tak, e
. (ny)
(o, D(ln‘\l))(;(’:.)) =0,
. s FL )| =
tedy ) .
Cgﬂﬁl)A;’.‘)z — D&”‘—I)Bs:');' N e



j8ou-li ¢uy—1)(t), diny—1(t) formy pHsluiné k maticim C™, D{"D,
je podle (3) identicky
(a8 « Cin—1)(6) = — biny)(t) diw,—1)(¢)-
Pongvadi jsou a,), b(n,) nesoudélné, a(,y délf di, ), takie diy,—1) =
= 0 a také ¢@u,—1) = 0 identicky, coZ je spor.
Véta 1. BudiZ ddno r forem n-tého stupné, n > 1, awmy, by, -+ s lmy
~ ‘takovyjch, Ze matice
ROt : A . o )
e . .
1:—‘(10) .
md hodnost b =1

Pak plati: je-li nejvétsi spoleé'ny délitel )‘orem nys -+ o Uny 8-tého
stupm! pak 'pro viecka celd m > 2n — s — (h — 2) md matice

TAR
(55
N,
defekt pravé s.
Dﬁkaz Pi‘edevéim dokéZeme nerovnost
's<n—h+1 : - 4) .

. Budiz
P (a(n)’ b(n)’ v Ump) = d(,), _
. ' a‘(n; = a(ﬁ-a)d(a)’ b(n) = b(n-—:)d(:)r e l(n) = Y- ds)-
Podle (3) je
' ' A(ﬂ) Agﬂ—ﬂ) D(l)
atd., tak¥e matice

AP ATy
. Bs”) _(m) e,
- . - . . { g . i
i(l")»‘ _ Z"(ln—c)

Ponévad?. je def(pf,'i,+1)' = 0, lze utft P4, takZe (defekt matice
4-v)evidynez6pomy) » : R I
. A(”) v
n—h+l*def > detD),, 1 =, .
L(ll) :
. 0ok jeme chtéli dokémt;j:;';s‘ S



Nyni pfejdeme k vlastnimu dikazu véty. Pro h=11 véta platf (je
pak s = n). Budiz tedy h > 1 a predpoklidejme platnost véty pro viech-
ny soustavy forem, jejichZ hodnost je mensi ne% h.

Necht tedy hodnost u, je & > 1; mezi fddky u, je b fddek linedrné
nezévislych, necht je to prvych h:
'A'<1”)’ BY;)! ceey Fg,")) ng)
ostatn{ jsou na nich linedrné zévislé.
DokéZeme nejprve: Matice

A,
ﬁl = B(':l"'
e,
mé pro m 2> 2n — s — (b — 2) defekt s (]e ovéem opdt (a(,,), biays - -
o G = d( »)-

Je {Gp-s b(,,_,),. ,g(.,_,)>-- 1, je tedy alespon )eden z. koefi-
cientl u #3-*:4a,,...,gp rizny od nuly (jinak by ¢, délilo véechny
a(n 8)s ceey g(n 0)s bUdli to 90 + 0.

) Formy :
a’(u—l) = goa(n D) a'og(u 817

f(n—:) = gof(n—n) - fog(n )

maji nejvétsiho spoleéneho déhtele 8(n) stupné p > l (5), nebot jsou
viechny délitelny alespoti ¢,, necht tedy

- B0 = K- 0o,

V 7;”—3),;= (P(n—’-c)a(v)’
(K m=p -2 ’ Pln-p-0) =1, <§(n-si’ é(p)> =1L . (6) .
K o(n-p-1)s -+ > P(n—p s PFisludnd matice "~
a:‘(l"-i—a) .
LY
"= el .
B q',in-p-n
mé hodnost h'— 1, proto¥e mé h — 1¥4dek, je jejf hodnost h(»,) g h—1.

Kdyby viak h(vl) < h—1, byly by formy: x(,.p-), - o Pl 9= ) li-
nedrné z4vislé, a proto i for;_ny B(p)s «- +» J(w) Proti pfedpokladu R
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Pongvad? je h(»,) < b, lze na formy X(n-p-s, -+ P(n-p-9 podle
indukénfho pfedpokladu aplikovat vétu: je tedy (pro naée m = 2n —
—8—(h—2)

. (x(ﬂ-—'z:—l)
def [An=27" | = o,
nebot .
Ng=N—P—8 My=M—P— 8, =0, hy=h — 1
az
mz2m—s—(h—2)22—s—(h—2)—(p—1),
plyne L
m—p—s=>2n—p—s)— (bh—3),
&ili vskutku
my = 2ng — 8o — (hg — 2).
Je viak » , o
4, i e
(n) T(n—s) :
def B ) — def | B | D) 1= def | 2oy | + detDR), =
, N I . (P4) m—n
\aw, aop el
golm - 0, e 0, — &OI’" n Z(n—c)
0 gu-lm —ny s 0’ """bOIm —-n ’m—n
= def ........................ ». seeesee I_'_'(n_‘) + 8 :.
O’ 0’ "_’ g()Im—m f(}['m—n a:’:;_:’:)
0, 0 .., 0 I,,) @
Z(",:;—;) . - D‘g::’p;——l) 6( LI
= def T"s’?:;) + 8 = def é(”_,p_‘) ag—)_p—-, + 8 =
Ga=y - GaR
.(n—-fp-—c) 6("_)..,, e 0
= def ‘P(H—') 621-1’-—13 0 + s=
*h Gﬁ.’.’:,'.’, o0
_ a.,;” Iy
Im-—m ey O’ (n_p—-‘) 0 -_ (X(”:':”ﬂ_‘)
.................. : v'ﬁ‘
=def] 0y - vy I m—n> s' . q’mﬂs) 0, (p;::ﬂpr—a) + 8=
i Oi‘ L - 0‘ m_n’ G("?:;) O : . ,,! .
0’ ”WM t (0 0" m—z)—-c a( ——1’—-3 ‘ Im-—p—s E
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0, —a0 Ry

G(n'—")

= def O <p§,,__,,.—‘) + 8§ = def( (p) ) + 8= g§?
g 0 (P1) Om—p—s :
m—n }
65;’)—1)——: s Ipps . v

nebot pro posledni rovnici je m = m — SNy ="n— 8, Ny= j), aplikace
nerovnosti (4) naformy @, _,), ..., fn-p v p< (n—8)— (A — 1)+ 1,
takZe z dané nerovnostim > n+n—s— (h— 1)+ 1 = n 4 p plyne

m—s>2n+p—s tj m2m+n,
a pro formy g, _ ), 6(,y lze uzit predchozi pomocné véty, z niZ plyne

g
def((;(p) ) =0.

m—p—=_

Protoze je
Al A5,
. ~‘&(n) - ) ‘C:;(n) Asr’:z-»n
def | (" | =def | ™" | =def|: =3,
Hns o o,
LY, Lo

je véta dokdzdna pro viechny soustavy hodnosti & a tedy tplné.

Ukézeme jestd, jak se nalezne forma (a k ni piislu$nd matice),
kteréd vznikne substituci : :

tl = p(k)\tp tg) -
ts = gty ) ‘ (7
kde pgy,: q(,,) jsou nesoudelné formy stupnd k > 1, do dané formy

Véta. 2. : Budiz c(,,)(t) forma n-tého atupné’ faa(t?) pak. forma po
substituci (7) do c(g):

fan(t) = C(n)(P(k)(t ), q(k)(t )),
pak prom > nk plati o " .
FED, = [Pl n+ [P 1Q]m et e c..[Q ],., i (8)

kde matice [PTQ"~ 7] je matice o m — kn fadkach prislu&nd formé phats”
matice F*, - pak matice pﬂaluénd formé /(.,,). .

Dikaz. Plati zfejms: ]e-h véta 2 spré.vné. pro dvé formy téhot
stupné c},, c},, je sprdvnd i pro ‘formu. 1€k + VaClm kde y,, 7, jsou
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sla. Véta 2 je vlak spravné pro formy ¢, ip-1,, ..., 13, je tedy spravné
pro kazdou formu n-tého stupné c(,)(t).

Véta 3. Pro kaZdé pfirozené r platt

F&m — R-Y(CW >< I R, ,,, (9)
kde 1. _ [P"“l],,
B, — |E"0
[@" 1]
je reguldrni matice, ‘
Colys 6 lyy ooy ¢l 0,...,0
2 Oomx. =% e ode ol a0,
0, O, N N
kde fddek je celkem rkn.
Dikaz. Podle véty 2 je
F(km = cO[P"]rkn + cl[P" IQ]rkn + “l" n[Q"]rkm
odtud
, [g,: 11’5
RrFrwb”n) = [E ]k (Cn[P”]‘,,k” + . + cn[Qﬂ]rkn) -
@y, '»
QPRI - [PUIN-1Q], | . o, [P-ige],

Co[Pr+In=2Q], - ¢,[Pr+1m-3@2], - .. +cn[P"' Qn ‘]x

GlPPQ™ 1y 4 6[PPIQ], . e [QUEDnT],

coIk, clIk, coy c”Ik, 0, ceny 0 [P(r+1)”_1]k
0,, C°Ik, ceey cﬂ*l‘Ik’ C”Ik, ceey . 0 . [P(’+1)”—2Q]k

. 0,’ .i\); '."" C.o..I;, """ ""r.cﬂ.I.k ‘[Q(r+l.)n—1]k
= (Cﬁ",'.’ X Ip)Ryyq.
Musfme jests dokézat, ¥e R, je reguldrni matice. Pfedpoklddejme,
%e je smgulérni pak existuje sn k-8lennych vektori ne vesmés nulovych

1 2
cF-b, c“"” . c""‘l’ tak, ie plati

. ) " :
(c‘{‘-”c{"*” L eR-D)R, = 0,

tf:j.'" . : Lo - c )
P-D[PT], 4 @-VP-Q), | .. 4 GrD[Qm 1], = O;
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podle (3) je tedy ldentxcky

Pt c(k o) + v 'Q(k)c(k NOE et 9(1:) 1"(lc oY) =0,
kde c(,, 1 je forma (k— 1) ho stupné& pFisluiné k c"‘-l’

MnoZina nenulovych c( r-1) je podle pfedpokla.du neprdzdnd, exmtuje

tedy (i < sn) nejvétdi index «, pro ktery je c(,‘_l) = 0. Mohou nastat
dva p¥pady: '
a) & =>sn, pak musi byt

n—1

Pl c(k T+ P e-n=0
m
identicky, nebot jinak by (p), q(,‘) jsou nesoudélné) P dlilo 2tk - 1)

m o
a tedy cq-y), coZ vzhledem k c(,, » + 0 a menfimu stupni c(_,) neni

mozné. Pak viak je téz q:,:',‘lc(k) =0 identicky, coZ je spor.

b) o < sn, lze kratit pfp-*, ¢mZ vznikne obdobn4 situace jako v a.),
coZ je nemozné.

Je tedy R, regulédrni, existuje k ni matice inversn{ a plat{ (9). -
Véta 4. Budit k = 1 ve vété 3. Pak plati pro kadé phrozené m

F@ = B;100Ep,n o (0)
kde
| [Pl |
g, [P
(@~

je matice requldrni.
Diikaz je obdobny ditkazu véty 3 a vynechdme jej.

Ve ttetd 8sti budeme jestd potfebovit tute vétu o maticich s prvky
z oboru integrity K[] polynomi jedné neurdité nad télesem K*): -

Véta 5. Necht A a B jsou matice tése hodnosti 8 proky v K[A]. Nuind
a postalujict pominka, aby invarianini faktory matice A byly délitelny
stejnolehlymi**)  invarianinimi faktory. matice: B 7e exwtuyl ﬂad K[).]
matwePaQtak ﬁeA PBQ

HER

%) Véta plati i pro matice s prvky-v hbovolném euklexdovském okruhi.

** #%) ¥ 'tomto smyslu: majf-li matice 4 4 B tou% hodnost r & jsou-li invariantnf

faktorymatlceA re8p. B fy, fyy - fr (fg | ferrpros = 1,0, r —1)Te8p. g1; gay -«

w0r @] 91 pro s =1, .., r— 1), pak pror=1; 2,. ,r jsou f; a gy ste;nolehlé
mvarumtni faktory.
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Poznédmka 1. Vyhovuji-li matice 4 a B podmince véty, pak existuji
dokonce matice P a Q maximilni moZné hodnosti, pro néz je 4 = PBQ.

Pozndmka 2. Véta 5 spolu s pozndmkou 1 je zobecnénim véty*):
Nutn$ a postadujici podminka, aby matice 4 a B téhoz typu mély stejné
invariantni faktory, je: existuji reguldrni**) matice P a @ nad K[1] tak,
te A = PBQ.***) Této véty pfi dikazu véty 5 nékolikrat uiijeme.

Dukaz vty 5. Nejprve dokdZeme tfi pomocnd tvrzeni:

Pomocné tvrzeni 1. Budiz A matice nad K[A], kterd nemd prvy
tddek nulovy a budiZ d nejvétsi spoledny délitel prvki tohoto radku.
Pak existuje matice 4,, jejiZ prvy fadek je d, 0, ..., 0, a reguldrni matice
Ptak,ze 4 = A4,P.

Dikaz. Oznadme a, matici, sloZenou z prvka prvého fddku matice
A. ProtoZe a, m4 jediny invariantn{ faktor d, existujf podle pozndmky 2
reguldrni matice U = (u), V tak, Ze

a,=U(d,0,...,00V=d,0,...,0) UV,

_ (w0
| o= (0 ).
Polotime-li P= U,V a A4,= AP-1, dostaneme matice, vyhovujici
pomocnému tvrzeni 1.

kde

Pomocné tvrzen{ 2. Budte# pro n > 1

@, 0,0, ..,0, 0 2, 0,0,..0, 0

v, [0, .50, O v, f1,0,...,0,° 0

A — 'U2_) ' .(?,'f-g, ..-.,f),‘ ..,0 " B____ ’02, O, fz, ey 0, O
90-10,0, vorfr1,0 om0, 0, L E 0

1)”, ’ ) ’01 n vn’ O! Or .y 09 fn

matice nad K[4], 4| 40, ¢ K[l] fisalfiproi=1,...,n — 1. Potom
invariantni faktory matice 4 jsou dehtelny ste]nolehlym1 invariantnimi
faktory matice B, .

e

fina

e ®) Dikar $éto véty je uveden B.vY pi‘ v knize-J. Malcev Oonouy lmeynoy
algebry, OGIZ 1948, str. 162.
**) Matici P nazyvame regulérni nad K[A], } Je h &tvercové a existuje-li matice

P-1 nad K[A]; &ili je-li determinant P| roven jednotce z K[A] (toti# nenulovému
prvku z K); ¢ili je-li P ;ednotka v o mhu viech &tvercovych matic n- -tého f*a4du
nad K[A] pro nskteré n.

) Vyhovujf-li matice -4, B této podmince, budeme Fikat, %o jsou ekvi-
valentni.

Dikaz. Defmu]me f,+1-—1 f,,——O gi=7— pro i1=20,...,n
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takZe g; € K[A), a oznatme d; (1 = 0, 1, ..., n + 1, dy= 1) determinantni
délitele i-tého ¥4du matice B, f; invariantni faktory této matice,

d; :
;= 7, '..—.-1,...,7& 1.
B diy v +
Pak je*) prok=1,2,...,n+ 1
#41

dy= Tlf;. {vg, 01, s Vp_ g+ 1> Vgt afn—r+1> Un-k+8In-k+adn—k+1> o
t=n—k+2

[RRF] vngn—lgﬂ~z oo Pn-k+1y fn—k+1>’

takZze pro k= 2,3,...,n je

n+l
fr-ke1dr-1 = fn—k+29n—k+1dk—1 = IIf; . V9, V15 s Vg4 1) In-r+1>
t=n—k+2
Up—k+29n—k+1s > vngﬂ-lgn—z see gn-—k+1’ fn—k+1> =**)
n+1
=I1f;{vg, %1, -, V415 Vn=rk+2n-k+1+ s VnFn-19n—g - In-r+1 fnk+1) -
t=n—k+2
cLGn-x+1 Vo = & {Gn-r+1 Vs
kde
V. — Vp_pron-tk+1 - Ungn—19n-2 - In-k+1> fn-p+1)
k _— .
<v07 Vs ey 'vn—k+1’vu—k+2gn—k+1’ . ",vn9n~1gn—2 . --gn—k+11fn—-k+1>

Odtud pro k= 2,...,n

ﬂk — /ﬂ—k+1 .
<gn-k+1r Vk> ’

déle je
Yofy .
(Vs V1, Vo5 -+ 5 Ungn—19n -2 - -- J1> f1D

ﬂ1=<7)0’ vl’-'wvmfn> a ﬂn+1=

Pifeme-li v téchto rovnicich ¢v, misto v,, dostaneme pro invariantn{
faktory o, matice A rovnice

TN N A

{(Vos Vys oevs Vs frup

&y = {@PVg, V3, -+, Un, fa) = By <(P;

@Yol —
@Yo, V1, Vo1 -+ +s Unn~1fn-2 - 91> 1) )

Kpv1 =

*) Oznatujeme opst {a,, a,, ..., d,> nejvétiitho spoleéného dslitele prvky
a3, Gy, ..+, @y 7 K[A] .

**) Podle pravidla {ab, ¢ = (g, c> <b, @"—c) , jo-li Cab, c> = 0.
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- Yol
<”o, 01: 7)291: LS vngn- lgn- 2 '91)/1><‘P,

vy, Y99y, oo, Yngn—19n -2 - J1.f1> -
Vg, V1,Y501s++Vndn ~ 19n — 3+--J1.f1>

4 .
/o U0 Vs - Onnafnos -G f1) N\ ’
\ ’ <v0’ ’Ui, Vo1 -+ vngn—lgn—z cer gl7f1>/
prok=2,...,nje

= ﬂn+1

o — fr_k+1
k — 3
Gn-rvr Wi
kde
_ (Vn—p+9fn—k+1> > Undn-19n-2 -+ Gn-k+1 fnk+1) _
= =
{PY0,015 -+ s Vp_ ket 1sVn—k+2fn-k+1r - s VnGn—19n-2--In-k+1fn-k+1)
<¢ V1o Vn s 1Vn—k+ofn-k+1: - Onfn-1Gn-2 - Fn-r+vfa-r+1
b
<'00) 01: LR 'U'n-k+zgn—7c+1! L] vﬂgn-lgn—'z e gn—k+1"fn-k+1> /
_
Vi
takZe
- fn—k+1 _ f‘n—k+11/)k . Yr
X = B

/gn_kﬂ’ E\ RS <'/’k’ Vi N
N ‘Pk/ n-r+1: Vi)~

Platf tedy pro k =1,2;...,n+ 1 f; | &, coZ jsme chtéli dokazat.

Pomocné tvrzeni 3. Budiz A matice, kterd vznikne z matice B
nad K[A] tim, Ze se jeden fddek matice B ndsobi polynomem ¢ e K[1]
a nechf plati, e matice 4 i B maji touZ hodnost. Pak invariantni
faktory matice 4 jsou délitelny stejnolehlymi invariantnimi faktory
matice B.

Dikaz. Ztejmé stadi toto tvrzeni dokazat pro piipad, Ze ptislusny
tadek je prvni fddek matice B.

Je-li prvy fddek matice B nulovy, neni co dokazovat, nebot pak
A= B. Necht tedy neni nulovy, pak existuje nenulovy nejvétsi spoledny
délitel prvkd tohoto f4dku a podle pomocného tvrzenil existuje ma-
tice B, a reguldrni matice @ tak, Ze

d, 0
B~= jBlQ’ Bl = ,(6, 0) :

Oznaéme r hodnost matice B, takZe také h(4) =77 = 1. Jsou-li

Y15Y2r -« s ¥r-1 (Pro r=1 je C=0) invariantni faktory matice C, y,| ;.1
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proi=1,2,...,r — 2, pak podle pozndmky 2 existuji reguldrni. matice
U,V tak, ze S ’

yf 150) ...,0 )
0=U(%, 8)v, kde D= (-)’-n?'.'..z’.}'.f?,
0 0, .. m

Protoze o ]
Y- Yo
(59 5. 2) (s ) 5 9) o

. (l, 0) ((p, 0) (a’ 0 O) (1, 0):Q
0, UJ\0, I b D0 0,V :
staéi, dokdzeme-li tvrzeni 3 pro
d, 0, 0
B= (a, 0, .0) ,
b, D, 0
nebof tato matice mé tyt,éi invariantn{ fé.i(tory a hodnost jako ptivodni B
a matice ‘ ; :
‘ @, 0, O\ /d, 0, O\
(O, I, O) (a, 0, O)
0, 0, I \b, D, 0

mé podle pfedchozi rovmce tytéz invariantni fa.ktory a hodnost ]ako
pivodni matice 4. P

Budiz tedy pro

’

_ a,\ . by,
a=|% b= |0
d, 61--—1 .
©1d, 0, 0\ ¢d, 0, 0\
B'—_—(a, 0, 07)', A=(a,‘0,’ 0) R
b, D, 0 b, D, 0/

Jsou nenulové 4 »

‘ . dl = <d, ay, gy ..y as>

a B a ‘
gy ad = DARR R I

d2 <‘Pd’ -a‘l’ Ay, <., a,} = <d, ai, Ag, ) a/s> \‘P’ <d al’ a’21 _\' , a’>> .

= djy, ¢ * 0.



Nebof d &0, tak?e d, == 0, je-li ¢ + 0, je pd =0 a je i dy &= 0; je-li
viak @ = 0, pak neplati soudasné a, = a, = ... = a, = 0, nebot pak
by hodnost 4 byla r — 1, tedy mensi nez hodnost B, coZ je proti pred-
pokladu. Podle pomocného tvrzen{ 1, aplikovaného na matici trans-

d, 0, 0), existuje regulérnf matice P tak, %e

_ponovanou k(a 0.0
(d, 0, 0) —p (dl, 0, 0)

a, 0,0 0, 0,0
Matice B je ekvivalentni matici
dy, 0, O
-1 1» ’
R EE (0, 0, 0),
’ b, D, 0
kterd je opét ekvivalentni matici
d,, 0, 0
(b, D, 0).
0, 0, O
Obdobné matice 4 je ekvivalentni matici

ds O, 0 dlw’ O, 0
(b, D, 0) = (b, D, 0) .
0,.0, 0 0, 0,0

Je-li r = 1, jedn4 se prosté o matice

d,, 0, 0) a dy, 0,0
0, 0,0 (o, 0, 0)’

o nich% zfejms plati, %e invariantni faktor d, prvé matice déli invariantni
faktor d, druhé matice & pomocné tvrzeni 3 plati. Je-lir > 1, je

dy, 0, 0 B* 0 dyp, 0, 0 A* 0
b, B, o) =(5°0) (6 00 =(0 ’0),
0, 0, 0 ’ 0, 0,0 ’

kde matice A* a B* maji tvar matic, o nich% bylo v pomocném tvrzen{ 2

dokézdno, Ze invariantni faktory matice 4* jsou délitelny stejnolehlymi

invariantnimi faktory matice B*. ProtoZe invariantni faktory matice

A a B jsou toto¥ny s invariantnimi faktory matic A* a B*, je tvrzeni-
plng dokazéno.

Nyni pfejdeme k vlastnimu dikazu véty 5. Budiz tedy piednd
A = PBQ, kde hodnosti matic 4 a B jsou stejné, rovné y. Necht matice 4
je typu (my,n,), matice B typu (m,,n,), takie matice P resp. @
jsou typl (m,, my) resp. (n,, n,). Jsou-li g,,g,,...,9, resp. hy,h,,...
oy he(8 2> 7, t > r) invariantni faktory matic P resp. @, pak podle
poznamky 2 existuji regulérnf matice U,, V,, U,, ¥, tak, e
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P— UGV, Q= U,HV, pro @ (G’ g),
9190: 10 h’l;O’ -.~-,0
a=|"0% 0w B (00, B =% 0
0.0, .g, ' 0,0 ...k,

Matice 4, = U;'4V, je tedy ekvivalentni matici A, matice B, =
= V,BU, je ekvivalentni matici B a plati, vzhledem k 4 = PBQ,
A, = GB.H. Souéin GB, = C je matice, kterd vznikne z matice B,
témito operacemi:

a) ndsobenim 1. ¥idku polynomem g;, nésobenim 2. fddku po-
lynomem g,, a% ndsobenim s-tého fddku polynomem g,;

b) ndsobenim (s 4 1)-ho Ffddku nulou, aZ? nédsobenim u-tého
_¥4dku nulou, kde x = min (m,, my);

¢,) pro m, < m, vynechdnim zbylych m, — m, f4dki;

;) pro m, > m, pfidanim m; — m, nulovych ¥adkd.

Protoze hodnost h(C) = h(B,) = h(4,) = r*) nemiize se hodnost
matice B; Zédnou z t&chto operaci zménit: Zddnou z nich se nezvysi
a kdyby se nékterou sniZila, méla by matice ¢ hodnost mensi nez r,
coz nemé. Ukdieme ted, Ze kaidou jednotlivou z uvedenych operaci
dostaneme z matice M, matici M,, pro niZ plati: ma-li M, touz hodnost
jako M, pak invariantni faktory matice M,, jsou délitelny stejno-
lehlymi invariantnimi faktory matice M,. Podle pomocného tvrzeni 3
to plati pro operace sub a) a sub b). Pro operace c,) je tvrzeni zifejmé.
Operaci ¢,) provedeme tak, %e nejprve ndsobime pfislusny fddek nulou
(tim se hodnost nezméni, nebot jinak by se vynechdnim tohoto fddku
také zménila); tim dostaneme matici My, jejiZ invariantni faktory jsou
déhtelny stejnolehlymi invariantnimi faktory matice M, protoze tato
operace je tvaru b). Vynechdme-li v matici M, pHslusny nulovy fidek,
dostaneme tim pravé matici M, kterd mé tedy tytéZ invariantni faktory
jako M, (vynechénim nulového ¥ddku se invariantn{ faktory nezmsnf).

Postupnym provddénim operaci a), b), ¢,), ¢,) dostaneme z matice
B, matice By, B,...,B, = C, z nichi ka’d4 mé vlastnost, Ze jeji
invariantni faktory jsou délitelny stejnolehlymi invariantnimi faktory
pfedchozi; vzhledem k transitivnosti této vlastnosti jsou invariantni
faktory matice C délitelny stejnolehlymi invariantnimi faktory matice
B,, a tedy i matice B.

Stejnym postupem pro transponovanou matici 4;=H'C’ dostaneme,
%e invariantn{ faktory matice A4;, tedy i matice 4, ]sou délitelny stejno-

*) To.plyne z pravidla h(4B) < min(h(4), h(B)) : 4, = CH, tak¥e h(4,) <
< h(C); C = @B,, takie h(C) < h(B;) = h(4,).
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lehlymi invariantnimi faktory matice C’, tedy i matice B, coZ dokazuje
tvrzeni véty 5 v jedriom sméru.

Necht obrdcend plati, e matice 4 a B maji pfi typech (m,, ny)
resp. . (mg, ny) toui hodnost r a e invariantni faktory matice B déli
stejnolehlé invariantni faktory matice 4. Jsou-li «;, %, ..., &, {0y | o1
~pro i=1,...,r — 1) resp. By, B --» By (B:| Bixy PrOo i=1,...,7r —1)
invariantni faktory matic A resp. B, takze podle pfedpokladu f; | x;
pro i =1,2,...,r, existuji podle poznidmky 2 regulérni matice U,, V1,
U,, V, tak, %e :

: %,0, ...,0
A=vAT, 4= (g7 o), =% 2l
0, 0, s Oy
a
B. 0 6,0, ...,0
B=U,B/\V, B,= (0,2, O)’ 1.32_"——(8’ /(3;2’ ---:0)~
’ ’ s My

Oznadme pro «,; = ﬂ,-'yi'(iz 1,2,...,7r)
’ - 1,0, ...,0
C:——(O, yz,...,()),,
0, 0, ...,y

@ = min(my, m,), » = min(ny, n,), takZe u > r,» > r. Pak je 4, = B,C,

If’ 0’ O 0’ O’ 0
4, = (0, I, o) Bl(o, I, 0) *)

, oo 0,0 0 0,0, 0
a tedy pro S _
‘ L0, 0 c,0, 0o
P=U, (0, I, O) U;* a Q=7V;? (0, I,_,, 0) V.
- o .\;.0, O 0,0 O
je A = PBQ. - .

Tim je véta 5 uplné dokdzéna, i s pozndmkou 1, nebot hodnosti P

resp. @ jsou vzhledem k piedchozi pozndmece pfi danych typech maxi-
malni, o

) Podle tdho, je-li g = m, nebo u = m,, odpadé v matici

1,0, O
0, I_,,0
0,0, 0

posledni ,,f4dek* nebo posledni ,,sloupec, tak¥e tato matice ma pii typu (m,, m,)
maximélni hodnost, rovnou u; obdobnd pro matici

¢, 0, 0
0, I,_, 0}
0, 0, 0
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Cést IL.

V této &asti budeme aplikovat véty prvé &dsti na algebraickou
geometrii racionalnich kfivek.

Budeme znadit S,, m-rozmérny linedrni projektivni prostor nad
nasim télesem K, o némz jiz budeme déle pfedpokladat, Ze je charak-
teristiky nula.

Budiz ¢ = (t;,t,) € Sy, » = 1. MnoZinu bodd C z 8,, r = 2, jeZ dosta-
neme pro ¢ € S;, o soufadnicich

T, = a’(n)(t)» Ty = b(”)(t)’» e ey = l(")(t)) (11)
nazveme racionalni kiivkou, je-li
{any, binys -+ lmyy = 1. (12)
Bod z = (z,, ..., 2,41) se nazyva s-nasobnym bodem kfivky C, je-li
nejvétsi spoleény délitel viech dvouiddkovych determinantt matice
am)(t), 2
bn)(t), 2 (13)

l(ﬂ')(t)a Zre1
jez nejsou viechny rovny nule, stupné s-tého (misto 0-ndsobny bod
ki¥ivky C se tikd bod, nelezici na C).
Povazujme na okamzik t,,%,, ¥y, ¥ za neurdité nad 7. Pak dvou-
fadkové detzrminanty matice

am)(t), am)y)
bn)(t), bemy(y)

...........

Im(®)s  Umy(y)

maji nejvétdiho spoleéného délitele stupné alesponi prvého v (¢, £,),
nebot jsou vesmés délitelny yst; — %,t,. Budiz to forma stupné k-tého
Dy, k> 1. Je-li k = 1, pak skoro kazdému*) bodu z C' odpovidé privé
jeden bod z 8,; fikdme pak, Ze C je raciondlni kfivka n-tého stupné.
Plati viak Liirothova véta:**)

Je-li k > 1, ma D, tvar
— Uyt L)y Uy (Y1s Ya)

vty £2), V) (Yrs Y|

n je d8litelno k, n = kn a existuji formy stupné 7 : @, b, ..., L, tak,
Ze je identicky

k

*) Ve smyslu: nejvyse s koneénym podtem vyjimek.
**) Dukaz na pf. H. Weber: Lehrbuch der Algebra II., § 124.
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any(t) = E(Z)(“(k)(t): V(D)
b(ﬂ)(t) = b(;)(u(k)(t)’ v(k)(t)):

.......................

lon(t) = T(ue®), van(®))
a nejvétsl spoleény délitel dvoutddkovych determinanti matice
b )y B(@n, Fa)

b(?n({v ta), b(ﬁ)(gn Y)

7(5)({1: t;)a i(in ¥ ¥2)
j€ gty — Ysty, tedy stupnd k = 1.
Toto ¢islo k budeme déle nazyvat Liirothovo &islo vyjadieni (11).

Véta 6. BudiZ ddna raciondlni kfivka C v S, rovnicems (11) a budi
Sy, linedrni prostor o nejmendtm poltu rozmérd, ktery kfivku C obsahuje,

h = 2. Pak C je prdvé obsaZena v systému nadploch, daném anulovinim
determinantd, nejoy$$tho stupné v matici

(n)
A'(r:‘-)-h+8’ %In_hn
.
Maonaala) = | me 2el-es

L:'_).;H.sx x1+11n—h+;ﬂ
platt dokonce: je-li (2) s-nasobnym bodem C, 8 2> 0 je def My _j , 4(2) = 8%).
Dtkaz. Budizz€8,, 2= (2;, .., 2,,1). Je alespoii jedna soutadnice
bodu z riznd od nuly, necht to je z,,, + 0.
Pak je nejvétsi spoletny délitel dvoutddkovych determinanti
matice (13) roven n. s. déliteli forem

Zp110(m)() — 2ilm)(8),
Zp 4 10m)(8) — 2la)(8),

......... (14)
Zp s 1K) — 2.lny(8).
Matice
2p 1AV — 2, LY
BT Bl (15)

2o B — 2,LP

*) Nazveme-li nésobnostf{ bodu v soustavdé nadploch nejmensf{ nésobnost,
s jakou se bod u vlech nadploch soustavy vyskytuje, 1ze ukézat (ve III. d4sti
to udinime pro h = 3), %e nasobnost libovolného bodu v 8, vzhledem k C je t%
jako jeho ridsobnost v soustavé M,,_j 13-
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m4 hodnost o jednitku mensi neZ matice

A(ln), 2

B, 2,

Lm

1 zz*l
tedy bud k nebo & — 1; nebof & je prdvé hodnost matice
' A(ﬂ)
Biﬂ)

.(n)
Ll

Lze proto pro m = 2n — h 4 3 uit véty 1 (pro kazdé s > 0), jei
d4va: ndsobnost bodu (z) vzhledem k C je rovna defektu

m o, Im
zr+1A(n;h+3 zlL:l-)-le
n J— 1
def ZraaBlas — 2L 8| _

....................

(n) — (n)
2o 1 K ps — 2, L5 4

(n) — (n)
zr+1An-—h+a zan—h+s 0

def | _
(n) _ (n)
zr+1'K(n)—h+3 ern—h+8 0
n
n—h+3 Zriiln_nis
(n)
zr+1An—h+3 Zrs1Z1ln_nesg

(n)
2r+1D0p n43 Zrr1%ln_n+s

...................... = defM,_j, 4(2),
n
Zes1 K nis Zre1Zeln_hag
)
wones Zre1 In-heg

coz jsme chtéli dokézat.

Véta 7. Budif raciondlnt kfivka C v S, definovdna opét rovnicems (11)
a budiZ dimense nejmendtho linedrniho prostoru, ktery kfivku C obsahuje,
rovna b — 1, h > 2. Pak pro kaZdy s-ndsobny bod z € C, s > 2 je

defM(z) > s — 1,

AP pees Tlnonse
Bg'lh.;p Zolpyohto
My pig@)=1] ceviviiiiiiaa... s
L:g"lh...z: xr-t-lIn—h+2
0, Qin—lul)
kde

eiﬂ—h*‘l) = (90’ Q15 ++ s Q”—h-fl)y
wgplati pro kasdé e;ﬂ—h-ﬁl)_
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Dikaz. BudiZ z,,; 7 0, pak je jako v dikazu pfedchozi v&ty na-
sobnost s bodu (2) rovna i stupni n.s. délitele forem (14). Ponévadz
je opét hodnost matice (15) rovna h nebo A — 1, s > 1, lze pro m =
= 2n — h -+ 2 uzit véty 1:

(n) —_ (n) (n)

zr+1A(uTh+2 zlL(nTh-i-Z A?7h+2x 2dn_nig
n —_ n n

s — def Zpaa B are — 2L 0 — def Bl nie Zalnoneg
n) — (n) (n)

21 K ppa — 2 L0 o Lo Zevadnnse

pfidanim ¥4dku (0, o{*~*+?) se defekt bud nezméninebo sni¥f o jednitku,
tedy defM,_j.,(z) = s— 1.

Véta 8. Budif opét raciondlni kfivka C v S, definovdana rovnicemi
(11) a dimense minimdlniho lin. prostoru, ktery obsahuje kfivku C, rovna
h—1, h > 2. Budi ddle Liirothovo &slo k pro vyjddfent (11) rovno
k = 1. Pak pro nenulovou p{*~*+V existuje nenulovy nejvétss spoleény dé-
litel determinantii nejoyssiho stupné (totiz 3n — 2(h—2)- tého) matice

Ain”l;.{a: a('n)\t)In-h+2
B‘""jh“, b(ﬂ)(t)In—h +2
pltt) = ool e , (186)
L;”_)h+2, l(n)(t)In—h«i-z
, g(ln-hu)

rovng D(t), t;) = v(ty, by) . O(n - h+1)(t1s ba), kde 0(n_p11)(t) je forma s matici
"=+ g (ty, t,) forma, jeZ md tyto viastnosti:

1. Je-li bod (2) s-ndsobnym bodem C, s > 2, s pfislusnou formou
(ze (13)) c(5)(2), pak v(t) je délitelno ci;1(t).

2. Je-lv v(x,, xg) = 0, &y, &y z néjakého nadtélesa K, D K, pak v K,

je bod
w = (a(ﬂ)([x)9 b(n)(‘x)» ey l(ﬂ)(“)))

alespori dvojndsobnym bodem C.

Diikaz. Predevsim musime dokézat, Ze matice (16) m4 pro neurdité
t,, t, defekt 0. :

Z definice ¢&isla k plyne, Ze pro neurdité y,, y,, t,, t, nejvétsi spoledny
délitel dvoutddkovych determinantd matice

an)(t), am)(y)
bm)(t), bm)(¥)

ln)(8), Unm)(y)
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je prvého stupné, ]a,ko v ditkazu véty 6 odtud vyplyvé. ze def,u =1,
kde madnce )
A0 Gn)(E) Lnops)
7 = Bn—h+2’ b(n)(t) In—h+2

..................

f L:I_).h,.;.g; l(ﬂ)(t) In—-h+2
Nazveme-li 7 8tvercovou reguldrni matici
(1,0,...,0,0,0,...,0, 0, —¢3n-h+1

0,1,...0,0,0,...0, 0, —tin-ht,

0,0,...1,0,0,..0 0, —g-hl
t=100...010..0 0 =1

0,0,...0,0 1,...0, 0, to-pt,

je defr = defr’ = 0; matice g = ur m4 tvar (v, 0) kde 0 je nulovy po-
slednisloupec a » matice, kterd vznikne, Skrtneme-li v & posledni sloupec.
Podle pravidla P4 je defu = defu = 1, tedy defy = 0. Utvoiime-li
v8ak pro matici v (16) soudin ut, je
v, 0 ) y
T=|" » takize
, # (‘7’ Qn-nsnff)
1. pro kaidou nenulovou formu g _p.q je defur = defu =0,
2. kazdy determinant nejvyssiho stupné v u a tedy i jejich nejvétsi
spoleény délitel D(¢,, t,), je délitelny o(n_.q)(t) a podil uz je na g -p+1)
nezdvisly.
Budiz nyni (z) s-nasobny bod C, s > 2, piislusnd forma budiZ c(,(?);
je-liz,,; $ 0, piSme
Zr+10m(t) — 21wy (t) = €(o)(t) Gn - 5)(0),
Zr s 1bm)8) — Zakm(®) = c((®) Dn- 0(0),
Zp a1k (t) — Zodn)t) = c()(t) Ken— o()-
Potom je, oznadime-li nejvétsiho spoleéného délitele determinantt
maximélnfho stupné matice M znakem D(M)

Au"—)hq»a 0(2611—:—154»2’ c(s)(t)&(ﬂ—s)(t) In-—h+2

D(u)= D K:;'-_;lz Con s niar c(a)(t)—k(,,_,)(t) I _hie | =

LS»-MJ’ . l(n)(t) In—h+2
0, Q(ln..hn)
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A:aﬂ:'ll C(l.n-a-h-n: c(s)a(ﬂ-:)lﬂ"‘*z’ 0

Ko C(!ﬂ-c—h+l’ Cin-s) In-hse, O

== D ==

L:.-hn» l(n) In—h+ 2> 0

C;,._,_h,,p 0, _Izn—s—h+2

0, 9(1”-'”1)’ O
0, Cin-3) In-hs2r AP0 a

—D 0, k-0 In-nszs KI5

L:--Hz’ Uny In-n+ 2 0
C,,._,_M,, 0: "Izn~s—)l+zs
0, Q(lu-»+1), 0

Budiz A néktery determinant nejvyssiho stupné v posledni matici
a necht 4 obsahuje ¢ Fddek z prvych r(n — h 4 2) Ff4dek této matice.
Je 6>2n— h-+ 1. Nésobfme-li v A poslednich 2n —s—h+ 2
sloupct vidy formou c(,)(2), lze z prvych o fadek vytknouti vidy c)\l),
takze A je délitelny alespoii A-tou mocninou c(,), kde

A=oc—2n+s+h—222n—h+1—20n+s8s4+h—2=s—1

Tedy viechny determinanty 4 tohoto druhu jsou délitelny cf;1(t),
proto i jejich nejvétdi spoledny deélitel D(t,,t,) a také wv(t,,?,) (nebof
koeficienty v g(n-n+1) 1ze povaZovat za neuréité nad T a pak gim_p+q)(t)
a ¢(,)(t) jsou nesoudélné), jak jsme méli dokdzat.

BudiZ nyni pro «;, &, z nékterého nadtélesa K, D K, v(x;. a,) = 0.
ProtoZe forma v(f) je na gn—4.,) nezévisld, 1ze p(n-p4q) zvolit tak, aby
o(xy, &g) & 0. Nechf 8 je ndsobnost bodu (w) na C v K, @ = (a)(«),
Oin)(®); ..., Umy(x)), tedy & = 1. Kdyby bylo s = 1, pak tou? dvahou jako
na zad4tku tohoto diikazu (misto neurditych t;,f, zde méme ;, x,)
by plynulo, Ze defu(w) = 0 ve sporu 8 v(x,, x,) = 0. Tedy s > 2.

Uvedeme jeits, jak se transformuji matice z v&t 6 a 7 p¥i substi-
tuci (7):

Véta 9. Necht pu)(®), qa)(t) jsou dané nesoudélné formy jako v (7),

) () = a(u)(P)(®), 40 (®)s - - - Uem)(t) = Uin)(Pa)(2)s a0 (2))-
Pak je

A R:1,0,...,0 TTA™, 2.1,
4 &n) 15> Y s ,
(“k? ff‘f."f‘.. 0, B, ...,0 B™, 2, x . I,
N N P oy = B\ PR
RZ, 0
(o7 &) (17)



kde E(s) Jsou definovdny ve vété 3. Pro k = 1 platt

Zg‘-)-h+3’ xIIn—M-s
(18) ( ................ =
Lﬁ'lp,a, xr+11n—h+3
E:ls O, .ot 0
y" e ‘E;EIH-S’ ...,0 (Ag.-)’“"s’ xlI”_h.*z ) (Ezn—-h+3) 0
T 0, E,_ )
0, 0, v BZlais L nssr Teerln-bss nohes
a obdobné
Amw LT E-1 .0, ..., 0, 0
n-h+2 Y1in—h+2 n-h+2
L T N N = N
L x I TT ] ceeiecectsesseccntscsssanan
n-h+8> +1in—h+2 -
0 éfn-,.l'l, 0, 0, o Bilyie O
’ 1 0, 0, .., 0, 1
AP, e 2V (Y 5 0
................ an—R+2 , 19
Li{'_’;.u, xr+1In—h+$' (0’ EnAIH-z) ( )
X Qi"-h+l)

kde 01"~MY je matice prislubnd k form¥ @a-p4+1(t) = é(n—»n)(l’(l)(t),
4a)(?)) (B(,) definovdno ve vété 4).

Dikaz provedeme jen pro (17), u ostatnich dvou probfhé obdobné.
Provedme

Rl’ 0, ...,0 Y

........................ ==
------------

(Rl;‘l—g:' ', xR, )
R

T ten)
RLEY, 418,

I

(49 X . )Ry, =R, A3, @il | Ry, 0
................... )=[()X1k] (Oz,R)’
(L3 X . )Ry z, 4, R, L, %r4rln C

kde jsme pouzili rovnice (9). Odtud plyne jiz (17).
(Pokradovéni.)
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