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CGasopis pro péstovani matematiky, rot. 77 (1952)

ZAKLADY THEORIE INTEGRALU
V EUKLIDOVYCH PROSTORECH

JAN MARIK, Praha.
(Pokradovéni.) 517

III. Absolutné konvergentni integrily a zakladni véty
o mife. Véty o substituci. Funkce s konetnou variaci.

V této &ésti jsou dokdzény v8ty o aproximaci absolutn® integro-
vatelné funkce spojitymi funkcemi a véty o vyjadieni integralu
podle jedné funkce (intervalu) pomoci integrdlu podle jiné funkce
(specieln® odtud plynou n&které véty o prevodu Stieltjesova integralu
na objemovy); pro jeden rozmér je pak dokdzéna véta, Ze derivace
integralu se skoro viude rovna hodnot® integrované funkce, a jsou
dokézény ruzné véty o substituci.

1. Nyni budeme vySetfovat souvislost mezi funkcemi z P,(G, K)
a funkcemi spojitymi. Uvidime, Ze je tato souvislost velmi tésné; zminili
jsme se o ni jiz v pozndmce k vété 87, § 2. Dikaz pFisluSnych vztaha, .
které jsou vyjadieny vétami 11 aZ 13, provedeme v nékolika krocich.
Utzijeme postupu, ktery se osvédéuje i jinde.

2. Budte ay, b; (resp. c;, d,) proky Ef¥ (i = 1,2, ..., n); necht majt
soulty a; 4 b; (resp. rozdily c; — d,) smysl pro i =1, 2, ..., n. Pak plati
(ptdeme max(a;) misto max(a,, a,, ..., ay) a pod.)

maxi(a; + b;) < max(a,) + max(by)

(resp. max(c; — d;) = max(c;) — mé,x(d,-)),
jakmile md soudet (resp. rozdil) napravo smysl. Zejména plati

(@, 2) < olx, y) + oy 2)
pro libovolné tii body x, y, z prostoru E,.

Dukaz: Bud na pf. @, + b, = max(a,; + b,) Pak je max(a, + b;) =
= a, + b; < max(a;) + max(b;). Je-li na pf. ¢, = max(c,), je max(c,) —
— max(d,) = ¢, — max(dy) < ¢, — d; < max(c; — d;). Je-li konetns
% =[x, Xy, ..., Tn], Yy = ..., klademe a; = x; — y;, b; = y; — 2, a dostd-
vame posledni vztah. e ' R

267



3. Bud R(K) (resp. K(K)) mnozina viech funkei r (resp. k) v inter-
valu K, k nim% existujf spojité funkece f, tak, Ze plati

fn A 7 (resp. fn \ k).
R(K) je tedy mnoZina vlech (—r), kde r ¢ R(K). Misto R(K), K(K)
budeme oby¥ejnd psat jen R, &. Je-li funkee f spojitéd v K, plati zfejms
feR i feR. Snadno nahlédneme, Ze R C P, g'r > —o pro reR
(pfi libovolné funkei @, podle které se integruje) a Ze funkce r; + r,,
max(ry, r;), min(ry, ry) jsou prvky R, kdykoli jsou r,, 7, prvky R. (Pro
re R je r(x) > — oo, takie m4 soudet 7, + r, smysl; zejména tedy ma

vidy smysl rozdil » — k, kde r ¢ R, k € &) Podobné vztahy plati i pro
funkce z mnoziny 8.

Budiz € = (@, K) mnoZina vSech funkeci ¢ v intervalu K takovych,
%e ke kaZdému ¢ > 0 existujir ¢ R, k ¢ & tak, %e plati

ESeSr, fr—k)<e
K
Z¥ejmé je ¥(@, K) C 9,(G, K); nasim tkolem je dokszat, Ze v tomto
vztahu plati rovnost. — Je-lig e £, a < [¢ < b, existujir e R, k € & tak,
K

Ze plati k< o<, a<K[k§Kf<p§ fr <b; pro pe £ je tedy [p=

K b:¢
=inffr,kder > ¢,re R, a zé.roveﬁxftp = supt[k, kde k< @, ke 8.

4. Platt tyto implikace:
a) reSt,xﬁ'< o=>re

D) raeR, ry Af=>1eR;
o) fef=(—fle &
d) f1, fz € £ = max(f,, f;), min(f, fo) € L.
Dtkaz: a) a c) je zfejmé. Nechf nyni plati pro k=1,2,... f® »x
A 1, kde f® jsou spojité v K; bud @, = max(f®, f® . . f») Pak
@ S @3 < ...;necht g 7 r. ProtoZe pron > k je pp = [, plati

r = limpy > imf® = r,,
 md
tedy téz
r > limr, = f.

ko
Aviak Pn S max(ry, ry. ..., ra) = ra; je tedy téZ
r=limp, £ limr,=f.
Odtud plyne r = {, f ¢ R. Tim je dokézéno b).
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Jsou-li nyni fy, f2 prvky &, zvolme & > 0 # tunkce r, € R, k, € & tak,
aby bylo ‘
ki<t <ry, [(ri— k) <3}e (i=1,2)
K

Pak plati na pf.
max(k;) < max(f,) < maX(r),

f(max(r,.) — max(k,)) § fmax(r‘ — k) é f(f; ~ k) + f("z — k) <e.
b4 K K K
Je tedy max(f;) € £ a tedy téZ min(f;) ~ ~ max(—f,) € £.
5. Necht fnef, fn 7 f, [f < c0. Pakjefe R.
-4

Dtkaz: Zvolme & > 0 a funkce r,, € R, ks € & tak, aby platilo

bn < fn S 1, j;f(rn“ kn) <°§5 (r=1,2,..).

Bud r¥ = max(ry, ..., 7,), k¥ = max(ky, ... kn); necht r¥* 7 r. Pro libo-
volné n plati
n
7': — k* g_ max (Ti - kl) S. Z (1', - kz);

tedy

Protoze lim[k* < lim[f, = [f < o0, je té% [r= lim[r* < lim [k*+
K K K K E " K
+ & < 0. Pro jisté n tedy plati
fr— [r¥ <e,
E K
takze 1{(’ — k¥) :Kfr —l{k: =Kfr —Kfr,’f —{-Kfr,’:‘ _R[k: < 2e, pii ¢em%
reR, kx e &, k¥ < f < r. Tim je véta dokdzéna.
6. Nechf ¢, > — 00, ¢y < ©, fn€. 8, ¢, < fu, Jhh<e pro n=
= 1,2, .. Pak je limf, € L.

Dikaz: Klademe-li ¢, = min(f,, fs ..., fn), je @a \ inffn; podle
4d) a ,,0bracené‘« véty 5 plati tedy inff, € £. Podobng plati

yp=Iinffre £ pron=1,2,...
kZn

a tedy (protoze [y, < zk[ fa < €g, Y A limfy,) plat té% limf, € £.

269



7. Necht 9 += M C E,,. Pak je o(x, M) spojitou funkcé proménné x;
plati dokonce
lo(z, M) — o(y, M)| < o(x, y), : (x)
kdykoli z,y € E,,.

Dikaz: Zvolme z, y € Ey,, 2 ¢ M. Pak plati
el@ y) + oy, 2) 2 (%, 2) = elz, M),

o(z,y) + oly, M) = o(z, M)
oz, M) — oly, M) < o(=, y).
Vyménime-li jestd bod = s bodem y, dostaneme snadno (x).

8. Bud interval I &dstt K; bud — 00 << ¢; < c,. Necht plati

f(@) = ¢, pro zel,
f(x) = ¢, pro ze K — 1.

tedy téZ

neboli

Pak je f e R.

Dikaz: Bud’ ho(x)=n.o(x,I). Pak h, A h, kde h(z) = 0 pro
zel, h(x) = o0 pro znon e I. Podle 7 je h e ER tedy jsou i funkce

v R g="r+ec, f_mm(y,cz)
prvky .

9. Bud f zdola omezend funkce. Pak ke kaZdému ¢ > 0 existuje funkce
r e R tak, Ze plati _
'g/’ Jr< [f+e
E K

Ditkaz: Je-li Tf = 00, volime r(x) = oo pro ka#dé z e K. Jinak
K
zvolime majorantu M tak, aby platilo
ME) < Jt+ .

Budiz {D,} pééloupnést d8len{ intervalu K takova, %e posloupnost
pifsludnych norem (viz 62, §2) konverguje k nule. Sestrojime nyni
posloupnost funkei {f,} timto pFedpisem: Zvolime I ¢ D,. Mé i M(I) -

(1) smysl, bud
o(l) = M(I): G(I);
jiriak bud v(I) = o0. PoloZme
fa () = v(I) pro z eI,
far(®)= o pro zeK — I.
Bud nynf
fa = min(f, ;) pro viechna I € D, (n je pevné).
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Podle 8 je fnr € R, tedy je téZ f, € R. Dale plati
— @ < [l < [fy =) . GD= M@

pro kazdé Ie®, (jeli G(I) >0, je ziejmé v(I). ()= M(I); jinak
je v(I) . G(I) = 0, M(I) __>:If/= 0), tedy

Th=3 Th< = MI)< MK) < .
K IeOn 1l 1Dy

Zejména je tedy (viz 4a)) f, € £ pro n =1, 2, ... Protofe normy dsleni
konverguji k nule, plyne snadno z vyznamu &sla f,(), Ze plati

limf,(z) > M(z) > f(z) ()
pro ka¥dé z € K. Je-li véak funkce f zdola omezena &fslem c, je
M) 2 Jf 2 ¢ GI)
a tedy
>

pro ka#dé I € D,. Odtud plyne, Ze plati
fa=cpron=12 ...
Z véty 71, § 2 plyne vztah
Jlimfa S lim [, < M(K) < Jf + &.
Podle 6 je limf, € £, tedy existuje r € R tak, Ze plati
limf, < r, K[f <TJt+e
— .,
Podle (x) vyhovuje tato funkce r nasf v&ts.
10. Necht f € P,. Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje r € R tak, Ze platt
r2f, [r<[f+e
E K

Dikaz: Bud f, = max(— n, f). Pak f, \\ f, tedy je pro jisté n
[fs < [ + & Podle 9 existuje r € R tak, Ze platf
K K .

>t > .
r>fa>1, Kfr <gf+ €
11. %@, K) = 9,(G, K).
Dikaz: Plyne gnadno z 10.
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Pozndmka: Budte f, spojité v K, f, 7 r; necht P,= ff,, R= Tr.
Protoze P, je Newtonovym integrilem funkece f, a protoze R > P,, plati

R(z) 2 Py(x) = fal()
a tedy také o o
: E(z) = r(2)

pro ka¥dé x. Vidime, Ze R je majorantou funkce r. Je-li nyni fe%,,
[f < ¢, existuje r € R tak, Ze plati
K

r2f, i< [r<e.
E T Kk
Funkce R = fr je pak majorantou funkce r a tim spie funkece f; [f se
K
tedy rovné infimu &isel tvaru M(K), kde M je aditivnt majoranta funkce f.
12. Je-li f € P, existuji funkce g, h druhé t¥idy tak, e plati
gk [9=[f= [h
E K K
Dikaz: Podle 11 existuji k, € &, r, € R tak, Ze plati
1
kng lé T J(r"— kn) < ‘7';'
Bud g, = max(k,, ..., k,), h, = min(r,, ...,r,). Pak té% g, e &, b, e R,
90 < [ £ by, Snadno zjistime, Ze nadf vété vyhovuji funkce g = limg,,
h = limh,,.

13. 9,(Q, K) je prdvs mnofina funkct f (definovanych v intervalu K)
takovych, Ze ke kaZdému ¢ > 0 existuje spojitd funkce @ tak, Ze plats

fif—ol <e.
K
Dikaz: Nechf funkce f mé uvedenou vlastnost. ProtoZe plati
g—lf—g<o+(f—p=f<e+If—9l

je L _
g¢—8<xf¢~xﬂf—¢l=?f¢+ff—lf—wlé
s Jo-lf—ghS IS <o+ —oh<
K f_ K
< £¢+kflf*¢l <kf¢+e,
tedy

Zf—-lf<'28, fe¥d.
K
Protote viak f —pe P, jetéZ (f — @) +p=feP,.
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" Je-linaopak f e P,, £ > 0, existuje funkce re R, pro nli pl&ti
r>f, fr— f/ <e ‘

Jestlize f,, 7 r, kde f, jsou spojité, j ]e pti vhodném n
— < E.
| 3’ " Jh<e
Je-li f(z) = r(x) = oo, poloZme (r — f)(z) = 0. Pak platiprof, = ¢
f—gl<lf—r+Ir—gl=0C—-N+—9),
[l — ¢l < Jr =+ [ir— ) < 2.
kK " K b4
Tim je véta dokdzéna.
14, Jestlize f, g € Vg, je té£ fg € Dy.1) ,
Dikaz: Zvolme £ > 0. Necht |[f[< ¢, |9l < ¢ (ceEy). Podle 13
existuji spojité funkce @, p tak, Ze plati
oflf — ol + flo — vl <e L @

Déle miZene predpoklidat, Ze je té% || < c; pro funkei ¢;, urdenou
vztahem

tedy

@,() = max(—e¢, min(gp, ¢)),

]f_‘P1|<|f—‘P‘

(k dtkazu tohoto vztahu stadi rozeznat ptipady @(x) > ¢, @(x) < — ¢,
—c < p(x) < c), tedy téZ

Ji— ol < fii—ol.

takZe @, spliiuje («) tim spile; pFitom je ¢, spojitd funkee a plati |p;|'< ¢.
Tak dosté.vé.me

f|/y—wl <Rﬂf—¢l lo| + flg— vl lol <
< elflf — ol + ) flo—v) <e

ProtoZe funkce @y je spojité, plati podle 13 fg e P a tedy téZ fg € Po.-

Poznédmka: JestliZe plati fe Py, g€ Y, pak je téZ fge P, jak se
snadno zjisti limitnim pfechodem. Jsou-li véak I g prvky 9,, nemusi

jiz platit fg € 9, jak uka.zu]e pﬂklad funkci i(x) = g(a:) ==V mtervalu

V

plati totiz

1) %, je mnoZina omezenych funkcf z %P,
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{0,1) pti obylejném integralu. Rovnéi nemusi platit fge P, jestlite
fePo, g€ (viz cvid. 13, § 2).

16. Budte Gy, Gy konelné nezdporné aditioné funkce, Gy < Gy. Pak

platt
Sp (Gl, K) D S»‘(Ga: K)'

Dikaz: Necht fe‘))‘(G2, K). Zvolme &> 0. Podle 13 existuje
spojité funkce ¢ tak, Ze platf K[ |f — ¢| 4Gy < &. Snadno zjistime, Ze
ﬂf @l 4G, < [|f — @| dGy; je tedy téZ K[]f—(p[ d@, < e. Podle 13

K
odtud plyne f e P,(G,, K).

16. Je-li A C K, nazveme charakteristickou funkct mnofiny A
(vzhledem k intervalu K) funkéi c,, uréenou vztahy
c(x)=1 pro ze 4,
c () =0 pro xe K — A.
Je-li

J— c‘,

Plati zfejmé c,,, = max(c,,c,), c,,= min(c,,c,) =c,.c,.

AB =@, plati c,,, = c, + c,. Jestlize 4D B, méme Cap=C4

zejména c,_, =1 — c,. VpHpadd 4,C 4,C .. EA =Ajec, /e,
‘=1

podobny vztah plati pro posloupnost ,,nerostouci .

Horni (resp. dolnf) mérouw mnoZiny A C K (vzhledem k funkci @
a intervalu K) nazveme &islo

A(4,6,K) = B(4) = ¢, (resp. p(4, G, K) = p(4) = Jo,)-
K

Zrojms (A + B) < B(A) + F(B); jestlite AB=9, jo u(d)+
+ p(B) < (A + B). Pro 4, C 4;C ... o (A,) 4 fi(E A,). Vidy plati

(2A..)——llmﬂ(ZA )< lim Z7(4y) = ZF(A,).
. n=1

fn—ro k=1l n—>w k=1
Je-li ¢, € P neboli _
H(A) = p(A),
fekneme, fe mnotina A je méfitelnd (vzhledem k ...) a pifeme

Bd) = p(4) = u(d);
toto 6islo nazveme mérou mnoimy A.

- Bnadno zjistime, fe sjednoceni a prinik libovolné posloupnosti
méfitelnych mnofin je opét mnoZina méfitelnd. Je-li posloupnost
(mnofin) ,,monotonni‘, je limita posloupnosti mér rovna mife sjednoceni
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(resp. priniku); jsou-li lenové posloupnosti po dvou disjunktni, je soudet
fady mér roven mife sjednoceni.

17. Je-li ddna né&jaksd vlastnost ¥ bodil intervalu K, pak mnoZinu
téch bodd, které maji vlastnost V, znadime symbolem

E [z m4 vlastnost V).

z
Rekneme, Ze skoro véecky body intervalu K maji vlastnost V, jestlize
mnozina téch bodd, které tuto vlagtnost nemaji, t. j. mnoZina E [x nemé

- z
vlastnost V], m4 miru 0. Té% fikdme, Ze néjaky vztah pla,ti v K skoro
véude a pod. Na pi' ,.f(x) = g(x) skoro viude‘‘ znamens, Ze mnoZina
E [f(z) # g(x)] m4 miru 0. (Z4leZi oviem na funkci &, podle které se inte-

gru]e vlastné bychom méli pst ,,skoro v8ude vzhledem k funkei G
a pod.)
18. Necht f,ge P, 1 < g, [f = [g¢. Pak je f(x) = g(x) skoro vSude.
' kE kK
. 1
Dikaz: Bud 4=E [f(x) <g(®)], 4, =E [f(x)—{— —< g(x)]
z z

(n=1,2,...). Protoief—{——l—.c‘ < g, je fg=f/§f(g——1—.. c, )S_
n n — K _K f n nj—

1 1 _ —
< [9+ f(—' —-C4 )= fg — —.u(4,), tedy u(4,) = 0. Protoze
—x ®\ " " K BT
= X A4, je téz u(d) = 0.
n=1
19. Necht f e P, P = [f. Pak plati
P(z) < f(z) < P(a)

skoro véude.

Dikaz: Pro libovolnou majorantu M plati M > P, tedy M(x) >
= P(z) pro kazdé z. Bud f,(x) = max(f(x), P(x)) Pak je téz M(x) = hi=)
pro kazdé z, tedy M(K) = f L= f fL = f f= ). Odtud plyne snadno

vztah

ffx =Kﬁ

Podle 18 tedy plati f,(x) = f(x) skoro viude neboli P(a;) < f(x) skoro
viude. Druhd nerovnost se dokd%e obdobns.

20. a) Je-li f e, plati |f(z)] < oo skoro véude.
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b) Je-li téf g € P, pfi demZ If,‘ =Ifg pro kaidy interval I C K, plati
f(x) = g(x) skoro viude.

Dakaz: Necht f,ge®, P= [f= [g. Ma-li rozdil f(x) — g(x)
smysl, bud A(z) = f(x) — g(z); jinak bud A(z) = 1. Pak je neurdity
.integrél funkce % roven nule; podle 19 je tedy h(z) = 0 skoro vSude.
To znamené4, Ze je f(x) = g(z) skoro vSude a Ze rozdil f(z) — g(z) mé smysl
skoro viude. Volime-li g = f, vidfme, Ze je |f(z)| < co skoro viude.

1. Necht ACK. Bud f(z)=0 pro zeK— A, f(x)= o0 pro
ze A. Pak je bud [f = 0 nebo [f= oo podle toho, je-li m(A) = 0 nebo
e 4

7(4) > 0.
Dikaz: Je f = limn . c,, tedyfo = limn . 7i(4).
22. Necht f(x) = g(x) skoro vude. Pak je [f = [g.
K K

Dikaz: Bud A = E [f(z) = g(x)], p = o . ¢,. Dale bud f,(x) = o0

z
pro ze d, fi(z)= f(x) pro ze K — A. Pak plati ¢(z)+ f(xr) = f,(x),
kdekoli mé soudet smysl; zfejmé je f; = g. Mame tedy

_ : kK Tk K K
Podobn zjistime, Ze plati [ < [g.
K T K°

Pozndmka: Je-li f(x) = g(x) skoro vSude, plati dokonce Tf = Tg
I I
pro kaZdy interval I C K, jak se snadno zjist{.

23. Funkce f,ge P maji stejny neurity integrdl, kdy? a jen kdy%
platt f(x) = g(x) skoro v¥ude.

Dikaz: Plyne ihned z 20 b) a z pozndmky k vété 22.
%4. Bud [ omezend funkce, g€ (G, K), G, = [gdG, G, = 0. Pak
i . —
J1dG, = [fgd@G.
K K

Diikaz: Podle 19 je g(x) > G,(z) > 0 skoro viude, podle 20 a)

je g(#) < oo skoro vdude. Existuje tedy konetné nezéporns funkce g,
tak, Ze plati

L g,(2) = g(z) skoro viude
a déle podle 23

G, = [gd@ = [g,dG, [{gd@ = [fg, dG.
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Stasi tedy dokdzat vétu za predpokla,du, Ze funkce g je kone&né ne-
z&porns.

Je-linynire R, r > f, Jr < oo, plati podle 87, § 2
K i

[rd@, = [rgdG > [fg d@,
K K K
tedy té o
[fdG, = [fg dG.
K K

Abychom dokézali také obracenou nerovnost, uvazme, Ze pro konednoun
funkei ¢ € 9P a pro libovolnou funkei y plati jednak

Jo+n <o+ Jv=Jo+ Jv.
jednak . )
Te=Tw+n—a<To+v+ -9 =T+ v — fo
tedy téz

Jv+ Je < Jl@+ v
Plati tedy

o+ fo=Tlp+ v

Jv+ Jo= [+ ).

Zvolme nynf ¥sla c, &, ¢ 2 [f|, ¢ > 0. Pro g, = min(g, n) je g, 7 ¢,
[9, 7 [g. Zvolme tak velké N, aby platilo
K - S s

def(g — gy) < e
K

"a podobné

Vime, Ze existuje funkce r ¢ R, pro niz je
r>f, 2N(frdG — Jfd@) = 2N[(r — ) dG < ¢.
K K -4

Déle mieme predpoklédat, Ze je té% |r| < ¢ (misto funkce r mikeme
totiZz vzit funkei r, = min(r, ¢)). Za tohoto pfedpokladu je r — f < 2¢

a dale
ff—fg-—f(r—/)(y—gm) (r— ey <
4
éf g—g,,)-}—(r——f)N)—Zcfg——g,,)—l—Nf(r-—f)<s

Protoie zejmé 7 € 5;) ‘(Gl, K), je }ednak
rg e spAI(G) K); _,_[("— hg = 4'7'9 - .Hg < &
X
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jednak _
[1d6, < [rdG, = [rg dG.
~_K K K

Odtud plyne [fd@G, gxfrg d@ < [1g dG + ¢, tedy téz
K K

[fd6, < Tig d@.
K K
Tim je véta dokdzdna.
25. Necht g e V(G K), G, = [¢gdG, G, > 0. Pak plati
[1dG, = [fg 4@, (x)
¢ )4

jakmile bud f € P ,(G,, K) nebo fg € P,(G, K).

Dikaz: Je-li funkce f omezend, plati podle 24 [fd@, = [fg d@
a oviem také [fd@, = [fg dG; tim je véta 25 dokdzdna pro omezenou
funkei. - -

Déle stadi opét vySetFit piipad, Ze je funkce g kone¥n4 nezdporna.
Je'li fe WG, K), f=0, plati f, = min(f, n) e P(G;, K) a tedy f.ge

«P(G, K),
[fn 4Gy = [fag dG. (8)
K K

Protote f, 7 f, f.9 7 f9, je té% fge P(G, K) a plati (x). Je-li naopak
f9 €Y@, K), {20, f, = min(f,n), je té% f,g = min(fg, ng) e P(G, K),
tedy f, € V(G,, K), f € P(G4, K) a opét plati (8) i (x). Nabyva-li funkee f
kladnych i zdpornych hodnot, dokondime dikaz obvyklym zptisobem.

26. Necht g e )G, K), @, = [gd@, G, >0, A C K. Pak plati

nd, &, K) =E[c‘gdG, ﬁ(A:Gv K) = [c,gd@G.
X

Je-li zejména u(d, G, K}y = 0, je té£ u(4, Gy, K) = 0.
(Plyne ihned z 24.)

27. Budii funkce G slab& spojitd v bodé x € K. Pak md jednobodovd
mnoZina {x} miru 0.

Dikaz: Zvolme ¢ > 0. Ze slabé spojitosti funkce @ plyne, Ze existuje
interval J o stfedu z tak, e G(JK) < &. Bud nyn{ (pro I C K) M(I) =
= G(1J) resp. M(I) = 0 podle toho, je-li IJ interval & ne. Podle 22, § 2
je M aditivni v K. Zfejm® je M majorantou charakteristické funkce
jednobodové mnoZiny {2} a plati M(K) = G(JK) < ¢; tedy je u({x}) < &,
B({z}) = 0.
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28. Véta 25 je pfirozenym zobecnénim véty 87, § 2; bohuzel viak nic
nefikd o funkcich, které nepatif do 9P,. DokdZeme proto jesté vétu,
obdobnou vété 25, kterd bude platit dokonce pro zcela libovolnou funkei
f; o funkei G v8ak vyslovime specielni pfedpoklady. — Napfed uvedeme
nékolik definic.

29, Symbolem

budeme rozumét, %e plati -
f(x) = g(x) skoro viude.
Ziejmé f==g,9=h = f=h.

Déle fekneme, Zze funkce f md Newtontv (resp. Knichaltv) integral
v $ir§tm smyslu, jestliZe existujf bodové funkee f,, f, a funkce intervalu F
tak, Ze plati f; = f,=f a %e funkce F je zdroveinn majorantou (resp.
zobecnénou majorantou) funkee f, a minorantou (resp. zobecnénou mino:
rantou) funkce f,. Funkce F je pak zfejmé neurditym (Perronovym)
integralem funkce f.

Snadno nahlédneme, Ze aditivn{ funkce F je Newtonovym integra-
lem v 8ir8im smyslu funkece £, kdyZ a jen kdyz je

F(x) > — 0, F(z) < o pro kaidé x

f(z) ~ F’'(z) skoro viude.

Aditivni funkce F je Knichalovym integrilem v Sir§im smyslu
funkece f, kdyZ a jen kdy% existuje spodetnd mnoZina 4 C K tak, Ze v ba-
dech mnoZiny 4 jsou ob8 funkce F i G slabg spojité, Ze je

F(z) > — 00, F(z) < 00 proka?déze K — A4
a Ze plati
f(z) ~ F'(x) skoro viude.
(MnoZina 4 m4 podle 27 miru 0.)

30. Bud G, neuréitym Knichalovym integrdalem v Sir§im smyslu funkce
g podle funkce G; necht Gy = 0. Pak plati pro libovolnou funkes f v inter-

valy K
Ji a6, = Tig a6
K
Dikaz: Napfed dokdZeme, Ze plati

I/ dG, gxf—fg da. (%)
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Zvolme majorantu M funkece f vzhledem ke G,. Bud
. A=E[G0,% K)= ©), "
B= ];} [neplatf g(z) ~ Gy(G, z, K)),
C= E [y(@, z, K) = — o0, Gy(@, =, K) = co].
z
Mnotzina 4 je spodetnd, A C B, Bmamiru 0 (vzhledem ke @); C m4a podle

19 také miru 0.
Zvolme napied zeA a ¢islo ¢, — o0 <c < M(Gy, 2, K). Je-li
I, — z, plati od jistého indexu
) 0 &y(L) < M(L,);
protoze Gy(1,) — 0, je limM(I) =0prol—z.

Bud nyn{ ze¢ K — 4. Pak miZeme volit kone&n4 &isla cl, Cy, C3.
tak, aby platilo

< _Cil_(G', z, K), GI(G, z, K) <c,,-
‘ cy < M(Gy, , K).
Je-li nyni I, — 2, plati pro velké.—':—z
LB € GT) < 6y O, ¢ Gy(I) < M(L,).
Pak je bud pro ¢ = 1 nebo 7 = 2

o, G, )< oGy < M(I),
tedy
A‘JK(G, x, K) > cgei > — 0.

Je-li dokonce z ¢ K — B, mi%eme volit ¢; libovolng& blizko k g(x),
¢ k f(x) a dostdvdme .

MG, z, K) > f(=) g(a)
(Je-li |f(z)] = o, je tkeba rozeznat ptipady g(z) = 0, g(z) > 0.)

Tim je dokdzéno, ie je funkce M zobecnénou majorantou funkce
= fg, kde '

@(%) = f(z) g(x) pro ze K — B,

@(*) = — o0 pro z ¢ B.
- Je tedy

M) 2 f p= &ffg
Odtud plyne snadno, Ze plati («).
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Nynf dokéZeme, Ze plati také
[td6, < Jfg d6. | ®
‘K K

Miseme ziejmé predpoklidat, Ze g(z) = Gy(&,z, K) pro ke#dé z.
(Vztah g(z) + G4(G, x, K) mbZe totiz platit jen v bodech mnoZiny
B -+ C.) Zvolme ¢ > 0. Bud M, majoranta funkce fg takové, Ze

My(K) < Jlg 46 + e

Zvolme 7 > 0 tak, aby platilo y G(K) < & a utvoime
M= M,+ 4G.
Pak je
U(z) = Myw) + 1 6@) 2 fz) gla) + 1
pro kazdé z; dile je -
ME) < [fgdG + e. »)
)4

Je-li g(x) = 0, je M(G, z, K) = 7. JestliZe tedy I, — z, je pro velkd
n M(I,) > 0, tedy je
M@, z, K) > 0.

Je-li g(x) = G4(x) > 0, zvolme c,, ¢y tak, aby platilo

0 <o <g@), 6 <0, — 0 <y < MG, 2, K).
Jestlize I, — x, plati pro velkd n
€1 G(In) _S_ Gl(I'n)’ Ce G(In) é M(In)’
tedy
¢y Gy(1,) < ey G(I,) < 0 M(L);

odtud plyne
MG, x,K)=>cy:c, > — o0.

Dokszali jsme tedy, Ze plati
ﬂ(av z,K) > — o0 ' ' ()]
pro kazdé z.

Zvolme nyni z € K — B; pfedpoklddejme, Ze je _{I_(Gl, z, K) < o0.
Necht I, — #, M(I,) : G,(I,) - M(G,, , K). Pak je pro velkd n G,(I,) >
> 0; jinak by totiZ bylo bud E(Gp z, K) = — oo ve sporu s (8) nebo
M(@,, %, K) = 0, 0ok jsme vylousili. Plat{ tedy t6% G(I,) > 0 pro velké

—

n; odtud plyne, Ze je € K — C neboli Gy(x) = Gy(x) = g(z) < 0 & déle
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M(L,) : HIp) = {M(I,) : G(I,)} . {1 : G(1,)} —
> M(6y, %, K) . g(z) = M(G, 2, K) = f(z) g(a) + 7.
Dostdvdme tak g(z) > 0, M(G,, x,_I}) > f(=).’
Vidime, %e je funkce E majorantou funkee f;, pro ni% plati
h@) = f(z) pro zeK— B,
fi(x) = — oo pro z e B.
Mnotina B mé viak podle funkce G' miru 0; podle funkce G, mé tedy
(viz 26) také miru 0. Odtud plyne (viz téz (y))
;f—f da, =Ifx d¢, < M(K) éxffg d@ + e.

Protote ¢ bylo libovolné, platf téZ (f); tim je véta dokdzana.
Pozndmka: P¥i dikaze vztahu (8) jsme nikde nemluvili 0 mnoziné

4; (B) tedy plati pro libovolnou funkei f, kdykoli nezdpornd funkce G, =
= [g dG spliiuje vztah

g(x) ~ G{(@, x, K) skoro viude;
k tomu postadf podle 19 a 20 a), bude-li platit
G, (r) = G,(x) skoro viude.
Pak oviem plati pro libovolnou funkci f také
Jfgd@ < [fdG,.
X X

Je-li tedy zejména fge P(G, K), je téZ fe P(Gy, K) a mezi integrily
plati rovnost. ‘ o

31. Bud ¢ spojité neklesajict v (a,b>, G konetnd neklesajici ve
{p(a), (b)) (je-li p(a) = @(b), nepotadujeme od funkce G nic). Pak plat
pro libovolnou funkci f v intervalu (event. degenerovaném) {p(a), p(b)>

#(b)

b
aff(q;) dG(g) = f{ da.

\ #( '

Dikaz: Bud M bodové majoranta funkce f vzhledem k funkei G;
bud N(t) = M(p(t)). Dokéteme, Ze je N majorantou funkce f(¢) vzhledem
ke G(¢). Zvolme t € (a, b); bud N(G(p), t, {a, b)) < co. Zvolme t,, ¢, tak,
aby platilo t, < t,,, {ta, ty) —> 8, {N(t,) — N(t,)} : {G(g(t,) —Clp(tn)} =
= (M(z,) — M(z,)): (G(z]) — G(z,)) > N(t); poloili jsme z, = g(t,),
, = @(t,). Je ovlem z, < 2/, pro kadé n; kdyby bylo z, = ,, m¥l by
podil tvar 0:0. Z dévodd spojitosti plati (z,, z,> — z = @(t). Je tedy

— @ * N(G(p),t, {a, b)) > M(G, z, (p(a), p(b))) =

’ 2 f(=) = fig(),
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1
M(g(b)) — M(p(@)) = N(b) — N(a) = ;f?‘(cp) dG(g),
tedy ) ,
1 4G > Jf(p) ().

#(a)

Abychom dokazali také obricenou nerovnost, uvazme, Ze ke kazdé-
mu z € {p(a), p(b)) existuje aspon jedno ¢, pro néi plati ¢(t) = z. Vy-
bereme-li ke kazdému x pravé jedno, dostaneme funkci g, pro niz plati

P(p(x)) = .
Volme pro jednoduchost y(p(b)) = b, p(p(a)) = a. Bud nyni M libo-
volné majoranta funkce f(p) vzhledem ke G(¢); dokdzeme, Ze je N =
= M(y) majoranta funkce f vzhledem ke G. Zvolme z e {p(a), (b)),
T, T,z >x(n=1,2,...).Bud y(z,) =, p) =t.Jet, = t,,, =1,
tedy ¢, \ {y = t. ProtoZe z, = @(t,) = @(t,), je té% ¢(t) = = limz, >
= @(ty), tedy x = @(t) = @(ty). Zvolme B < M(G(@), to, {ty, b)). Pak plati
od jistého indexu
B(Qp(t,) — Clopty)) < Mlta) — M(t).
t
Jeli t,>t, je Mty — M(t) > jf @) dG(p) = 0 (protoie je zde

G(p) konstantni, p(t)) = ¢(t)), tim spfse tedy plati B(G(p(t,)) — G(e(t)) <
< M(t,) — M(t) neboli B(G(x,) — G(x)) < N(z,) — N().

Odtud plyne snadno, Ze plati

B< NG, =, {z, p(b)))

a tedy také o

Podobny vztah miZeme odvodit téZ pro derivaci zleva a dostdvdme

— o + N(&, z,<{p(a), p(B))) = (x).

Plati tedy

o
M(b) — M(a) = N(p(b)) — N(gp(a)) %({)f dé

a oviem také
*(b)
ff(‘P) dG(p) = ff dé.

Tim je véta dokdzéna.

32. Dosud jsme poklédali funkei G, podle které se podital integrél,
v jistém smyslu za pevnou. Pozdéji viak budeme definovat integrél
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nejen podle nezdporné funkce intervalu, nybrz také podle t. zv. funkce
s konednou variaci, t. j. podle funkce, kterd je rozdilem dvou funkei
neza,pornych K tomu budeme pot¥ebovat n&kolika vét, které pojedna-
vaji o ptipadu, Ze se tdZ bodové funkce integruje podle riznych funkei
intervalu; tyto véty, které se osvéddf i pfi jinych prileZitostech, si nyni
- odvodime.

33. Budte G,, G, koneéné mezdporné aditivni funkce v intervalu K.
Pak plati pro libovolnou bodovou funkci f v intervalu K

J1a@ + @) < J7d6, + Jfdé, (*)
(resp. [fdG, + [fdG, < THA(Gy + Gy), ®
K K K

pokud md soudet napravo (resp. nalevo) smysl.

Dukaz: (x) dokdZe 8tendf snadno sdm; dokdZeme jen (8). MiZeme
predpoklidat, Ze je [fdG; > — oo, [fdGy > — 0, [fd(Gy + Gp) < 0.
V4 K K

Zvolme libovolné ¢ > 0; déle zvolme (koneénou) majorantu M,, funkce f
vzhledem ke G, 4 G, a (koneénou) minorantu m{® vzhledem ke @, tak,
aby platilo

M) < JH(G, + G + e, Jf 6, <m(K) + &

BudiZ 7 voleno tak malg, aby bylo 7G,(K) < & bud m, = m® — 5@,
ProtoZe je m,(G,, 7, K) < m“”(Gl, z, K) 4+ (—9G)(Gy, z, K) < f(x) — 7,
je vidy .

ml(Gv z, K) < L'__[_l_g(al + Gza z, K)

(i kdy% |f(x)] = o0); zvolime-li tedy = € K, existuje c e E, tak, Ze plati
my(...) < ¢ < Myf...).
Jestlize nynf I,; — , plati od jistého indexu

my(I,) < ¢ Gy(I,), ¢ (Gy + Qo)1) £ Myy(1,),
tedy
' Ga(I,) < (M5 — my)(L,);
odtud plyne
c< (Mu m,)(Gy, 2, K).

Protoze M, — m, je superadltwni funkce a protote ¢ miiZeme volit
libovolné blizko k f(:c), je M,, — m, majorantou funkce f vzhledem ke G
a dostdvame
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I;f—f A6, < (Myy — m)(K) <Kf.. +e— [...+ e+ nG(K) <
K
< [fd(G, + Gy) — [fdG, + 3e.
K V¢ .

Odtud véta ihned plyne.
34. Jsou-li splnény predpoklady véty 33, plati také
Jid(G, + Gy < [fd6, + [ da,
(resp. [{dG, + [f A6, < [1d(6, + ),
pokud md soudet nap;wo (resp.—nalevo) smysl.
Dikaz: Pouzijeme véty 33 na funkei (—f).

Poznadmka: Z vét 33 a 34 bezprostiedné plyne, Ze pro koneéné
nezaporne aditivni funkce Gy, Gy, spliujici vztah Gy < Gz, a pro libovol-
nou nezdpornou bodovou funkei f plati jednak

a6, < [fd(@, — &) + Jf a6, < Jfda,,
K K K K
jednak
146, < [1d6, + [fd(6, — 6) < [fda,
K K K K
tedy _ _
Jtd6, < J7dG,, [fdG < [fdG,
K K X K

Tyto vztahy lze ov8em snadno dokazat také p¥imo; prvniho z nich
jsme ostatné poutZili jiz dfive.
36. Jsou-li Q,, G, koneéné nezdporné aditivni v K, plati
ffdG1 + ffdG2: ffd(Gx + Gy),
K K K
jakmile aspoti dva z napsangch integrald, existuji.
Dikaz: Plyne snadno z vét 33, 34.

36. Budte G,,, G koneéné nezdporné aditivnt v K, G, 7 G. Pak plati
pro libovolnou nezdpornou bodovou funkcs f v indervalu K -

[tdG, » [fdG.
K K

Dikaz: Bud napied f < N. Pak je
JTAG K JT (@ — G,) + [fdG, < N(@ — G,)(K) + [fdG,.
K K K K
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Odtud plyne
ff d6 < lim ff dq,. ()

n—»uo

Podle 35 je v8ak pro kazdé » Tf dG, :<;Kf fd&; v (zx) tedy plati znameni
7 .

" rovnosti.

Pro libovolnou (nezdpornou) funkei f bud nyni fy = min(f, N).
Pak plati pro kazdé N

fdeG—-—llm ff,,dG <lm [7d@,,

tedy téi n—>o0 n—->wo K
ff d@ = lim Jf,dG¢' < lim [fdG,.

N->w K T h-ew K

Plati zfejmé opét rovnost.
Poznédmka: Existuji-li 1ntegré.ly [1dG,,, plyne ze vztahu f 1da, <
< [fdQ, %e plati lim [fdG, = [} ng J1 4G, tedy fe Pu(G, K).
z K K v 1

37. Necht — 0 <¢; X6, ¢63< 0, —0<a<c<b<o;
necht
G(x) = ¢, pro zea,c),
G(C) = Cy,
G(x) = ¢5 pro z € (c, b).

Pak pro libovolnou funkei f v intervalu {a, b plati

¢ ¢ b
J7d6 = [1a6 = f0). (s — ). a6 = Jfa6=

= f(c) . (c5 — ¢3).

Dikaz: Je-li |f(¢)| < oo, je funkee f(c) .G zfejmé Newtonovym
integrdlem funkce f; je-li |f(c)| = oo, dokézeme vétu snadno limitnim
prechodem.

38. Bud @ konedns neklesajici v (a, b); budte a,, a,, ... jeji body
nespojitosti (pokud existuji). Ke ka¥dému a, existuje raciondlni éislo b,,
pro n&% plati G(e,—) < b, < G(a;+); odtud plyne snadno, Ze bodi a;,
je jen spodetné mnoho. Definujme funkce ¢y, @, ... timto piedpisem:

@iz) =0 pro = < ay;
@ila) = Q(a,) — Gla,—);
@i*) = G(a,+) — G(a;—) pro = > a;

286



(klademe event. G(a—) = Q(a), G(b+) = G(b)). Bud

‘P. = z¢,~.

i=1
. N N :
(Rada konverguje vSude, protoze plati X ¢y(z) < X g,(b) < G(b) — G(a).
i=1 i=1

Je-li boddi nespojitosti jen koneény polet, zvolime je za a,, a,, ..., a,,
8Za Gy, Apioy - zvolime libovolné body spojitosti funkce G.) Zvolime-li
N tak, aby bylo Z @i(b) < &, a nelezi-li vintervalu {z, y> Z?4dny z bodd
i=N+1

ay, Ay, ..., Ay, j& 0 @(y) — @(x) < & v kaZdém bodé z, rlzném ode
vSech a;, je tedy funkce ¢ spojitd. Podobné zjistime, Ze pro kazdé i
je play) — pla,—) = G(a,) — G(a;—), p(a;+) — p(a;) = Glat) — Glay).
Funkce G — ¢ je tedy spojitd; protoZe G(y) — G(z) = @(y) — @(z) pro
x <y, je to funkce neklesajici. RozloZili jsme tedy neklesajici funkci G
na spojitou neklesajici funkei Gy = G — ¢ a na funkei ¢, zvanou jeji
funkei skokst. Funkei @, budeme ¥ikat spojitd édst funkce G.

39. Bud G konelnd mneklesajici v {a,b); budte a,,ay, ... jeji body
nespojitosti, s; = G(a,+) — G(a,—). Bud f bodovd funkce v {a, b> takovd,
%e fada Zf(a;)s; konverguje absolutné (nebo je jen koneénym soudtem).

1 .

Pak plati b L3

J1dG = [fdG, + ;Sif(ai),
a a 1

kde Gy je spojitd Edst funkcee G.

Diikaz: Utvofme funkce ¢, ¢ jako v 38. Podle 36 ( & pozndmky)
plati

ff+ dp = lim ff+ d(Z(p,)—-Z ff+ dg, = Ef+ ;)85

n—>o a
podobné je » e
[f- do =.2 f-(as)s;,
a i=1

b ©
tedy existuje [f dg a rovnd se X f(a;)s,. Podle 33 plati
a i=1
[ 3

3 b > kA KA
146, + Jtdp < [ 46 < J1 46y + Jf dys
a a a
odtud véta snadno plyne.

40. Bud G koneénd neklesajici v {a,b); necht f e P(@, {(a, b>). Bud
bodovd funlcce F neurditym integrdlem funkce f podle funkce G. Pak 7e F
omezend.
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Diikaz: Predpoklddejme na pf., Ze F neni shora omezens. Pak
existujf z, € <a, b) tak, Ze limF(x,) = co. Podle 11, § 2 muZeme pred-
pokladat, Ze body z, konverguji k jistému bodu x € (a, b>. Kdyby byla
funkce G v bodé z spojitd, byla by i funkce F v bodé x spojité, coz neni
pravda. ProtoZe tedy funkce G neni v bodé z spojitd, mé jednobodovd
. mnozina {z} kladnou miru (rovnou G(z-+)— G(x—), jak plyne na pf.
z 39). ProtoZe funkce f je skoro viude konetn, je |f(x)| < co. Sestrojme
nyn{ koneéné neklesajici funkce @, G5, kde G, je spojitd v bodé z, G,
m4 v bodé x skok (a jinde je konstantni) a kde G = G, + G,. Pak existuje

b b
podle 37 [f dG,, tedy existuje téz [f dG,. Budte F;, F, neurdité integrily

a a
funkce f podle funkei @, G,. Funkce F,, F, jsou zfejmé v jistém okoli
bodu z omezené (F, je vilbec omezend, F; je v bodé x spojitd), tedy je
tam i funkce F = F, + F, omezena. To je vSak spor, protoZe z,— z,
F(z,) — 0.

41. Bud G koneénd meklesajici v {a, b); necht f e (G, {a, b)). Bud
bodovd funkce F neurditym integrdlem funkce f podle funkce G. Necht f.
nabyvd v kaZdém bodé nespojitosti funkce G nulové hodnoty. Pak je F spojitd
funkece. 4

z

Ditkaz: Podle 39 plati pro kazdé z € (a, b) F(z) — F(a) = [fdG =
z a
= [fdG,, kde G, je spojita.
a

Pozndmka: Podobnsé se zjisti, Ze je spojitou funkei neurdity horni
integrdl omezené funkce f, kterd nabyva v kazdém bodé nespojitosti
funkce G nulové hodnoty. .

42. (Lemma Sierpitiského.) Budte F, G koneéné neklesajict v {a, b>.
Necht A C {a, b); v bodech mnofiny A bud funkce G spojitd. BudiZ ddle

F(G,,{a,b>) > n pro kasdé ze A.
Pak platt
F(b\ - F(a) 2 %77 . .Zl'_(A, G) <a’: b>)

Ditkaz: Budiz ¢ = u(4, G, {a, b>); stadi zfejmé vySetfit piipad
ne > 0. Zvolme 2¢ < ¢ a oznadme

4,=E zed,z<b, F(Q z (z,b)> 1], .
z

A,=E [zed,z > a, f(G,x,(a, x)) > 7).
x

Pak je 4 = 4, + A4,, u(4,) + p(d,) = u(A4) > 2¢. Necht platf na pr.
#(4,) > ¢. Bud B, mnoZina téch xc‘Al, k nim% existuje & > 71‘- tak,
¥e podil o
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= (F(x+ h) — F(x)) : (G(x + h) — G(z))
m3 smysl a je
q>n.
Ziejmé B, C B,C ..., E B, = A,. ProtoZe u(B,) / u(d,) > ¢, existuje N

n=1
takové, Ze plati

w(By) > ¢
Déle zvolme é > 0 tak malé, aby bylo
A(By) > &+ N(b— a)3. ()

Budiz H neurlity horni integral charakteristické funkce mnoziny B,
(podle funkce @). Podle poznamky k vété 41 je H spojitd funkce. Sestro-
jime nyni koneény podet intervald I;, I,, ..., I, (p < N(b — a)) tak, aby
platilo

1
I =<2y, xi + F S Y S T
timto postupem:
Oznaéme a = y,. Mame-li jiZ bod y;, rozezndvejme tyto piipady:
a) Existuje x e B,, * > y;. Pak existuje také bod z,,, € B, tak,
Ze plati
Ti+1 2y, H@iyy) — H(y) < 6 ®
(je-li H(z) — H(y;) > 9, plyne ze spojitosti funkce H existence bodu z’,

pro ktery je H(x') — H(y,) = 6; v intervalu (y,, 2" pak jist8 lezi nsjaky
bod mnotziny By). Bod y; +, pak zvolime tak, aby platilo

FYisr1) — F@i41) : ((yse1) — Fziiy)) > 7, )
1
Yiey = Tipq + v

b) Takové x neexistuje; pak volime p = ¢ a postup je u konce.

Plati tedy
H(y,) = H(®), H®) — H(@) =1§1(H<y,> — H(z) + H(z,) — Hy;_,)).

Odtud plyne (viz téZ (B))
AB,) = HO) — H@) < 2 (Hy) — B@) + 99,
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ProtoZe H(y,) — H(x;,) = ﬁznﬂ ¢ < f”i .dG@ = Q(y;) — G(z,) (a ziejmé
z; g
p.-l- < )E(y,-— z;) < b — a), méme
N =ia1 -
P
F(By) < X (G(y) — 6z)) + N6 — a) . 8.

Srovnénim s (x) dostévime

4
& < ZGly) — Gl

p=

z (y) pak vyplyva
2 P
.ZIF(?I.') — F(z;) > W.ZIG(?/{) — G(x,) > ne.
1= 1=

Odtud plyne snadno tvrzeni véty, protoZe ¢ miZeme volit libovolné
blizko k c.

43. Bud G koneénd neklesajict v {a, b); necht f ¢ Y(G, {a,b>). Bud F
neur&itym integralem funkce f. Necht G(a) < G(a+) (resp. G(b—) < G(b)).
Pak plati |f(a)] < oo (resp. |f(b)] < o0) a ddle

f(a) ~ F'(Q, a, {a, b)) (resp. {(b) ~ F'(G, b,<a, b))).
Dikaz: Bud na pf. G(b—) < G(b); zfejmd |[f(b)] < co. Necht
b b
Gy(x) = G(x) pro ze(a,b), Gy(b) = G(b—). Pak je [fd@ = [fdG,+

4 [£d6, — lim [7dQ + fB) . (G(b) — G(b—)) (kde Gy — G — G,) neboli
a z—>b— a

o F(b) — F(a) = F(b—) — F(a) + f(0)(G() — G(b—)),
.

F(b) — F(b—) = {(b)(G(b) — G(b—));
odtud plyne

1(6) = lifi {(G(b) — G(x)) : (F(b) — F(x))}.

44. Bud @ koneénd neklesajici v {a, b>. Necht pro ka¥dé = < (a, b) plati.
bud Glz—) = G(z) = G(z+) nebo Go—) < K(z) < K(z+).
Necht f € P(G, (a, bD); bud F neurditym integrdlem funkce f. Pak plati
H=z) ~ F'(G, z,{a, b)) skoro viude.

Diikaz: Budit 4 = E [F(2) < {(2)], 4, =E [{(x) + :7< )‘(x)].
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Pak u(4,) 7 n(4). Je-li u(4) > 0, existuje tedy N tak, ze u(d,) > 0.
BudiZ M majoranta k f takova, Ze plati

1
M) — M(a) < F(b) — F(a) + o - Aldy)- (x)
DokaZeme, Ze pro x € A, plati
A= F@) > -
Bud tedy xzed,, (M — F)(x) < oo neboli (F — M)(x) > — . Pak
ze vztahtt F = (F — M) + M, F(z) + —Z%f < f(x) £ M(z) plyne

— w0 < M@) + (F — M)@) < Fla) < o,
tedy opravdu
O~ @) = M)~ F) >

Podle 42 (kde misto F klademe M — F atd.) dostavame

1 _
M(b) — M(a) — (F®) — F@) = 5 . Bldy)
ve sporu s (x).

Tim jsme dok4zali, %e je F(x) = f(x) skoro vSude. Podobné zjistime,

ze je F(x) < f(x) skoro véude. Protoze je |/(z)] < oo skoro viude, je véta
dokdzéina.

Poznédmka: M4-li omezend funkce obydejny integral v intervalu
{a, b>, mé tam zaroven (obytejny) Newtontv integral v 8irSim smyslu,
jak snadno plyne z 44. Jestlize funkce f ma v {a,b) (oby&ejny) nevlastni
Riemanniv integrél, m4 v {a, b> téZ Knichalliv integril v 8ir§{m smyslu
(dokonce s koneénou mnozinou ,,vyjimeénych boda‘).

45. Z vét 30 a 31 ihned plyne véta, obdobné vété 98, § 2:

Budte ¢, H koneéné neklesajici v {a, b), p bud spojitd; G bud koneénd
neklesajict ve {p(a), pb)>. Funkce G(p) bud neurlitym Knichalovym
integrdlem v §irdtm smyslu funkce k podle funkce H. Pak plati pro libo-
volnou funkcs f v intervalu (p(a), p(b)>

o®) 3
(f{dG:ff((p)de. (x)
o(a a

O funkei f se zde sice nepfedpoklddd nic, zato se viak o funkei ¢
predpoklédé navic proti véts 98, § 2, Ze je neklesajici, coZ je jisté pod-
statné omezeni. — Pfechodem k funkeci (—/f) zjistime, Ze plati («) také
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pro dolni integraly; z existence jednoho integralu v () tedy plyne exi-
stence druhého.

Pouzijeme-li jesté véty 44 a pozndmky k vete 30, miizeme vyslovit
také tuto vétu:

Budte ¢, H koneéné neklesajici v {a,b>, ¢ bud spojitd; necht plati
- pro kaZdé x € (a, b)

bud Hx — )= H(x) = H(x+ ) mebo Hx— ) < H(z) < H(z+ ).
G bud koneénd neklesajict ve {p(a), @(b)>; funkce G(¢) bud neurditym
(Perronovym) integrdlem funkce k podle funkce H. Pak plati

ff d@ = ff(fp) kdH, B)

o(a)
jakmile existuje integrdl napravo.
Poznamenejme jedté, %e pFedpoklad o tom, Ze funkce H je bud

spojité nebo ,,oboustranné nespojitéd‘‘, neni podstatny; neni-li totiz tento
predpoklad splnén, m Zeme utvont funkei Hy(z) = }(H(z+) + H(z—))

a lze ukézat, Ze plati f ydH = f wdH,, jakmile jeden z integralti existuje.

(Ve specielnim pripadé to plyne z véty 39; v obecném piipadé je tieba
,,upravit‘ majorantu tak, jako jsme ,,upravili‘* funkeci H.)

Je-li pak K = [k dH, (mbZeme pfedpokladat k& > 0), plati

N
f/(w kdH = ff(tp)kdﬂl—Jf(q))dK ff(tp)de) ffdG

Nepifjemny piedpoklad, Ze funkce ¢ je monotonnl muzeme také
podstatné oslabit. Snadno se dokéze vztah

c—a

fqp x) dQ(x) = fzp(c — ) d(~G(c — x)).

Je-li nyni ¢ nerostouc, oznaéme
ky(x) = kic — z), H\(x) = H(c — ), ¢,(x) = @(c — ),

kde ¢ = a + b. Pak je Q(p,) neurditym integrdlem funkce (—¥k,) podle
(—H,); protoie A je neklesajici plati

ff dG = — ffdG-—— - f/(‘Pl)("‘ V) d(—H,) = ff(‘P ) kdH
(a) oi(a)
(jakmile existuje posledn{ integral); dostdvdme tyZ vztah jako u funkce
neklesajfci. Odtud plyne snadno, Ze (f) plati, existuje-li déleni D inter-
valu (a; b) tak, fo v ka%dém intervalu I e D je funkce ¢ monotonni;
predpokldddme oviiem, e funkce G je koneéné neklesajici v celém inter-
valu, ktery vypini hodnoty funkce ¢ (tedy nejen ve (p(a), ¢(b)>). K di-
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kazu nasi véty stadi dokonce pfedpoklddat, %e ke kazdému intervalu
e, dy C (a, b) existuje takové déleni D; provedeni budiZ opét pfenechano
¢tenafi. Poznamenejme viak, Ze postup neni tak docela jednoduchy.
Zejména v piipads, Ze funkce G neni spojitd v bodé ¢(b) (resp. ¢(a)),
je tfeba trochu davtipu. -

46. Nyni budeme definovat také integral podle t. zv. funkce s ko-
ne¢nou variaci, t. j. podle funkce (intervalu), kterd je rozdilem dvou
nezépornych funkei, event. v jednorozmérném piipadé podle bodové
funkce, kters je rozdilem dvou funkei neklesajicich. Naskyt4 se myslenka
definovat

[fdG = [fdG, — [fdG,,
K K K

jestlize G, G, jsou nezaporné aditivni funkce takové, ze G = G, — G,,
a jestliZe oba integraly napravo existuji. BohuZel v8ak rozklad funkce G
na rozdil dvou nezdpornych funkei neni jednoznaény a neni tedy pfe-
dem patrné, mé-li tato definice vitbec smysl. Je tedy tfeba postupovat
ponékud jinak; zejména budeme funkci s koneénou variaci definovat
jinym zptisobem, nez bylo uvedeno.

4%7. Bud F funkce intervalu v K . Utvofme funkei V =V, vztahem
V(J) = sup(Z [F(I)|), kde D je déleni J.
1D

(To znamend, Ze zvolime interval J C K, utvofime viechna déleni D
intervalu J, kazdému D pfifadime soudet X |F(I)| a supremum mnoZiny

téchto soudtd prohldsime za funkéni hodnotu funkce V.) Je-li funkce ¥V
koneéné, fekneme, Ze funkce F md konednow variaci (je s konednou
variacf). Funkeci V nazveme variact funkce F.

48. Je-li funkce F aditivni, je Vi rovnés aditivni.

Dukaz: Necht I, + I, = I3 C K. Zvolme déleni D, intervalu I,.
Piidejme k délicim bodum déleni D, bod, ktery vytvoru]e rozdeleni
intervalu I na intervaly I,, I,. Tak dostaneme déleni D4 intervalu I,
a déleni D,, D, intervalt I, Iz, pfi ¢emz Dy = D, + D,. Protoze vzdy
platf |F(J + Jo)| S |F(JY)| + |F(T), ]e z ]F(I)] < Z [F I)| a tedy

.LZ..=3X.. +Z <wm+wm

IF‘D: IEQ’I I‘gl
Odtud plyne
: V(Ia) é V(I,) + V(Iy). ()

Budi% nyni D, délenf I; (¢ = 1, 2). Ptiddnim délicich bod& utvotime
jemnsj§i déleni D; tak, aby D] + D, bylo délenfm I,. Platf opst
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P < X |F))|
. IeDy IeD'y
pro i =1, 2, a tedy

T4+, 4+Z...=2. SV(I).
1D, ‘ IeD, JroN IeD,’ ID,' +®|
. Tak dostdvame
V(L) + V(Iy) < V(I). B
Z (x), (B) véta ihned plyne.

49. Bud F koneéné aditivniv K, ¥ bud jeji variace. Funkeim V, V,,
kde
V+ F V—F

2 ’ V2 e

V,= g

¥ikame horni a dolni variace funkce F; jsou to zfejmé aditivni funkce.
Déle plati:
V je nejmensi z aditivnich funkci G, pro néZ je
¢ =17);
V, (resp. V) je mejmendi z nezdpornych aditivnich funkct G, (resp. @),
pro né% 7'e
G, > F (resp. G, > — F).

Dukaz: Zfejmé je V > |F|; je-li naopak G aditivni, G > |F|,
je p¥i kazdém déleni D intervalu J splnén vztah

LR S 26 =G(),
I 1D

tedy je téz V(J) < .G(J)

Protoze je V > |F|, plati téz V> F, V> — F, tedy je
V42> 0.DélejeV - F > 2F,V — F > — 2F, tedy V, > F, v,

Je-li naopak @, nezapomé aditivn{ funkce, G, > F, je F < G
+ (G, — F) = 26G, -—F rovnéz — F < 2G, ——F “tedy F|<2G
— F, V<26, — F,, V; < G,. Podobn& dosté,vame Vo< Gy, je-li
nezéporné admvni Gy = — F.

A H\/ <

b0. Bud F aditivné funkce s koneénou variact. Pak je F rozdilem dvou
(koneénych) nezapornyjch aditivnich funkei.

Dukaz: Z¥ejmé F = V, — V,, kde V,, V, jsou definovény v 49.

b1. Bud F aditivn{ funkce s kone¥nou variaci, f bud bodovéa funkce.
Rekneme Ze existuje
Jrar
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jestlize existuji [f.dV;, [fdV, (kde V,, V, jsou definoviny 49); klademe
i K
pak oviem

[fdF = [faV, — [fdV,.
K K K

Vyznam symbola P(F, K), P,(F, K) je jisté zfejmy. Systém P(F, K)
muzeme definovat také.jako prinik systémé P(V,, K) a P(V,, K); po-
dobné pro P,(F, K).

b2. Budte G, H koneéné nezdporné aditivni funkce v K; necht existuji
integraly
[fdG, [fdH, [fd(G@ — H).
K K 4
Pak platt
f/dG— fde—_— f/d(G— H).

Dikaz: Bud F = G — H; utvoime V,, V, jako v 49. Pak je G > F,
H> — F, tedy plati podle 49 G>V,, H>V, necht G=V,+ R.
Pak je R konetni nezépornd aditivni funkce; plati oviem také H =
=V,4+ R (protoze ¢ — H=V,—V,). Podle pfedpokladu existuji
If{ f dG, [f dV,, tedy existuje podle 35 také [f dR a plati
K ¢

[tdG = ffdV,+ [fdR,
K K K

[fdH = [fdV,+ [fdR,
K K K
tedy _
xﬂdG -Kfde= ffdv, — fde2= fde.
Pozndmka: Véta 52 rikd, Ze integral f f dF lze vyjadfit v jistém
smyslu libovolnym zpusobem ve tvaru f f dG f fdH, kde G, H jsou

nezaporné aditivnifunkce, @ — H = F. J sou-li vsak piedem dény funkce
@, H, pak je pfedpoklad, Ze kromé integrala f f dG, f f dH existuje také

f fd(G — H), jisté dost nepn]emny Dokazeme proto jelté ndsledujici
vetu obdobnou vété 52, v niZ se viak jiZ tento pFedpoklad nevyskytuje.

b3. Budte G, H aditivni funkce s konecnou variaci. Nechff e P (@, K),
fe D, (H, K). Pak je téZ f ¢ P ,(G + H, K) a plati

[1dG + [fdH = [fd(G + H). ()
-4 .4 e

Dikaz: Necht G = G, — Gy, H = H, — H,, kde Gy, H; jsou horni
a dolni variace funkci @, H. Oznatme F, =G, + H, i=1,2), F=
= @+ H.Pak F = F, — Fy; jsou-li ¥V}, V, horni a dolni variace funkce
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F,je Vi< F,, Vy < F,. Protoie je (viz 35) f e P,(F;, K), plati podle 15
feP,(Vi, K) atedy téZ f € P,(F, K); podle 52 dostivame

[£46 + [fAH = [{dF, — [fdF,= [{dF = [{d(G + H).
K K K K K K

Poznémka: Ctené¥ snadno zjisti, Ze («) plati i bez predpokladu
absolutni konvergence, jakmile jen viechny t¥i integraly existuji.

b4. Nékteré z diive uvedenych vét dokdZe nyni &tendt snadno
i pro mbegrzﬂy podle funkei s koneénou variaci. Vidéli jsme viak,
%e zejména v jednorozmérném piipadé hréla dileZitou roli spojitost
(ve vicerozmérném piipadé slabé spojitost) funkce, podle které se poéital
integral. DokédZeme tedy je8té vétu, z niZz ihned vyplyne, Ze funkce
Vy, Vy z véty 49 jsou slabé spojité, kdekoli je F slab& spojitéd. Zejména
je tedy mozné rozloZit spojitou funkei, kterd mé v intervalu <a, b
kone¢nou variaci, na rozdil dvou spojitjch neklesajicich funkci. MéZzeme
tedy na pf. vétu 94, § 2 rozaifit také na pfipad, Ze g je spojitéd s konetnou
variaci. (Nestad{ zde viak utvorit rozdil jakychsi dvou vyrazi; v pod-
statd je tieba uZit identity (¢, — ¢,)(d; — d,p) = 2¢,d; + 2¢,d, —
— (e1 + ¢5)(dy +- dy).)

bb. Bud F funkce s konecnou variaci; bud slabé spojitd v bodé x.
Pak je téZ funkce Vy slabé spojitd v bodé .

Dikaz: Pfedpoklidejme, Ze F je, ale ¥V =V, neni slab& spojits
v bod$ z. Pak existuje posloupnost intervalt I, — z a &islo 5 > 0 tak,
teV(Il,) > npron=1,2,...Je-linyniJ mterval o stfedu z, je od ]1stého
4ndexu I, C JK, tedy V_(JK) > 7. Budte nyni I, krychle o stiedu z=

1 : .
a priméru —n— polozme J, = I, K. Posloupnost V(J,) je nerostouci;

bud 3¢ jeji limita. Je oviem 3¢ > n > 0. ProtoZe F je v bodé = slabé
spopté exlstnje é > 0 tak, e plati -

|F(D)| <%m
(m je podet rozmérﬁ) kdykoh I je interval- obsahupci bod z o priiméru
< 6 (Kdyby takové 4 neexistovalo, mohli bychom sestrojit posloupnost
I,—»> = F(I,) > > —pron = 1,2, ...) Zvolme nyni N tak, aby platilo
V(J,) < 4¢;

‘oznaéme Jy = J. Protofe ]e V(J) = 3e, exxstu]e déleni D intervalu J
tak, ie pX ]F(I )| > 2e. Pridénfm dalsich délicich bodd se pFisluiny soutet

nezmenéi mbizeme tedy predpoklédat, Ze vechny intervaly I e D maji
primér < 4. Bud ¥ systém téch I € D, jeZ obsahuji z. Systém ¥ obsahuje
nejvys 2™ intervall; sjednocenf tohoto . systému je jakysi interval L.
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Protoze od jistého indexu je J, C L, je V(L) = 3¢. Protoze pro [ e A
plati |F(I)| < =, jo Z|F(I)| < &, tedy T |F(I)| > 2 — & = . Je tedy
2 I TeD—U

V)=ZV()= Z VI)+ZVI) = Z |FU)|+
1D 1D 1A TeD—2

+ V(L) > & + 3¢ = 4e.
Tento spor dokazuje vétu.

56. Jsou-lif, g spojité funkce s koneénou variaci v intervalu<a, b, na-
zveme dvojici [f, g] (rovinnou) kfivkou a mnozinu bodd tvaru [f(?), g(¢)]
grafem kiivky. Je-li nyni graf kiivky &dsti intervalu K a je-li (bodova)
funkce F spojité v K, definuje se nékdy kiivkovy integrdl funkce F
podle dané kiivky C vzhledem k ose z (resp. vzhledem k ose y), znadka
[F(x, y) dz (resp. [F(z, y) dy), jako ,,limita‘c soudtd tvaru ,
c ¢

S F(f(vs), g(ra)(f(t) — Hte—p)

i=1
(resp. £ F(f(ry), g(r)gt) — olte-0),

pii emi a=1t, <t <...<t,=b, t;,< 7, <t;, a normy délenf
konverguji k nule. Vidime, Ze v tomto pi¥fpadé neni [F(z,y) dz (resp.
¢

b
[F(x,y)dy) nic jiného neZ Riemann-Stieltjesiiv integrdl [F(f,g) df
c a

. b .
(resp. [F(f,g) dg). MiZeme tedy pojem kiivkového integralu zobecnit
a
tak, Ze polozime

b b
C[F(w, y) doe = af F(f, g) df (resp. CfF(x, y)dy = [F({, g) dg),

kdykoli integral napravo existuje (jako Perroniiv integral). O funkeich
f, g ptedpoklédédme, Ze jsou spojité s konetnou variaci; funkce F nemusi
byt definovana jinde nez na grafu kfivky.

Naskyta se nyni otdzka, zda jsou p¥i dané funkei F stejné integraly
podle dvou kiivek o témZe grafu. Odpovéd neni , trividlni*:integrujeme-li
totiZ ,,v obrédceném sméru‘‘, dostaneme zfejmé hodnotu s opaénym zna-
ménkem. V jistém smyslu je viak odpovéd na uvedenou otédzku pfece jen
kladn4. Je-li totiz ¢ spojitd neklesajici v (¢, d), pfi demZ p(c) = a,
@(d) = b, plati pro kfivku C’ = [f(g), ¢(p)] vztah

CfF(:t:, y) dz =C[F(a:, y) de,
jakmile jeden z integrdld existuje (C' je oviem ktivka [f, g]). Dikaz
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tohoto vztahu (jakoZ i jeho trividln{ zobecnéni na p¥ipad vice nez dvou
rozmérll) budiZ opét pfenechdn &tendti za cvideni. (Je-li v variace bodové
funkce g a je-li ¢ spojité neklesajici, je v(p) variace funkce g(p). Odtud
plyne snadno, Ze véta 31 plati pfi vhodné formulaci i pro funkei s ko-
netnou variaci; tim je v podstaté ditkaz proveden.)

Cuvifent 1. Dokazte, %e ve v&td 72, § 2 stadi misto vztahu f, — f pfedpokladat
jen f,(x) — f(x) skoro v8ude.

Cuvident 2. Bud I interval, I C K. Pak u(I°, G, K) = supG(J), kde J C I°;
p(I) = infG(JK), kde J° D 1. Je-li funkee @ spojité (viz 79, § 2), jo u(I°) = u(l) =
= G(I). (Navod: Je-li J C I°, je funkce M, urtens vztahem M(L) = G(JL) resp.
M(L) = 0 podle toho, je-1i JL interval ¢&i ne, majorantou k c, a minorantou k cye;

jetedy un(J) £ Q(J) £ ,u(1°) Jestlize nyni ZJ = 1I° kde J, C J,,_,,l, je u(l°) =

n=1

= lim u(J,) < lim@(J,) < sup Q(J) < u(I°). Ostatni je snadné.)
Jel° -

Cvifent 3. Necht fe P,(@, K), kde K = (a, b), G(xr) = 2. Pak pro ce (a, b)
plati

¢
lim f|f(x + h) — f(x)| dz = 0.
A0+ a :

(Névod: Je-li f spojité, plyne vztah ze stejnomdrné spojitosti. Je-li fe P, a je-li @

SPOJlté plati |f(z + h) — f()] < [f(x + 2) — @z + k)| + |p + k) —p()] +
+ |p(x) — /(x)j Nyni pouZijeme v&ty 13.)

Cvident 4. Necht f € Po(@G, {c, dD), @ € P4(G, <a, b>), kde G(z) = z. Bud bodova
funkce @ neurgitym integrélem funkce ¢, ¢ < P < d. Pak je (D) . p € P ,(G, {a, b))
a plati

>(b) b
I Hz) dz = [ {(D(?)) p(t) ds. .
®(a) a

(Névod: Jsou-li f, p spojité, je to zfejmé; odtud plyne snadno, Ze véta plati, je-li f
spojité, @ € R atd. Je vyhodné rozdifit funkei f spojité na celou primku Postupnymi
limitnimi ptechody a event. zménou funkce @ na mno#iné miry 0 dokidZeme vétu
za predpokladu, Ze f je omezenéa funkce 2. t¥idy a %e @ e P . Jo-linyni f € P,, existuji
a [/]
omezené funkce 2. t¥idy g, h tak, %e plati [ g = [ h, g < f < h. Pak jsou neurtité
: ¢ ¢
integrély funkei g(®P) . @, A(PD) . ste]ne, tedy je g(D(2)) . @(t) = MD(t)) . ¢(t) skoro
viude. Odtud plyne, Ze plati na. pf. také f(di(t)) @(t) = g(P(t)) . ¢(t) skoro viude.
®0B) o) b
Dostévéme tak [ f = [g = [g(D).p = f/@) ?-)
. ®(a) o(a) a

Cvitent 5. Necht f ¢ P4 (G, K), K = {a, b), G(z) = z. Pak plati
hm (( f lf(‘)*f(z) |det):h) =0

pro skoro viechna z e <a, b). (Nédvod: Zvolme ¢ ¢ E;; bud F neurditym integrélem
funkee |f—c|. Podle 44 plati |f(z) —¢| = F'(2) = lim((F(z + k) — F(z)) : h) =
h—0

z+A
= lm(( { |f(t) — c | d¢) : #) pro skoro viechna z, t. j. pro viechna z ¢ K — 4,, kde
A0 z :
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mnozina 4, m& miru 0. Sestrojme takovéto mnoziny Ae,, 4e,, ... pro viechna

racionélni ¢y, ¢y, ...; bud 4 = Z Ac Zvolime-li pak libovolné racionélni &fslo ¢
i=1

a libovolné xze K — A, plati lim((f ]f(t) —c|dt): k) = |f(z) — ¢|. Protoze vsak
h-0 =z

kazdé redlné ¢&islo 1ze libovoln® dobte aproximovat raciondlnim &fslem, plati tento
vztah dokonce pro libovolné z € K — A a libovolné reélné c, tedy specielnd té% pro
¢ = f(x); mazeme zfejmé predpokladat, Ze f je kone¢né funkee.)

Cuideni 6. Bud f = 0, f € Po(G, K);necht 1 < ¢ < 0. Pak f° € P(G, K). (Navod:
Podle véty o stiedni hodnoté pro funkei y(t) = ¢¢ plati a® — b° = (a—b).c. &1,
kde & lezi mezia a b. Je-1i 0 < f < 4, & > 0, najdeme podle véty 13 spojitou funkcl
@ tak, aby platilo 0 < 9 < 4, 4 . ¢c. f |f — @] < & Pak je téz H/C——tpcl < &)

Cvideni 7. Necht f >0, fe®P, 0 < ¢ < 1. Pak f¢eP. (Navod: Je-li f>1,
provedeme dikaz podobnd jako ve cvigeni 6. Odtud plyne pro libovolnou nezépor-

nou funkei f e P vztah (f,)¢ e P, kde f, = max (111.’ j);je tedy té% f¢ = lim(f,)%e P.) ‘

Cviens 8. Necht f € Py, ¢ e (1, ). Pak [f|° ¢ Pz. (Plyne snadno z 6.)
Cvident 9. Necht fe P, f2¢ P. Pak jo f e P,. (Viz cvid. 7.)
Cwient 10. Necht f, g, f2, g* jsou prvky P. Pak je té% fg € P. (Navod: Podle

cvié. 9 muzeme pf‘edpokléd&t f g 0, g g 0. Budte fn = min(n, f), g, = min(n, g).
Pak fngn /1 9, 2f9 < I* + g% tedy fg € D)

Cwident 11. Necht koneéné funkee f, g maji tu vlastnost, ze plati f* ¢ P, g" ¢ P
pro kazdé prxrozene n. Pak maji tou? vlastnost i funkce fg, f + g. (V&VOd Podle
cvideni 10 je (fg)* = ["g™ ¢ P pro kazdé n. Je-linyni p 4+ ¢ = n, f, g = 0, je fPg?<
< (max(f,g))* < f* ++ g"; z binomického rozvoje tedy plyne (f + g)*< 2™ (f*+g").
Odtud plyne snadno (f 4- g)" € 9.)

Cvident 12. Necht fe Py(@, K), 0 < /< c. Definujme v intervalu K, =
= K x{0, ¢y C Ep 4, funkei intervalu G, vztahem
G(I) = G(I) . (b—a),
kde I C K,<a, b> C <0,c). Bud A = Ay (resp. B = By) mnozina téch [z, y]le By 4 4,
kde z e K, 0 < y < f(x) (resp. 0 < y < f(z)). Pak plati

U4, @, K,) = u(B, Gy, K,) =1{f da.

(Navod: Je-li f = konst. = ¢, > 0, plati pro ¢, < ¢y, ¢, > 0 vztahy G(K).cy =

= @(K x 0, c,,)) {144, < J’ cy dG, = u(4, Gy, K,) = [c,d@, + fegdGh <
Kx<0,¢,> Ex<0,6,> Kx<e,c>

<[ 1dG, + [ 0dG, = QK X (0 D) =r¢ .qK) = ff d@. Odtud plyne snadno
K'x <0, c,> K x<¢ye>
véta pro konstantni funkei a déle pro funkei, kterd mé R.lema.n.nuv integral. JestliZe

[}
0 fnZ¢ fu /1 je 4y C 4y C..., Ay =4, Odtud dostdévéme vétu pro
- - 1 2 ”=1

funkce z mnoziny R, podobnd pro funkce z mnoziny & a podle véty 11 také pro
libovolnou nezdpornou funkei z mnoziny 9,.)
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Cvifent 13. Bud f spojité rostouci v <0, ), f(0) = 0, limf(z) == 00; bud ¢
Z—>
inversni funkee k funkei f. Pak plati pro libovolné nezdporné ¢éisla a, b

a b
g/(z) dz +0fg(x) dz > ab;

rovnost v tomto vztahu plati, kdyz a jen kdyZ b = f(a). (Névod: Nakreslete si
obrézek a pouZijte cvideni 12.)

Cvifent 14. Budte p, g kladné ¢isla, 1 + 1 = 1. Pak plati pro libovolna ne-
r g

zéporné a, b .
a? ba
—_ —
P q
rovnost plati, kdyZ a jen kdyz je b = a?~1. (Plyne snadno ze cvié. 13; je (p — 1) .
.(g—1)=1)

ab;

\%

. .
Cvident 15. Necht > + é =1, p, ¢ > 0. Necht pro funkce f, g plati f, g e P,

|11, |9]% € P. Pak je téz f, g, fg € P, & plati t. zv. Holderova nerovnost
1 1
[19 < (P . (flg|9).
K K K
(Névod: Necht o = [|f|? >0, p2 = [|g|? > 0; bud f, =
cvideni 14 je anlgl[ gxl.) . )

g, = % . Podle

141

T
23

Cuident 16. Pro pe < 1, o) bud £,, mnozina tdch koneénych funkei f ¢ P, pro
nd% také |f|? € P. Pak £, C P,; jestlize f, g € £, pak také f + g e £,. Oznadime-li
1

jestd ||fll, = ([|f|P)P, plati - zv. Minkowského nerovnost
K

I + gllp < Wil + llglly-
Déle je ||f|l, = 0, kdy% a jen kdy% f(x) = 0 skoro vude. Jestlize f € £, pak ke kat-
dému £ > 0 existuje spojitd funkce ¢ tak, Ze je || — ¢||, < &. (Névod: Jsou-li f, g

nezéporné omezens, f, g ¢ P, pak pro ;l) + ;i- = 1plati (f+g)P=(f+g)(f+9)P ' =
1
= {0 + @®7' + gf + 971 tedy podle ovit. 15 [(f + 9 < (/7.

1 1 1
G+ 98P ([g?) . ([(f + 99~ = (fll, + llgll,) - UG + 9)P)9, tedy
K K K K .
1
Vs + ol 2 §0 + 7'~

pro libovolné funkce f,ge®,. Je.li déle fe L4 € > 0, najdeme omezenou funkei
* |f*| < M, a spojitou funkei g, |p| < M, tak, aby platilo

g — 1 < (), g —ol < (5) - o
rs 2’4 2/ (M)r-?

Pek jo [l[f —@llp < IIf — F*ls + [If* — ol < )

= ||f + gll,- Snadno se zjisti, ¥e tento vztah plati
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Cvident 17. Funkce f se nazyvé méfitelnou (vzhledem k funkei @ a intervalu K),
je-li pro kazdé ¢ ¢ £, mnozina E [f(z) > ¢] métitelnd. DokaZte, Ze funkce f je méFi-
z

telnd, kdyZ a jen kdy% plati nékterd z téchto Sty podminek: P¥i kazdém raciondl-
nim ¢ je mdfitelnd mnoZina a) E{f(z) > ¢], b) E[f(x) = ¢c], ¢) E[f(z) < c],
T T z
d) E [f() < cl.
z

Cvident 18. Dokazte, ze kazda funkee f ¢ P, je métitelnd. (Navod: Stadi dokazat,
Ze je mnoZina 4 = E [f(z) > 0] mdFiteln4, kdykoli f > 0, f¢ P. Je.li pak f, =
z

= min (%,f)vje” cfa A cal)

301



		webmaster@dml.cz
	2019-11-04T12:47:06+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




