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Gasopis pro pdstovani matematiky, rot. 77 (1952)

RESENIT JEDNE ULOHY PROF. E. CECHA
MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Dotlo dne 1. srpna 1951.) ‘ 519.5

Prof. B. Cech zapsal do Knihy problém& matematické obce prasské
tuto dlohu:

Charakterisovat mnoZinu nulovijch bodd funkce
n
Z ]a,x +b,y +¢] +ax + by +c,

kde a,, b,,c, a, b, ¢ jsou redlnd &sla!

Abychom mohli feSeni ptehlednsji formulovat zavedeme nésle-
dujicf definice:

Definice 1. MnoZina bodii M v euklidovské roviné (z, y) (znadime
ji v dal§im E,) se nazyvé polorovinou, existuji-li redlnd &isla a, b, c
tak, Ze ) .

1. neni soudasné a = b= 0,

2. bod (z,y) je v M tehdy a jen tehdy, je-li ax + by + ¢ = 0.

Definice 2. MnoZina bodi v E, se nazyvd K-mnoZinou, lze-li ji
vyjédiit jako priinik kone¥ného podtu polorovin nebo je-li celou E,.

Pozndmka. Polorovina v def. 1. je uzavienou polorovinou v obvyklém
smyslu. Obdobné lze definovat (uzavienou) tisedku a polopfimku.

Plati zfejmé véta:

Prinik koneéné mnoha K-mnofin je opét K-mnoZina.

Definice 3. K-mnozinu F nazveme neohranidenou, existuje-li polo-
piimka, jeZ leZi celd v F. Neexistuje-li takové polopfimka, nazveme F
ohranidenou. Existuje-li polopfimka o v F a plati-li, Ze kazd4 polo-
piimka, leZici v F, je s & souhlasnd rovnobéZné (véetnd piipadu souhlas-
nych polopfimek v téZe pfimce), nazveme F jednosmérné neohranitenou
K-mno#inou.

Definice 4a. Utvar, slofeny z konetného podtu tusedek, nazveme
jednoduchym fetézem, existuje-li mnoZina bodl P,, Py, ..., P, (n > 1)
tak, %e 1. ty usedky j jsou P,P,, P,P,, ..., P,_,P,, 2. %4dné tfi sousedni
body Py Py Py, 8=2,3,...,n— 1 nele#{ v p¥imce, 3. #24dné dvé

nesousednf tisedky (t. j. PPy, P,PH.I, f—d>Lsi=1.,2—1)
8e neprotinaji.
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Definice 4b. Utvar slo¥eny z konedného podtu n tsedek (n=>3),
nazveme uzavienym fetézem, existuje-li mnoZina bodd Py, P,,..., P,
(Ppt+1= Py, Ppis= P,) tak, %e 1..ty tsedky jsou

. PP, P,P,...,P,_,P, PP,

2. %4dné t¥ibody P;_,, P;, Pyy1,i= 2,3, ..., n + 1,nele¥i vpfimee,

3. z4dné dvé nesousedni (ve zfejmém smyslu) dsetky se neproti-
naji. _

Definice 4c. Utvar slofeny ze dvou disjunktnich polopiimek a
jednoduchého Fetézu nazveme tuplnym n-Fetézem, je-li podet usedek
~ fetézu roven ¢&islu (n — 2) a plati-li

1. poditky obou polopfimek splyvaji s poddtkem P, a koncem
P, _, Fetézu,

2. toto jsou jediné priseliky vidy jedné z polopimek a Fetdzu,

3. podstedni (t. j. s krajovym bodem P,) a koncovs (t. j. s krajovym
bodem P, _,) tsedka nele#i v pfimce s prvou resp. druhou polopiimkou.
Pfitom ttvar, slofeny ze dvou polopfimek (ne v piimce) se spoleénym
podétkem, budeme povaZovat té% za tplny dvojietéz.

Budi% nyni F' K-mno%inou, jeZ nenf celd Ej; necht jedno vyjddfent

F ]akoito prﬁmku konedné mnoha (m) polorovin je F = n R;, kde R,

jsou poloroviny. Oznadme My mnoZinu &isel m, t. j. poctu polorovin
v riiznych vyjddfenich mnoziny F. My je neprazdnd, obsahuje jen pii-
rozens ¢isla (tedy zdola ohranidend nulou), a mé tedy nejmensi prvek,
oznadme jej n.

Mé.li F vniténf bod, t. j. neni-li ' &ist{ pfimky, pak pro toto =
plati véta (Reidemetster: Topologie der Polyeder, str. 31):

. Vyjédfeni F jakoZto primiku n polorovin je a% na pofadi faktori

jednoznalné.

Oznadime-li jako obvykle H(M) hranici mnoziny M (v E,), plati
déle:

Pti rozkladu podle zndmého vzorce

H(F)= H(élR‘)=H(R1)nRzn...nR,, UR 0 HR)o...0R, U ...

+URNRyn...0n HR,)

obsahuje kaZdy ze séftanct alespori dva riizné body.

Pongvadz je kaidy séitanec prinik p¥mky H(R,) s koneénym
pot‘,tem polorovin, je podle této véty hranice F sloZend z pravé » tisedek
resp. polopfimek nebo pﬂmek jeZ nazveme stranami F'*.) Tim Je opod-
statnéna v A

*) Tyto strany le%i v navzdjéem ruznych piimkéch H(R;): Kdyby totif
H(Ry) = H(Ry), ¢ = §, pak bud B; = R; Ve sporu s nejmendim n (R, lze 8krtnout
v soudinu), nebo je cela F v piimce H(R;) ve sporu s existenci vnitiniho bodu F.
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definice 5. K-mno%inu F s vnitfnim bodem, jeZ neni celou rovinou
a jiz tedy ndle¥f ptirozené &islo » sestrojené jako dfive, nazveme
n-stranem.

Uviédime ted bez dikazu klasifikaci K—mnozm a jejich hranic, k ni¥
sméfovaly viechny dvahy této pfedbéiné Sdsti:
K-mnoZiny jsou:

prézdnd mnozina (hranice prazdnd),

jednobodové mnozina (hranice t4%Z mnoZina),

tsedka (hranice t4% mnoZina)

polopfimka (hranice t4% mnoZina),

pfimka (hranice t4% mnoZina),

ohranideny n-stran, n = 3 (hranice uzavieny n-fetéz),

neohranideny n-stran, n > 2, s vyjimkou nésl. D, (hramce tplny

n-fetéz),

pés mezi dvéma rovnobézkami (hranice dvé rovnobézky),

polorovina (hranice pfimka),

rovina (hranice pradzdnd). A

Pozndmka. D, lze jeté rozdélit na jednosmérné neohranideny

- n-stran (n 2> 3), pro ktery jsou ob& poloptimky v hranici souhlasng
rovnobéiné (D,a) a nikoliv jednosmérnd neohranideny n-stran (n = 2)
(obs polopi‘imky nejsou souhlasné rovnobéiné, D,b).

Nyni jiZz mZeme formulovat feSeni dané tlohy:

Redeni. MnoZina nulovyjch *bods, dané funkce je bud K-mnofina nebo
hranice K-mnoZiny s vnitinim bodem (typh D,—D,). Obrdcené jest moZno
kaZdouw K-mnofinu mebo hranici K-mnofiny, s vyjimkou hranic ohrani-
Ceného trojstranu a jednosmérné neohraniéendho trojstranu, pro néZ to nelze
nmikdy, vyjddfit ve shora uvedeném tvaru.

Pozndmka. Obecnd (6. j. plati-li jist4 nerovnost) pfi pevném n > 1
je tato mno#¥ina nulovych bodu hranicf K-mnoZiny s vnitinfm bodem.

Diikaz. Nejprve odvodime prvni &4st FeSeni.

N ‘..S}?.sj’;p'b:’"’;“>

»
-

SECHSEENCN~

o
>

Necht je tedy déna funkce i— Z Ia,x +by+ef +axr+by+ec
(phpoustfme in = 0, pak 2 odpad4); pak 1ze psét f v redukovaném tvaru

f= i |@ + by + & + ax + by + T, pro ktery plati:
k=1

1. (@, b) == O (t. j. nenf soudasnd @, = b, =0) pro k=1,...,n

2. m&t}ice Et, 5{, E‘ mé hOanSt 2 pro i 4: j] i\,i= 19 ceny ﬁ

a;, bj, Cy
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Je-li totiz v plvodnim vyjédieni pro néktery index s: @, = b, = 0,
je |a,:c + by + ¢,| = |c,| & tuto absolutni hodnotu lze sloudit s ¢. Od-
tud 1

Je-h pro nékteré dva rizné indexy ¢, j v pivodnim tvaru a = gay,
b= gb,, ¢; = ¢4, 1ze psit misto
@z + by + ¢;| + |az + by + ¢
az
(X + o) @z + (1 + [o]) iy + (1 + o] )os]-
Odtud 2.

Oznadme pro redukovany tvar vyrazy a2 + by + ¢ (piSeme opét
bez pruhu) struéné p;, ax + by + ¢ oznadme p. Je nyni p, = 0 vidy
rovnice pfimky a tyto pfimky jsou pro riizné indexy navzdjem riizné.

Dokézeme ted t¥i pomocné véty:

Pomocnd véta 1. Necht Py, P, jsou dva rizné body roviny, (P,, P,)
mnozina vniténich bodé (v pimee) tsetky P,P,, P ¢ (P, P,) libovolny.
Pak plati pro nasi funkei f tyto implikace:

L f(P;) <0, f(Pg) < 0=f(P) < 0;

2. f(Py) = f(Pg) = 0=>f(P) bud stile << 0 nebo stile f(P)=0
podle toho, zda alesponi jedna nebo Zadné p; protind (P,, P,) (,,protind‘
ve smyslu ,,mé spoleény privé jeden bod*).

Diikaz. Pondvad? P e (P,, P,), existuje 4, 0 <A< 1, %¢ P=
= AP, +(1—2)P Je pak

1(P)= E ka(u’l + (1 —4) Pa)l + P(ﬂ’l (1—2) Py) =
. Z [M’k(Pl) + (1 —24) pu(Py)| + ZP(Pl) + (1 —2)p(P) =

< 1{ E ka(Pﬂl + PPy} + (L= A 2 IPk Ps)l + p(Py)} =

= ll(Pl) + (1 — 4) f(Py).

Pfitom znaménko rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-lipros =1, .
PPy) . P(Pg) = 0, t. j. leti-li P, i Py vidy v téZe poloroving dle p,
Odtud, pomocné véta 1.
Pomocnd véta 2. Mno¥ina bodd P, pro né? je f(P) < 0, je K-mnozina.
Diikaz provedeme tiplnou indukei pies n.
Pro n =0 je f = p, hledan4 mnoZina (t. j. p < 0) je:
pro p=c (t.j.a=b=0),
¢ > 0 mno#ina prizdnd,
¢ < 0 celé rovina,
pro (a, b) == 0 polorovina,
véta tedy platf.
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Pfedpoklidejme, Ze pomocnd véta 2 plati pro viechny redukované
tvary s poStem absolutnich hodnot mensim ne% pfirozené n.

Budi# nynf f= )3 |p&] + P redukovany tvar. Ozna¥me mno¥iny
k=1
Ef<0)=F, E,<0)=F,, E(f< 0) = F,, kde

n—1 n—1 .
hszlpkl + Pa + 2, faszlpk]—p..+p-

Dokézeme, 26 F = F;n F,. Predeviim F,n FyC F. Je-li totiZ bod
PeF,,PeF, lze pi'edpoklé.dat P, (P)>0 (]mak zaménime p,, <—> — ),
a F,<— F,). Je pak f(P)=f,(P)< 0, Pe F. Necht naopak PeF,
pak lze op&t predpoklddat p,(P)=> 0, takie f,(P) = f(P)< 0, Pe F,.
Kdyby P non. ¢ Fy, bylo by fo(P) > 0, {(P) — fo(P) <0, t.j. i. 2p,(P) <0,
co’ je spor, F = F,nF, Podle indukéniho pfedpokladu (F, i F; jsou
zre]mé také v redukovaném tvaru) jsou F, i F; K-mnoZiny, tedy také
F je K-mnoZina.

Pomocnd véta 3. Je-li mnoZina bodd P, pro né% je f(P) << 0, ne-
prézdnd, pak mno¥ina nulovych bodd f je pravé mnoZina hraniénich
bod& K-mnofiny, vytvofené mnofinou F = E(f < 0).

Diikaz. Budi% P, bod, pro n&j% je F(P,) < 0, P bod, pro néjz je
f(P) = 0. Takovy bod P vidy existuje, neni-li f = const. < 0 (pak je
F celé rovina, hranice je prézdné, mnoZina nulovych bodi také a véta
plati). Nebof potom existuje bod @, Ze f(@) > 0, a ze spojitosti f plyne
(dokonce na tsedce P,Q) existence alespoil jednoho takového bodu P.

Podle 1. pomocné véty jsou viechny body tsedky PP, v F. Kdyby
pro n&jaky bod P, == P, ktery je na té polopfimce 8 poéé.tkem P v piimce
PP, na ni% neleii P,, bylo f(P,;) < 0, pak by bod P byl v (P,, P,) a
podle 1. pomocné véty by f(P) < 0 proti pfedpokladu. Tedy v kazdém
okoli bodu P jsou i body z E, — F, t. j. bod P je hra.niém’m bodem F.

Z téchto pomocnych vét plyne:

Je-li mno#ina E(f < 0) pré,zdné je hledand ‘mnozina nulovych bodé
E(f = 0) K-mno%ina (nebot je rovna mnoZind E(f < 0), pom. véta 2).
Je-li mnozina E(f < 0) neprazdné, je hledans mnoZina hranici K-mno-
Ziny s vnitinim bodemni (totiZ bod P, pro ktery je /(P) < 0, je vnitinim
bodem mnoziny E(f < 0). Tim je 'doké.zé,na prvni 8ést Yeseni.

K dfikazu druhé &4sti stadf, abychom ukézali, %e jednak ka¥fdou
tam popsanou mno%inu lze vyjéddFit v uvedeném tvaru, jednak, %e nelze
obé vyjimky v tom tvaru napsat.

n
BudiZ tedy déna libovolnd K-mno#ina jakoZto primik N RB;. Celd
i=r
rovina je popséna identitou 0 = 0, predpoklédejme tedy = > 0; necht
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poloroviny R, = B(p; 2 0)! Pek je zicjmé, %e nulové body funkee
= 2 |p,| — 2 p‘ jsou pravd body dané K-mnofiny.

Nyni ]de o vyjédfeni hranic typti D,—D, uvedenym tvarem:

Budi% tedy déna hranice ohranideného n-stranu, » > 3 (pron = 3
dokéZeme ni%e nemoznost vyjadfeni). Jak jsme uvedli dfive, je to uza-
vieny n-Fetéz, t. j. existuji body Py(zy, 3,), Py(%s, ), - -» P,(z,,y,) tak,
¥e hledané hranice je sjednoceni tsetek P,P,, P,P,, ..., P,_,P,, PP,
Piitom, ]ak plyne 2z poééteémch tivah o K-mnoZindch a jejich hranicich,
body P, j 44,1 +1(=1,..., n), lezi uvnitf prévé jedné z polorovin
podle pHmky P, P,., (i = 1 cs M, Pyoyy = P;). Oznadime-li

~

. xl) 91, 1
sign [ x,, ¥, 1 | =g,
3, 3/3’ 1 .
pak je -
Z;, yi’ 1
sign|;, y;, l|=-¢
Ty, yk: 1
prot<j<k 1,5,k=1,...,mn
Déle pidme struéné
z, y, 1 Zpy Yn 1
qi= Z¢, Yi> I : Ty Yi» 1 ’
1 Zitr Yivn 1| | Tig Yigs 1
. x, Y, 1 Ly Yns 1
i=1L.,n—2,qg=| =, ¥, 1l|:| =z, w, 1]|!
‘ ZTp-15 Yn-1o 1 Zp-1y Yn-1o 1

Prenechdvdm &tendii, aby se presvédéil, e funkece

n —2

=14 +2‘(qu 1— ] — gn- s ta—aq

mé nalové body priveé v - bodech dsedek PP, i=1,...,n Tim je
nalezeno vyjédfeni pro hranici mnoZiny typu D,.

. Necht je za druhé ddna hranice jednosmérné neohraméeného
n-stranu, n > 3 (pro n = 3 opét doké¥eme nemonost vyjidfeni v uve-
deném tvaru)! Existuji tedy body P, ..., P,., 8 orientovany smér x,
tak, ¥e ta hranice je slofena z tsedek P1P1 PP, ...,P,_P,_, a dvou
polopﬁmek 8 potétky P,, P,_, & sméry o. Obsahu]e li poloptimka se
smérem % a poditkem O(0, 0) bod (rfizny od potftku O) (2, ¥,) & Je-h
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xl, yl, 1 i . . . - .
sign | @y, ¥y, 1| =¢, pak pro 1 <j <k, 4,j,k=1,...,m, plati
3, Ys) 1 : :
Tis Yis 1
sign | %;, y;, ‘l|=g¢,
ZTrs Yrs Ok

kde oy =1pro k=1,...,n— 1, g,=0.

Analogicky k pfedchozimu pi&me

z, y, 1 Ty, Yn O
4= %, Yy 1|: %, Y, llproi=12,...,n—2,
x;+1,_?/i+1s 1 Zit1 Yirrs 1
z, y, 1 Zyy Ym O
q=| =z, ¥, 1 T, Y 1.
@p-1, Yn-1o 1

Tn-15 Yn-1s 1

n—2 :
Ponévadz funkce f= |g] +k22|qk_1 — qi] — ¢n-2 + ¢ — ¢1, Op&t Vyho-
vuje poiada.t.rkﬁm, je vyfeSen pfipad hranice K-mnoZiny typu D,a.

Necht je za tfetf ddna hranice m-stranu (n > 2) typu Db, t. j.
tplny n-fetdz, spliujici podminky konvexity jedné z &isti, na néz déli
rovinu! Existuje tedy # — 1 boddt P, ..., P,_, a orientované sméry
%, B tak, %e ta hranice se skléd4 z Gsedek (pron = 2 tato &st odpad)
PlPB, N N -18 dvou polopfimek s podtky P, resp. P;,_, a sméry
& resp. ﬂ '

Jsoti-li opét sméry o resp. ﬂ dény body (,, ¥,) resp. (:v,,, Ya)s rﬁznyml
od 0(0, 0) na polopfimkéch s posstkem v O(0, 0) a sméry & resp. ﬁ pak
platf, definujeme-li 0p=0,=0, 0x=1pro k=1,..,2—1 a e=

= — & Zos Yo
Slgn xﬂ’ yﬂ )
Zyy Yy Oy '. . )
sign| @, ¥, 1 |=eproi<j<k,
Trs Yo Ok '

., 5, k=0,1,...,n—1,n. _
BudiZ (z, ¥) libovolny pevny bod, pro né]i :
-’C—h-l“(l—)-)xm?/ )'y0+(l""1)ym 0<}'<1
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Oznadime-li

z, Y, 1
Ty, Yi» Oy % Y 0Oy
Zi+1> Yit+1 Oita Zi+1s Yi+15 Os+1
pak se lze opét snadno presvédiit, Ze funkce

z, ¥ O

%= ,1=0,...,n—1,

n—1
f=Z g1~ 8l — % — -y
vyhovuje podminkém.

Zbyvajf pfipady hranic K-mno%in typt Dy a D,:

Hranicf typu D; jsou dvé rovnobéiky; necht jejich rovnmice jsou
pp=arx+by+c¢=0 py=ax +by +c,=0, ¢, <c,!] Pak funkce
¢ + G|

2|
se anuluje pravé na obou p¥imkéch p,, p,. Pipad hranice typu D,, t. j.
poloroviny, je trividlni (f = p, kde p je rovnice hraniéni pf¥imky).

Aby byl dikaz Fefenf dplny, nutno jest8 dokdzat: Hranici troj-
strand typl D, a Dy nelze vyjédfit nulovymi body funkee

€ —Cp -
2

f=|ax + by + +

”n
f=2Z|p| +».
r=1

Trojstrany typt D; a D,a maji totiz vlastnost: Prochdzi-li pfimka
jejich vnitinim bodem, musi protnout aspoii jednu stranu v jejim
vnitinim bodé§ (toti% trojfetéz v bods rizném od P,, P, resp. P;).

Pfedpoklddejme na okamizZik, Ze existuje vyjédieni hranice troj-

stranu, ¥ nulovymi body funkce f—— 3 [p,l + p, kters budi? v reduko-

vaném tvaru. Pak #4dnd pHmka p, nemi’xie prochézet vnitinim bodem
F, nebot pak by p; profala nékterou stranu, obsahujici i body P,, P,,
vbods P, Ze P € (P, P,). Aviak z pomocné véty 1 plyne (f(P;) = f(Py) =
= f(P) = 0), %e celd ta strana leif v p; a tedy p; nemiZe obsahovat
vnittnf bod F ve sporu s predpokladem.

Necht nynf P,, P, jsou dva vnitini body z réznych stran F. Pak
%4dnéd p, neprotne (P, Py), je f(P;) = f(P3) = 0, takie pro kazdy bod
P ¢ (P,, P,) je podle 1. pomocné véty /(P) = 0. To je viak spor 8 pfedpo-
kladem, e mno%ina nulovych bodi f je hranici F. Tim je dokizino
celé Fekéni.

Zévdrem odiivodnime poznémku za Fefenim.

Budi# déna funkce

" ‘ v
f= lea,x +.by + ¢, + agx + by + ¢, > 1.
r= .
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Potom plati:

Qy, Oy

1. Necht » = 1. Je-li b
0 01

dvojstranu (typu D,b).

% 0, nulové body f tvol{ hranici

~ 2. Necht n > 1; definujeme soudiny*)

Qa;, Gy, O

bi: bj: bk
Ci» Cjy Ck

n

Vl - H
1,7, k=0
<ji<k

n
@i, 0, X gy + g
)

n n
Vg - H b‘, b", 2 Skbk + bo ’
1,721 k=1
1<j, e = 1 n ’
(esy .. 8) | Ciy Cj Zexey + 6
k=1

n n
V= I E s'a,,‘ + %, Z e{a,, + ao
[CHepe 3”') k=1
&” ....8" ) F(e,.., e
" kz skbk + bo, ZEkbk + bO N
=1

kde ve ¥V, nutno ndsobit pfes viechny thprvkové kombinace 0, 1, ..., n,
ve V, jednak pres viechny dvojprvkové kombinace 1, ..., n, ]ednak pi'es
viechny mo#né n-tice (g, ..., &,), kde ¢, nabyvé hodnot 1, -L k=1,

oM Ve V, ptes vsechny mo#né dvojice n-tic (e, ..., &,)s (675 -++» &n)s
kde & &= 1, k=1,...,n, pro n&% (g, ..., &) = (1, -+ &)

Je-li soudin V,V,V3 &0, pak mnofina nulovych bodé f je bud
prézdné (a lze ji povafovat za hranici- K-mnoZiny typu D;), nebo je to
branice K-mno#iny typu D; nebo D,b.

Dikaz. 1. Budi¥ n = 1, ‘;0’ lel +0,f=p| + Py
1 .

Snadno se ukéZe, %e f = 0 je hranic{ priniku polorovin p, — py > 0
a — Py — Py = 0, cof jest K-mnokina typu Dyb (dvojstran).

2. Budiz n > 1, V,V,V; = 0. DokdZeme predeviim: Je-li mnoZina
nulovych bodd f E(f = 0) neprdzdns, je i mnoZina bodl E(f << 0) ne-
prézdnd. P¥edpokléddejme opak: Necht emstu]e bod P, f(P) = 0, necht
viak stédle f__>_ 0,

*) Pro n = 2 obsahuje oviem ¥, jen jeden &len. . ' : /
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Jsou myslitelné tyto moZnosti*):

1. bodem P neprochézi %4dné z p,,

2. bodem P prochézi jedind p;,

3. bodem P prochézeji préivé dvé p;, p;,

. 4. bodem P prochézeji alespon t¥i z p;, ¢, j=1,...,n

Postupng vyloudime viechny &ty¥i piipady:

1. pro tento piipad je uréeno signp,(P)=¢; =}= Oproi=1,...,n
a bod P lez{ uvnitt K-mno#iny &;p; > 0,1 =1,...,7, kterou nazveme F.
Nulové body f v F jsou pravé ty body, pro né% je ¢ = E ekpk + po=0.

Toto je rovnice p¥imky; kdyby to totiZ byla identita (Vyhovu]e ji totiZ
bod P), pak by faktor ve V,

a;, a5, Zeay + ay
b‘, b 75 Eekbk + b
. Ciy Cjy 2ExCk + Co
byl roven nule, co% nenf{. P¥imka ¢ = 0 prochézi bodem P, jehoZ celé
okolf je v F. Existuje tedy v F bod @, pro ktery je ¢(@) < 0 (linedrni

nekonstantni funkce nenabyvd minima ve vnitinim bodé oblasti), a
tedy i £(@) = ¢(Q) < O proti pfedpokladu.

2. Nechf p,(P) = 0; definujeme &; = 1, &, = signp;(P) pro k=1,
k=1,...,n. Budi opét F K-mnoZina skp,,>0 k=1,...,n, takie

mnoZina nulovych bodi f v F vyhovuje rovmcl Z s,,p,, + P, = 0; to opét

“nen{ identita, nybr¥ rovnice pﬁmky g=0, jez proché.zi bodem P, ktery
leZ{ uvnitt strany, jeZ omezuje F.

Je-li p¥{mka ¢ riznd od p,, existuje bod @ € ¢ = 0 (tedy i f(Q) =0)
tak, e @ je vnitfnim bodem F. Tim by nastal uZz vylouteny piipad 1.
Je tedy g toto¥na s p;, pak je viak determinant ve ¥,

*) Formulace p; prochézf bodem P je oprévnéné: p;=0jeprot=1,2,...,n
rovnice pifmky, nebot: (ay, b;) 4= 0; kdyby totiZ na pf. @; =b, = 0, pak n-tice
(') = (1, &, ..., &,) jo TUzN4 od n-tice (") = (— 1, &g, «..s &n)s takie ve Vg se vy-
skytuje faktor

n n
. x , — T gap + @

ay +k_zem + ay ay +k=‘2 %0 0
o b % sebe + b

b, + ) , —b £

l.k-zkk+° 1+k=2kk .o
N

2a;, —a, ".l'kzzekak + a,

= : = 0, ve sporu 8 V, V,V, % 0,
2b1, — b1 +k2 Ekbk + bo
3] :
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a;, a;, Z'eka,, + (2
bi’ bi: Z'ekbk + bl)
I Cis €5 Zskck + Co

roven nule, coZ je spor. ,
3. Necht i = §, p,(P) = p,(P) = 0. Definujeme-li 0pét &; = ¢; = 1,
" .
&, = signp,(P) pro ostatni indexy, pak je X ,px(P) + Po(P) = 0. Potom
. k=1 -

viak determinant ve V,

a‘, a,,, ngak '+' ao
bi, b, Lexhy + by
i Cj, 280k + €

=0

proti pfedpokladu.

4. Ctvrty p¥ipad je ihned vylouten tim, e kdyby P: Pj Pr, ¢ +
# § % k =* ¢, prochézely bodem P, pak ve ¥, by faktor

i, Aj, A
bt', bi: bk
Cis Cjy Cp

PonévadZ tedy E(f < 0) je neprdzdné, plyne z pomocné véty 3,
%e E(f = 0) je hranici mnoZiny F s vnitinim bodem. Kdyby F byla
typu D,a, bylo by V; = 0, nebot determinant, odpovidajici dvojici
n-tic, jeZ patfi obéma rovnobéinym polopfimkém, by byl roven nule.
Totéz plati pro pfipad F typu D,, zatim co F typu D, je vyloudena,
nebot n > 1 a

byl roven nule.

Ay, Oy Qi
bi’ j» Yk
c, cﬁ’ ck

% 0.

Zbyvaji tedy pfipady: F typu D,, F typu D,b a mno%ina nulovych bod#
{ prézdné, coZ lze povaZovat za hranici F typu D;.

Pracovéno v Ustfednim tstavd matematickém
’ v Praze, '
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