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Gasoplis pro pdstovani matematiky, rot. 77 (1952)

NELINEARNI VYNUCENE OSCILACE
MILOS ZLAMAL, Brno.
(Doslo dne 20. ¢ervna 1951.) 517.9
V &lanku se pojednévé o poslednich vysledeich studia obydejné di-
ferenciélni rovnice druhého ¥4du nelinedrni [viz (3)], kterd popisuje

t. zv. vynucené oscilace. Takové oscilace vznikaji na p¥. v elektro-
novych lampéch a proto jejich studiu je vénovéna velké pozornost.

Dopad4-li jednoduché sinusové vln&ni o kruhové frekvenci 2 a tedy
periodd %‘ na linedrni oscildtor, rozkmitd se tento s touZ periodou.
‘Vznikajicf kmity nazyvéme vynuoené Matematicky je tento d&j popsén
linedrni diferencidlni rovnici

& + 2b% + wx = a sinf, 1)
kde tetka znadi derivaci podle dasu t.a b > 0 je konstanta tGtlumu.
Je-li 8% < w?, pak obecné Fefenf je tvaru -

@ = Ce- sin(o,t + y) + A sin(2t + ¢) (2)
kde
a
V(wz — %2 | 4b2?

Vidime tedy, Ze d. r. (1) mé jediné periodické Fefent, které dostaneme
pro C = 0. To jsou zminéné vynucené oscilace. Kroms toho, ponévads
e~ > 0 pro ¢ — + 00, kazdé jiné feSenf k tomuto konverguje p¥i ¢ — +
+ oo. Prakticky to znamené, %e po dostatedns dlouhé dobd (u elektric-
kych okruhéi v krétkém %age) linedrni oscilitor nezévisle na podétetnich
podminkéch vykon4vé jen vynucené oscilace. Stejny vysledek dosta-
neme i v pHpads b2 > o®.

Linedrni oscildtor je oviem pfipad hodné 1dea.hsova.ny a v praksi
se vyskytujf oscildtory, které se nedaji linearisovat, t. j. jejich kmitdni
se nedé4 popsat linedrni d. r. (1), nybrZ nelinedrni d. r. Tato nelinedrni
d. r. je obydejnd tvaru

&+ @83 +g@)=p0, (3)
kde p(t) je periodickéd funkce dasu. V poslednf dobé podinaje jednou

=Jr =2, A=
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Lefschetzovou praci [1] se objevila fada matematickych pojednéni za-
byvajicich se d. r. (3). ﬁkolem tohoto referdru je pojednat o methoddch
a hlavnich vysledcich téchto praci. Pfedem viak podotykdm, Ze neline-
4rnimi vynucenymi oscilacemi se zabyvali uz d¥ive zejména Van der Pol,
Krylov, Bogoljubov, Mandelstam a Papalexi. Spoleénym znakem jejich
praci je pfedpoklad, Ze nelinedrni 8leny v d. r., definujici tyto oscilace,
obsahuji maly parametr jako koeficient. Nebudu viak o téchto pracich
referovat, ponévadZ jsou starifho data a kniZn& zpracoviny (viz [2],
3)). '

Pfistupme nyni k véci. Mdme se, jak bylo fedeno, zabyvat neline-.
4rnfmi vynucenymi oscilacemi definovanymi d. r. (3), &ili jinymi slovy
periodickymi feSenimi d. r. (3). Prvni otdzka, kterd se naskytd, je, zda
uvedend rovnice vibec md periodické Fefent, &ili 1épe Fedeno, za jakych
podminek je mé. To je problém, ktery prvni Fefil Lefschetz [1] a o kterém
se zminim &i¥eji, ponévadZ dnes uz mame celkem dosti obecné postadu-
jici podminky pro funkece f(z,y) a g(z), aby d. r. (3) méla periodické
fefeni. Druhd otédzka je problém stability. Pro fysika toti% samotné
existence per. fefeni nic neznamend, ponévadZ nestabilni feSeni je fysi-
kélng toté jako ¥4dné YeSeni. Vysledky tykajici se stability jsou viak
podstatn® skromnéjii. Treti otdzkou je problém analytického (byt i pti-
blizného) vyjddient. Zatim viam médme methody k analytickému vy-
podtu jen v piipadech, %e v rovnici se vyskytuje maly parametr. To.
jsou zminéné methody Van der Pola, Krylova, Bogoljubova, Mandel-
stama a Papalexiho. :

. Pfi problému existence periodického Fefeni d. r. (3) hraje velkou
Glohu transformaéni methoda v theorii d. r. prvné pouZitd Poincarém
a kterou nejdiive vyloZim. UvaZujme systém dvou rovnic

&= F(z,y,1), y= G y,1), )
kde F(z, y, t) a G(z, y, t) jsou definovany a spojité pro — o0 < z < + 00,
—o<y< + 00, — 00 < t< + 00, spliuji Lipschitzovu podminku

a jsou periodické s periodou L vzhledem k &asu ¢. Rovnici (3) miZeme
snadno pfepsat do tvaru (4), Stadi poloZit £ = y a mime

E=y, y=— f(z,y) y — 9(x) + p(?).

Definujme nyni transformaci 7' roviny (zy) na sebe takto: Z bodu
Py(x,, y,) roviny t =0 trojrbzmérnéh{) prostoru (z, y, t) vychédzi jediné
fefeni systému (4), které v &dase t= L se nachézi v n&jakém bodé&
P\(%;, v,) roviny ¢ = L. Pak bodu P, ptitadime bod P,, tedy TP, = P,.
Tato transformace je topologické. Nebof na z4kladé predpoklidané
Lipschitzovy podminky jsou- fefenf{ systému (4) jednoznadng urdena
poddtednimi podminkami, tak¥e transformace 7' je prostd a z véty
o spojitp zdvislosti fedeni systému d. r. na poddtednich podminkéch
plyne, fe je spojitd. Toté% v¥ak zfejmé platf o inversni transformaci
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T-1. Uké¥eme nyni, %e pevnému bodu této transformace odpovidd
periodické feleni systému (4) s periodou L. Necht z(?), y(f) je feleni
systému (4) a necht z(0) = z(L), y(0) = y(L). z(t) = «=(t + L), y(t) =
= y(t + L) je rovnéZz fefenim systému (4), nebot
dz(t)  da(t + L)
e~ de ,
= F(a(t + L), y(t + L), t) = F(x(t), ¥(¢))
a podobné pro ¥(t).!) Podle pfedchdzejictho z(0) = z(0), ¥(0) = y(0),
tak¥e z jednoznadnosti feseni plyne z(t) = z(t), y@t) = y@t), t.j. 2@t + L) =
= z(?), y(t + L) = y(t). Z¥ejmy je také vyznam TP, Je-li P = (x, ¥,)
a 2(0) = ,, ¥(0) = yq, je TP = ((nL), y(nL)).

Nyni, abychom dokézali existenci periodického Yedien systému (4)
8 periodou L, stad{ na p¥. ukédzat, Ze existuje jednoduse souvisls oblast D
ohranidend jednoduchou uzavienou kfivkou C, jejiz uzdvér je trans-
formaci 7' zobrazen do sebe, t. j. 7(D) C D. Pak toti% podle Brouwerovy
véty o pevném bodu (viz na pf. Lefschetz, Introduction to topology, str.
117) mé transformace 7' asporni jeden pevny bod.

Lefschetz, ktery prvni pouZil uvedené methody, zvolil za C jistou
elipsu. Vysledek Lefschetziv znaéné zlepgil Levinson [4], ktery kiivku C
volil komplikovanéj§im zpusobem. Dokézal, %e nésledujici podminky
stadi k existenci periodického FeSeni d. r. (3):

f(x,y) >m >0 pro |[z] >a, |y| > a a jinak f(z,y) > — M2, (5)
. zg(z) > 0 pro |z| >a, hm |g(x)] = 0 a lim zg(x)‘ = 0.
x—'+°°fg’t) de

= F(z(t + L), y(t + L), t + L) =

Levinson [5] udal jedté jinou methodu pro duk&z existence perio-
dického Fefeni{ u systémil, které nazyvs systémy t¥{dy D. Dalsf po-
dobnd methoda pochdzi od Cartwright a Littlewooda [6], [7]. Je sloi-
t&j8i neZ prve uvedens, aviak poddvé obecndjii vysledky. Uvedu jeji
hlavni rysy. Skléd4 se ze dvou &4sti: analytické a topologické. V analy-
tické ¥asti se dokéze, Ze za jistych podminek ka%dé feseni d. r. (3) spliiuje

nerovanost

2%(t) + y¥t) < R} (6)
od jistého ¢ podinaje, kterétto ¢ zdvisi na podédtenich podminkdch pH-
sluiného feSeni. PFi tom R, je konstanta nezdvislé na potdteénich pod-
minkdch. Na p¥., mdme-li-rovnici (1), je, jak se z (2) snadno dokéfe, od
jistého ¢ podinaje 2(t) + a%(t) < 2(1 + £22) A2. Postadujiei podminky
zarudujici (6) jsou tyto: existuji kladné konstanty a, m,, m,, mg tak, Ze

1) Obecndji plati & stejnd se dokéle, ¥e pro n celd, je z(t + nL), y(t + nL)
rovné# fedenfm.
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1z, y) > my pro |z| > a, [y| >a & jinak f(z,y) > — my,
g(x) signx > m, pro |z| > a, (7)

L
fpt)dt=0
0

P
(poslednf p¥edpoklad lze vypustit, kdy% pfedpoklédidme mg > Lill’
L

kde P,= [p(t) df). Jsou to zfejm$ obecnéjsi podminky ne# Levinso-
0

novy. Dilkaz jejich postaditelnosti neni sice v jednotlivostech tézky,
aviak v celku nenf jednoduchy a je dlouby. A nynf z tohoto analytického

Obr. 1.

faktu cestou jiZz &isté topologickou dokédeme existenci pevného bodu
transformace 7. ‘
Jedno pomocné topologické lemma viak jets uvedeme bez dikazu:
Necht K je oblast ohranidend jednoduchou uzavienou kfivkou J.
Jestlife K . T'(K) + 0, pak hranice I',, neohranitené komponenty U,,
komplementu souttu J + 7'(J) + ... + T™(J) je jednoduché uzaviens
kfivka, jejiz wnitfek A, obsahuje K + T(K) + ... + T™K) (t. j.
wittky J, T(J),..., T™()). P¥i tom I',,CJ + T(J) + ... + T™(J).
K viili lep&imu pochopeni je pro
m = 1 nakreslen obr. 1, kde kfivka abcda je J, edfbe T'(J), silng vytaZend
S4ra PIU a vyddrkovans neohranifend $4st roviny neohranidend kompo-
nenta Uj,.
Nyni z (6) plyne, Ze je-li P = (2(0), y(0)) a znadi-li K, vnitfek kruz-
nice 2® + y* = R}, je od jistého ny(P) podinaje TP ¢ K,. Necht R > R,
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a K zna¥ vnitfek kruZnice 2* + 42 = R2, Necht n,(P) je prvni n > 1,
pro které T, P le#f v K, [toto n,(P) nemusi miti oviem vlastnost, Ze pro
viechna n>n, je TP e K,]. Z Heine-Borel-Lebesgueova theorému
plyne, %e existuje N > 0 takové, %e n,(P) < N pro P ¢ K, nebot na
zéklad$é v&ty o spojité zdvislosti YeSeni na poditednich podminkéch
existuje ke kaZdému P takové okoli O(P), %e pro @ ¢ O(P) je n,(Q) <
< ny(P). Déle K,.T(Ky) + 0. Nebot jinak by z T"P ¢ K, plynulo
T(T"P) = T"+1PeK0, co% je spor pro ka¥dé pevné P a n > ny(P).
Jelikoz K D Ky, je K . T(K) = 0, takZe miZeme pousit predché.zejiciho
lemma; pouZijeme je prom = N — 1. Necht tedy Uy_; je neohranidend
komponenta komplementu soudtu J + ... + T¥=1(J), I'y_y = I jejf
hranice (je to ]ednoduché uzaviend knvka) a Ay_y = A vnittek I
Plati .
: ADK+T(K) + ... + TP YK) . (8

rcJ +7J) +... 4+ T82J). 9

Z (8) plyne 4D KD K,. Déle je 4D T¥(K). Nebot kdyz P ¢ K, je
TnP = TN—m@®)(TmPP) (TmPIP e Ky,C K) a 0 N — my(P) < N.
Proto 4 D T¥(J). Z (8) plyne rovnds A D K + T(K) + ... + T¥1(K) D
DI+ T + ... + T¥1(J), az(9)

T()CTWJ + ... + V1)) = T(J) + ... + T¥J)C 4.
Ponévadz T je topologickd transformace, plyne z T'(I") C 4

T(4) c A.

To podle Brouwerovy véty o pevném bodu stadi k existenci pevného
bodu transformace 7', ktery oviem lezi v 4.

Dalif pozoruhodny vysledek pochdzi od Massery [8]. Je to nésledu-
jici theorém:

Nechf vSechna fefeni systému (4) existuji v intervalu (0, o0) a
nechtf aspon jedno je ohraniené. Pak existuje aspon jedro periodické
fesen{ systému (4) s periodou L.

Pii dikaze Massera pouzivé tuto upravenou Brouwerovu vétu:
Necht @ je jednodufe souvisld oteviend rovinnd mnoZina a 7' topolo-
gické zobrazeni G do sebe, T(@) C G. Jestlize T zachov4vd smysl a jestliZe
existuje bod X ¢ G' a d4stednd posloupnost posloupnosti{7"X,}, kters
konverguje k bodu z G, pak T mé pevny bod.

Diikaz Masserovy véty nyni plyne bezprostfednd. Za G vezmeme
celou rovinu. PonévadZ Fefeni existuji v celém intervalu (0, 00), je &
zobrazena transformaci 7' do sebe. 7' zachovévé smysl, ponévad je to
isotopie. Za X, stadi zvolit bod, ze kterého vychézi ohraniené feSenf.
Pak posloupnost {7 X,} je ohranifens, tak¥e mé konvergentni éstednou
posloupnost.
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Vidime, %e Masserovy predpoklady jsou slabdi ne¥ Cartwright-
Littlewoodovy, diikaz je ale velmi jednoduchy, oviem opirs se o Brouwerovu
vétu. Pres to methoda Cartwright-Littlewooda nepostradd na cend, po-
nd¢vady, jak uvidime déle, ziskdme pomoci n{ dalii cenné informace
o vlastnostech transformace 7'

Jako posledni vysledek patfici do problematiky existence periodic-
kého fefeni uvedu vétu Langenhop Farnellovu [9]. Tito dva autofi se
nejdfive zabyvali d. r.

& + a + = + }2? = 1k coswi, a > 0, (10)

kde k je parametr. Ukézali, %e je-li k¥ v absolutni hodnoté dostatednd
malé, lze konstruovat jednodufe souvislou oblast ohranidenou jedno-
duchou uzavienou kfivkou, jejiz uzdvér je transformaci 7' zobrazen
do sebe. Jinymi slovy ukdzali, Ze d. r. (10) mé periodické FeSeni pro k
v absolutni hodnoté dostatednd malé. Pak pfenesli svou methodu na
obecné&j&i problém a dokézali:

Diferencidlni rovnice _
£ + f(2) & + g(@) = kp(t),

kde f(x), g(x) a p(t) jsou analytické funkce a p(t) periodické s periodou L,
mé pro k v absolutni hodnoté dostatedné malé periodické Feseni s peri-
odou L v okolf bodu z= z,, €= 0, pro ktery g(z,) = 0, ¢'(%,) >0 a
f(ao) =+ 0.

Pfedpoklady Langenhop-Farnellovy tykajici se funkef f(x) a g(z) jsou
tedy povahy lokélni, omezuji se jen na vlastnosti funkei f(x) a g(r)
v bodé . Presto stadi zarudit existenci periodického feSeni, kdyZ pravs,
strana je v absolutni hodnot$ dostateénd mala.

Ne: piejdeme k otdzKdm stability, zminime se jesté o nejdilei-
t&jiich vlastnostech transformace 7' a o klasifikaci pevnych bodd.
Budeme v daldim predpoklidat, ze 7' mé tu vlastnost, e TP ¢ K, pro
n = ny(P). To je splnéno na pf. za podminek (7). Ukézali jsme, Ze
existuje obor 4 ohraniteny jednoduchou uzavfenou kfivkou I takovy,

¥e T(4)C 4. Z toho plyne T”(A)C (4), T"(A)C TA), ..., t. j. 4D
I2TA)D T’(A )D T’(A) D.., takie M = H T*(4) je neprizdns kom.-
pa.ktni souv:slé mnoima. Pfi tom M je mvanmlmtni vidi T, nebot T(M )=

= T( H TMA) = H T"“(A) M. Snadno se dé dokdzat, te M je ma-

n=1

xim4lnf mva.mmtn{ mnoima %e jeji komplement je jednoduse souvisly,

pfiddme-li do roviny (2, ¥) bod v nekonednu & %e T"P — M pfi n — o

pro kaZdy bod P roviny (z, ) vyjimaje bod v nekoneénu.
Transformace 7' rovnéz definuje v rovind (z,y) vektorové pole.

KaZdému bodu P, miizeme totiZ pfifadit vektor urdeny body P, a P; =
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= TP,. Je-li P, pevny bod transformace 7, je pfslusny vektor roven
nule, jinak je od nuly rizny. Nyni mdme-li néjakou orientovanou uza-
vienou jednoduchou k¥ivku, na které nel_gii %4dny pevny bod, pak pii
ob&hu bodu P, po kiivee udini vektor Py P; cely podet otodek, ponévadZ
se vrati do poditedni polohy. Podet otodek nazyvime indexem kfivky.
Deformujeme-li kfivku spojité, aniz by pfi tom pfesla pfes néjaké pevné
body, méni se index spojité, t. j. ponévad§ nabyvi jen celodiselnych
hodnot, nezméni se. To ndm umoznuje definovat index pevného bodu
jako index dostatednd malé krvZnice se stfedem v pevném bodé. Do-
kaZme jedt8, %e index k¥ivky I, kterd je hranici 4, je + 1. T'(I") le#i v 4.
Zobrazme homeomorfnd A na kruh. Index se nezméni. I' pak bude
kruZnice a 7'(I") bude le¥et uvnitf kruZnice. Vektor P P, bude svirat
s radiusvektorem bodu P, uhel men¥i ne# }z. Proto udini pfi obshu P,
po kruinici tolik otodek, kolik radiusvektor, t. j. pravé jednu.

Ptejdéme ke klasifikaci pevnych bodi. Predpoklddejme v dalsim, %e
funkce F(x, y, t) a G(, y, t) jsou analytické. Necht z(¢), ¥(f) je periodické
FeSeni, t. j. (2(0), ¥(0)) pevny bod. Necht P, je (x(0) + uy, ¥(0) + v,) &
necht soufadnice bodu P; = 7'P, jsou z(0) + u,, ¥(0) + v,. Z expansniho
theorému Poincarého (viz na pf. Lefschetz: Lectures on differential
equations, str. 35) plyne, Ze pro fefeni z(f), y(t) zadinajici v bod§ P,
v Sase ¢ = 0 plati nésledujici rozvoje konvergentni v kazdém koneéném
dasovém intervalu:

z(t) = x(t) + cy(t) uy + c,(t) vy + c5t) ud + ...
a podobné pro y(t). Specielné pro ¢ = L dostaneme
' = auy + byy + ...
vy = Cuy +dvg + ... (1
Rovnice (11) urduji transformaci 7' v okoli pevného bodu (z(0), ¥(0)):

Pro malé hodnoty u,, v, je jeji charakter urden linedrnimi é&leny, t. j
transformaci 7' lze charakterisovat kofeny rovnice

a—p, b__.
c, d— l—O,

Sili .
‘ *— (@+d)yg+ad—bc=0. (12)
Koteny této rovnice jsou riizné od nuly, ponévadZ se d4 dokdzat, Ze

)7
a, b

_ (BF@(t), §(0), 1) | 0@(),H(), t))
o d Texpj\( o + % dt>-O.
Levinson [5] zaved] klasifikaci pevnych bodd, kterd pFipoming klasifi-
,_ Pz, y)

kaci singulérnich bodd d. r. y' = Qw. 2 Budeme uvafovat pouze
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pevné body, pro né% rovnice (12) mé koteny v absolutni hodnot® riizné
od jedné. Tyto pevné body nazveme jednoduché. Ozna&ime-li kofeny
rovnice (12) g,, 05, je g0, > 0, ponévad% ad — bec > 0. Vyloudime-l
p¥ipady |o;| = 1, |ge| = 1, jsou mo¥ny, jak se snadno nahlédne, celkem
4 pfipady: :

L. |og] < 1, |og] < 1. Takovému pevnému bodu ¥kéme kompletné
stabilnt. Bod (u,,v,) je to#iZ blife bodu (0, 0) ne bod (u,, v,), takie
iterace transformace 7' p¥ind¥ bod (u, v,) stéle bliZe bodu (0, 0), t. j.
fe¥eni systému (4) blizké periodickému Feseni z(f), ¥() se tomuto ¥é¥ent
pfimykaji tésngji a t&sn&ji pti ¢ — co.

2. |oy] > 1, |ea] > 1. Pevnému bodu ¥ikdme kompletné nestabilni.
Je to pravy opak kompletnd stabilnfho bodu. Refeni systému (4) blizké
periodickému FeSeni se od n8ho vzdaluji pfi ¢ — + oo.

3. 03 >1> 03> 0. Pevnému bodu ¥ikdme primo nestabilni. To
je bod, ktery mé dva pary specidlnich invariantnich smérd y,, ¥,. Body
na y, se pohybuji k P,, body na y, smérem od P,. P4r y, oddéluje body,
které se pohybujf od P, v opaénych smérech pti transformaci 7', par p,
oddéluje zase body, které se pohybuji od P, v opadnych smérech pki
inversni transformaci 7'-1,

4. 03 < — 1 < 0, < 0. Bodu tikdme inversné nestabilnt. Vlastnosti
transformace 7' jsou podobné jako u p¥imo nestabilnfho bodu, jenZe
ka¥d4 vétev y, a y, ptejde v piislusnou opadnou.

Analytickym vySetfovdnim se dé zjistit, e index kompletnd sta-
bilntho, kompletné nestabilniho & inversné nestabilnfho je roven +1,
kdeZto index pfimo nestabilniho je roven —1.

Necht nyni systém (4) md kone¥ny podet periodickych ¥efeni a
pisluiné pevné body necht jsou jednoduché. Oznadme podet kompletnd
stabilnich, kompletné nestabilnich, p¥{mo nestabilnich a inversné ne-
stabilnich bodd pismeny S, U, D, J. Pak plati

S+ U+J—D=1.

K dikazu uzavieme ka’dy pevny bod malou kruZnici. Spojime
kru#nice dohromady dvéma rovnobéinymi dsefkami tak, %e kruZnice
a tsetky dohromady tvofi jednoduchou uzavienou k¥ivku I (viz obr.
2). Index se nezméni, je tedy index I roven jedné. Pfejdeme-li nyni
k limit® a nechdme splynout rovnobé&Zné tsetky, je piispévek usedek
k indexu roven nule, nebot ka¥dé tsetka spojujici dvé kruZnice je pro-
bfhdna dvakrét v opa¥nych smérech. Je tedy index I'' roven soudtu
indext kruZnie, t. j. soudtu indexd pevnych bodi neboli.1 =8 + U +
4+ J— D. Zna¥-li nynfi N podet vlech jednoduchych periodickych
fefenf,je N=8+U +J + D=D + 1 4+ D= 2D + 1, tak¥e méme
vétu: ‘
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Md-li syste’m (4) jen komené mmoho pemodtckyck fedent a yaou-h
jednoduchd, pak je jich lichy podet N. Pfitom je-li N=2m + 1, je m
z nich pfimo nestabdnich

r

11'

Obr, 2,

Zmitime se je$té aspoin nékolika slovy o t. zv. subharmonickyjch fe-
Senich. To jsou periodickd ¥e¥eni, jejich% nejmendf perioda nenf L, ale
nésobek L, t. j. gL (¢ =2, 3,...). Jim odpovidé pevny bod pfi trans-
formaci T'¢. Levinson [5], [10] a Massera [11] dokézali, e m4-li systém
(4) N(q) subha.rmonick)’rch feSeni s nejmensi periodou gL, kde q> 1je
liché &slo, je N = 2kg, k celé. P¥i tom polovina téchto fefenf je pfimo
nestabilni. Massera odvodil je¥t® jiné podobné véty o podtu subhar-
monik.

Pfejdeme k oté.zké,m stability. Pfipomefime si nejd¥ve chovéni
fefeni d. r. (1): Existuje jediné periodické Fefeni a viechna ostatni
k tomuto konverguji p¥i ¢t — 00. Toto periodické fekeni je tedy stabilni
a sice ve smyslu mnohem siln&j¥im ne¥ jak ve smyslu klasické definice
Ljapunovovy tak ve smyslu definice kompletn$ stabilnfho pevného
bodu. Levinson [12] v8ak ukézal, Ze nelinedrni d. r.

&+ fl@)E + 2= p(f) (13)
‘mé tutél v]astnost za pfedpokladu, fe f(z) = 0, p¥i Gemi nulové body

jsou isolované, a f f(w) du — co pFi x — co. Predpoklad ff(u) du — 0
slouil Levinsonovi pouze.k zajisténi existence periodického FeSen,
kterou dokézal methodou vy¥e zminénou. Tuto &4st dikazu vynechdme,
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Doké¥eme jen druhou jednoduchou polovinu, t. j. za predpokladu f(z) >
> 0 (s vyjimkou isolovanych bodﬁ) viechna Fefen{ konverguji k peri-
odickému FeSeni p¥i ¢ — 0.

Predeviim pYepiSeme rovnici (13) na systém. PoloZme F(r)=
z :
= [f(u)du, y =& + F(r). Pak méme

0

&=y— F@), = — 2 + p(t) (14)
Stadi uvedenou vétu dokézat pro systém (14). Necht (w,(t), y,(t)),
(24(t), yaft)) jsou dvé rlzns Feleni systému (14). PoloZme

3 D(t) = [(24t) — #1(2)* + (y5(1) — 31 (8))*] > 0.
©

D= (g — 2) (T3 — &) + (Y3 — ¥1) (Yo — 1) _
D

= — .1_ @ — 2] [Flzg) — F(2))] = — i (23 — 2y) 7 "f(e) dz

Jelikof f() > 0, pfi dem% nulové body j jsou isolované, je D(t) < 0 pokud

a:,(t) + z,(t). Krom® toho D(t) je spojité funkee a v 4dném intervalu
' neplati x,(t) = z,(¢), pondvadZ x,(t), x,(t) jsou dvé riizné Feleni. Proto

fD(-c)d-r<0(h>0),t j.
(t+h)<D(t) pro k>0,

jinymi slovy D(t) je klesajicf funkce. Necht nyni (z(t), y(t)) je periodické
fedeni systému (14) s periodou L. Predpoklédejme, Ze (14) mé Felen
(%o(t), ¥o(t)), které nekonverguje k z(t), y(t) pti ¢ - co. Mdme dojit ke
sporu. Polobme Dy(t) = [((t) — Zo() + (§(t) — 9o(d)]. Jelikos Dy(t)
je klesa.]ic{ kladnd spojitd funkce a (z4(t), ¥o(?)) nekonvergu]e k (z(?),
y(), je
lim Dy(t) = 4 > 0. (16)
t—> o
Necht D, (t) znadi vzddlenost mezi (xo(t + nL), yo(t + nL)) a (z(t), ¥()).
Pondvadi (Z(t), (t)) je periodické Fe¥en{ s periodou L, je D,(t) =
o(t + nL), tak#e podle (15) :
lim D,(t) = 4 (16)
n—> 00
pro ka#dé ¢. Necht P, gnad{ bod (@o(nL), yo(nL)) & P bod (z(D),7(0))
v rovind (z, y). Podle (16) vzddlenost P,P m4 za limitu &slo 4. Proto
body P, majf aspoli jeden bod zhuiténi Q. Céstednou posloupnost
benvergentni ku Q znalme P,. Necht (z(t),y(f)) je Felieni, kte.
1é v Yase 2= 0 prochdz{ bodem Q. Je-li D(f) vzddlenost mezi (z(t),
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y(t)) a (x(t), y(t)), je D(0) = A. UkdZeme, %o D(t) = A4, cct je oviem
spor, ponévadZ jsme dokdzali, Ze R(!) je klesajici funkce. Necht ¢, je
libovolné. UvaZujme fedeni (x, (t) = Zo(t + n L), y, (t) = yo(t + n L))
(viz pozn. 1) na str. 55). Toto se lidi v dase t = 0 od Fefeni (x(t), y(t))
libovolng mélo, jen kdyZ » je dostatednd velké. Z toho vyplyvé podle
véty o spojité zdvislosti FeSeni na poddtednich podminkéch, Ze (z, (f),
Yn,(t)) se od (z(ty), y(t,)) lii libovolné mélo, jen kdyZ » je dostatetns:
velké. Aviak limita D, (f) je rovna limité vzdilenosti bodd (zy(¢ -+
+ n,L) = z, (), Yolt + n,L) = J,,v(to)) a (z(ty), y(t;) a je rovna A.
Proto D(t,) = 4
Cartwright a Littlewood [6] zobecnili vysledek Levinsoniv na p¥ipad
d.r.
£+ f(x) & + g(z) = p(t). (17)

Nebudu rozbirat detailné jejich vysledky, nybrZ je jen struéné shrnu.
Predpokldaji: f(x) = b, > 0 pro viechna x (tedy v tomto sméru vice
L

jako Lewvinson), g(0) = 0, g'(x) = by > 0, [p(¢) dt = 0. Ukazuji, Ze d. r.
0

(17) m4 periodické FeSeni, ke kterému viechna ostatni konverguji pfi
t — o0, kdyz budto g(x) je ptiblizn& linedrni, t. j. |g (x)| dostateéns:
mal4, nebo kdyZ, piSeme-li rovnici (17) ve tvaru

& + k(@) & + g(z) = (1), : (18)

parametr k je dostateéns velky, t. j. tlumenf je dostatednsd velké. Na druhé
strand ukézali na piikladech, %e i kdyZ f(z) = b > 0, nemus{ rovnice
(17) miti jedno periodické Fefeni, ke kterému ostatnfi konverguji. V téchto.
pfikladech g(z) se velmi liSila od linedrniho pfipadu, takZe je vidét, Ze
pfedpoklad o linedrnosti g(x) je podstatny, jestliZe uvaiujeme tvar (17).

Dalgich vysledklt v problému stability mnoho u% neni. Pokud.
predpok]é.déme, %e f(x) je pro vSechna z kladné nebo dokonce f(z) =>
>b>0, jsou vysledky dosti jednoduché a hlavni byly uvedeny.
Jakmile vSak pfipustime, %e f(x) nabyvé té% hodnot zépornych, nemsme-
zatim %4dnych obecnych vét a vime jen z jedné préce Cartwrighta
a Littlewooda [13] a rovnéi z jedné price Levinsonovy [14], %e miife
nastat, abych tak Fekl, viechno moz#né. Cartwright & Littlewood [13] se.
zabyvali Van der Polovou d. r. s pravou stranou

& + k(@®— 1) & + z = bkw cos(wt + &) (19)

a ukézali, fe kdy k je dostatetné velky parametr, nastanou dva p¥ipady.
1. b > §; pak d. r. (19) m4 jedno periodické Fefenf, ke kterému viechna.
ostatn{ konverguji p¥i ¢ — c0. 2. b < §; pak existuji jak stabiln{ tak ne-
stabilni periodické fesenf. Déle existujf subharmonické Fedenf a jeté
jiné zvléstni body.

63



LITERATURA :

[1] Lefschetz: Existence of periodi¢ solutions for certain differential equations,
Proceedings of the Nat. Acad. of Sc. of the USA, vol. 29, 1943.

[2] Krylov-Bogoljubov: Introduction to nonlinear mechanics, Princeton 1942.

[3] Andronov-Chaikin: Theory of oscillations, Princeton 1949.

[4] Levinson: On the existence of periodic solutions for second order differential
‘equations with forcing term, Journal of Math. and Phys., 1943.

{56] Levinson: Transformation theory of nonlinear differential equations of the
second order, Annals of Math. 1944.

[6] Cartwright-Littlewood: On nonlinear differential equations of the second
order II, Annals of Math. 1947,

{7] Cartwright: Forced oscillations in nonlinear systems, Contributions to the

- theory of nonlinear oscillations, Princeton 1950.

[8] Massera: The existence of periodic solutions of systems of differential equations,
Duke Math. J. 1950. . : '

[9] Langenhop-Farnell: The existence of forced periodic solutions of second order
differential equations near certain equilibrium points of the unforced equa-
tion, Contributions to the theory of nonlinear oscillations, Princeton 1950.

[10] Levinson: Correction. Transformation theory of nonlinear differential equa-
.tions of the second order, Annals of Math. 1948.

[11] Massera: The number of subharmonic solutions of nonlinear differential
equations of the second order, Annals of math. 1949.

[12] Levinson: On a nonlinear differential equation of the second order, Journal
of Math. and Phys. 1943.

[13] Cartwright-Littlewood: On nonlinear differential equations of the second
order I, Journal of the London Math. Soc. 1945.

[14] Levinson: A second order differential equation with singular motion, Annals
of Math. 1949,

Pracovano v Ustfednim vistavé matematickém v Praze.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T10:18:20+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




