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Gasopis pro pdstovani matematiky, rot. 76 (1951)

DUKAZ JEDNE VETY WARDOVY

VLASTIMIL PTAK, Praha.
(Doslo 15. kvétna 1951.)

(lének obsahuje jednoduchy ditkaz véty o derivabilitd additivnf
funkee intervalu v m-rozmé&rném euklidovském prostoru.

Budiz ddn pevné euklidovsky prostor E,,.

Kdyza = (a,...,ap) € Ep 8 b = (by, ..., by) € By, jsou dva body ta-
kové, ze a; << b;prot =1, 2, ..., m, potom nazveme intervalem vytvofe-
nym body a, b a oznaéime J|a;, b;] mnoZinu téch (z,, ..., Zp) € Ep, pro nd
platie,; < 2z, < b;proi=1,2,...,m.

Mnozinu R C E,, nazveme figurou, existuje-li koneéné mnoho inter-
vali Jy, ..., Jptak, e R=J, + ... + Jp. Jsou-li 4, C By, A3 C Epp dvé
libovolné mnoziny, potom fekneme, ze 4, a A, se nepfekryvaji, jestlize
mnoZina 4,4, nemd vnitini bod.

Funkei intervalu nazyvédme zobrazeni mnoZiny vsech intervalt do
mnoziny viech &sel redlnych. Funkei intervalu F(J) nazveme additivni,
jestlize plati F(J, + J,) = F(J,) + F(J,) pro kazdou dvojici nepfekry-
vajicich se intervall J,, J,, pro néz J, + J, je zase interval. Snadno se
dokéze, Ze kazdé additivni funkce intervalu muZe byti roziifena na vie-
chny figury pravé jednim zpiisobem tak, Ze plati F(R, + R,) = F(R,) +
-+ F(R,) pro kazdé dvé figury R,, R,, které se nepfekryvaji.

Je-li dédna libovolnd mnoZina M C Ep, pak | M| bude znadit jeji horni
Lebesgueovu miru, (M) bude znadit jeji primér. Bod z ¢ Ey, budeme na-
zyvati bodem silné horni hustoty mnozZiny M, jestliZe ke kazdému ¢ > 0
existuje d(g) > 0 tak, %e plati |MJ| > (1 — ¢&)|J| pro kaZdy interval J,
pro néjz z € J a 8(J) << d(¢). Plati potom véta: Je-li M libovolnd mnoZina
M C E,,, pak skoro vSechny « ¢ M jsou body silné horni hustoty mno#i-
ny M.

Je-li J = [a;, bg] a oznatime-li l; = b; — a;, I = max{l;}7 , potom

m
¢islo 1'I—lli nazveme parametrem regularity intervalu J a budeme je zna-
=1

giti »(J). BudiZ déle ddna pevné additivni funkce intervalu F(J). Pro
ka%dé z € By, a kaZdé x € (0, 1> definujeme ‘
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F
F(a,(x) = Sup inf ﬂ—)
- >0 zeJ IJ
J)<e
r(J)=x

F(x) = inf sup P
£>0 zeJ IJ
aJ)y<v
r(J)=x
F(x) = inf F,(x),

- 1=Za>0 —

Fla) = supof(a)m.

1=a>
Ziejmé pro kazdy x € E,, a kazdé « € (0, 1) plati
F(z) < Fopfe) < Frafz) < Fla).

Rekneme, %e F m4 derivaci v bodd z, kdy? plati F(z) = F().

V roce 1937 dokézal A. J. WARD*) tuto vétu: Nechf F je additivns
funkce intervalu v E, a nechf D znamend mnofinu téch x € E,,, proné
bud Flz) > — o0 nebo F(x) < + 0. Potom skoro viude v D md funkce F
derivaci koneénou.

Ukolem tohoto &lénku jest ukdzati, e je mo¥no dikaz véty Wardovy
zjednodusiti zavedenim jednoho specidlniho druhu derivace. Ziroven
lemmata, z nichz se dikaz skldd4d, nabudou samostatného smyslu. Zave-
deme proto nékteré dalsi pojmy. Pro kazdé pfirozené k necht &, zna-

P pi+1

men4 systém vSech krychli tvaru [ kdez p; (¢t =1,2,...,m)

_ P |
jsou libovolné &isla celd. Takové krychle budeme nékdy nazyvati sito-
vymi krychlemi. Pro kazdé € E,, a kazdé pfirozené n polozme

.. FK)
L) =, s TET
- F(K)
) = S TR

F(2) = lim inf du(2),
7(:7:) = lim sup ;l;(x).
Rekneme, 7e F m4 sitovou derivaci v bod$ z, kdy? plati

F(z) = r(x).
*) Fund. Math. (1937).
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Naznadime postup diikazu, ktery se v podstatd sklddd ze dvou &asti.
V prvni &isti dokdZeme pro sitové derivace vétu, obdobnou vété War-
dové. Ditka~ je zaloZen na lemmatu (1,1) o pokryti, které v podstaté po-
chézi od WarRDA. V druhé &4sti hraje podstatnou ilohu geometrické
lemma (2,1), které ndm umozni pfevésti vySettovani derivace F na vy-

¥y

Setfovani jednoduss§i derivace F.

(L1). M&ime Qe By a mnoZinu E C Q.

Necht |E| >'1—9)|Q], 0< o< (§™

Neckt & je systém sitovych krychli K C @ takovich, Ze ke katdému
z € B existuji K € &, pro néf x € K. Pak existuje rozklad Q@ = K, + ... +
+ K, + B, + ... + B, s nepfekryvajicims se séitanci tak, (e K;e & a B;
jsou sitové krychle, pro né% B,E =+ 0, |ZB;| < 2mg|Q)|.

Dikaz. Omatme = E[K ¢ 8 0 26, KE + 0, B, = E 0 K.

i<n EeR,,

Protoie E, C Eypyq, ZE, = E’, muzeme voliti tak veliké n, Ze |E,| >

> (1 —p)|Q|. Oznatme R = XK. Vezmeme nyni vSechny krychle
KR,

KCQ, Ke 2(95 Takovou krychli K e ®; nazveme prvniho druhu, je-li

Ke &,, nazveme ji krychli druhého druhu, jestlize zaroven

(1) K se ptekryva s figurou R,

(2) aspon jedna z 27 krychli sita &, v nf obsaZenych se nepfekryva
s figurou R.

Snadno se dokdze, Ze kazdy bod krychle  patii aspori do jedné
krychle prvniho nebo druhého druhu. Skuteéné, kdyz = € Q nepatiido R,
vezmeme libovolnou krychli K, sita @,,, kterd ho obsahuje. Ta se nepfe-
kryje s R. Necht pro ¢ < n K; znamend onu krychli sita ®;, pro niz
K, DK, Jest Q =K, DK, 41D..D0K,.

Prvni ¢len této posloupnosti se pfekryva s R, posledni élen se nepfe-
kryvéd s R. Existuje tedy index j (k < < n) tak, Ze K; se pfekryvé s R,
ale K;;, se neptekryva s R. Potom zfejmé K; je krychle druhého druhu,
obsahujici «.

Existuje tedy rozklad @ = K, + ... + K, + B, + ... + B, s ne-
prekryvajicimi se s¢itanci tak, Ze K; e & a B; jsou krychle druhého druhu.
Odhadneme |ZB,|. Kazdé B; obsahuje krychli W; o poloviéni strané, ne- -
prekryvajici se s B. Odtud

|ZB;| =2mZW,;| < 2m|Q © R| < 2mp|Q)|.
(1,2) BudiZ D mnoZina téch x, kde F(z) < — c0.
Potom skoro vdude v D jest F(x) =?(x).
Diikaz. Necht to nenf pravda. Potom pro vhodné r budou pro funkei

G(J) = F(J) —r|J| existovati mnozina 4 kladné horni miry a &sla p, ¢
téchto vlastnos‘m -
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xeA=>0<=G(x) < p<g<G@).
Existuje nynf mnoZina E C A kladné horni miry a &islo ¢ > 0 tako-
vé, %e pro kazdou krychli @ z néjakého ®,, pro niz 6(Q) < g, QE =0
plati G(Q) > 0. Bud nyni z,€ E bod silné horni hustoty mnoziny E.

1 g—0p

1
Vezméme kladné &islo o = om < 57 - Existuje nynin > 0 takové,

ze pro kazdy interval J, obsahujici z, a praméru < plati [EJ| >
> (1 — p) |J|. Protoze Q(z,) < p, mhzeme voliti krychli @ z néjakého
®, tak, Ze xy € @, 6(Q) < min(s, n) a pfi tom @(Q) < p|Q|. Bude potom
té% |EQ| > (1 —p) |Q|. Ve viech bodech mnoziny EQ jest G(x) > g,
takze ke kazdému bodu z € EQ existuji libovolné malé sitové krychle K
jej obsahujici a spliiujici G(K) > ¢|K|. Podle lemmatu (1,1) existuje roz-
klad Q = K, + ... + K, + B, + ... + B, = R + 8 na nepfekryvajici
se sifové krychle, p¥i Sem? pro kazdé K, plati G(K,) > ¢|K,| a kazdé B; se
protne s E. ProtoZe §(B;) < 6(Q) < o, jest G(B;) > 0; kromé toho

[8] < 2mo|Q| :~Q-—TP |@Q|. Odtud

#(Q) = AR) + 6(S) > ¢|B| > q(1 — =) @] = @], cot fe spor.

(1,3) Necht D je mnoZina téch x, pro néZ F(x) = + 0.

Potom |D| = 0. -

Dikaz. Dejme tomu, %e |D| > 0. Pak existuje £ C D kladné horni
miry a &islo ¢ > 0 tak, %e pro kazdou sitovou krychli @, pro niZ 6{Q) < o
a QF = 0 plati F(Q) > 0. Zvolme z, ¢ E bod silné horni hustoty mno-

. 11 S .
finy E. Zvolme p = Existuje > 0 tak, %e pro kaZdy interval J,

2 om’
obsahujici bod z, a priméru < % plati |[EJ| > (1 — ¢) |J|. Zvolme sito-
vou krychli @ tak, aby z,e @, 6(Q) < min(c,7), takze bude [EQ| >
> (1—o) Q|

Polozme F(Q)

Ve vSech bodech mnoZiny £Q plati F(x) > g, takie ke kazdému z ¢ EQ
existuji libovolné malé sitové krychle K jej obsahujici a spliiujici F(K) >
> g|K|. Podle lemmatu (1,1) existuje rozklad na sifové krychle Q@ =
=K, +..+K,+ B, + ... + B, = R + 8 tak, ze

F(K,) > q|K/, BiE + 0, |S| < 2me|Q| = }|Q|.
Jest potom F(8) > 0, takze
F(Q) = F(R) 4 F(S) > F(R) > q|R| > q . }|Q| = F(Q),

coZ je spor.
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_ (1,4). Necht D je mnotina téch x, pro né bud F(x) > — o nebo
F(x) < + 0. Potom skoro vude v D md F stfovou derivaci koneénou.
Diikaz plyne ihned z pfedeslych dvou vysledki.

(2,1). Budtet ddna dvé &sla o, A

0<a<(3)m 0< A<l

Pak existuje kladné éislo o = p(wx, 1) tak, Ze pro kaZdy interval J para-
metru regularity > o existujé dva intervaly R; a R, takové, %e R; C J C R,,
[Ry| > (L—2) [I], | Be| < (1 + 2) |J]. PmtomRizR se skladayizkrychh
jistého sita @, jehoZ krychle maji objem > o|J| a ddle obé figury R, © J,
J © R; se rozpadaji na koneéné mnoho nepfekryvajicich se mtervalu para-
metru regularity = o a objemu > g|J|.

Dikaz. Zvolme pfedevdim f > 0 tak, aby zéroven
L+pm<1l+24 (1—fm>1—A

Ukézeme, Ze &islo ¢ = (,4;« . )™ vyhovuje podminkédm lemmatu. Budiz
tedy J = [ay, b;] libovolny interval parametru regularity > «. Bez ome-
zeni obecnosti miZeme piedpoklddati, Ze &isla I; = b; — a; spliiuji ne-

rovnost 1, <1, < ... < 1, < 1. Platf potom 1, < i l,. Vezméme &islo
=3p<il. Prow=—2, —1, 0, +1, 4+ 2 necht J, znamend
interval [a; — wl, b; 4+ wl].
Jest tedy J_,CJI_1CIo=J CJ41C 42

[‘I{;T[ _H(1+ ,)<H(1+ )<(1+ﬂ)’”<1+,1

| —s| — 1'[(1_____)> H(l_él.l) >{1—pm>1—A.

1] I
Volme nyni pfirozené k tak, aby
1
9k—1 > l> ok

(to je moZné, protoze ! < 1). R; (R,) bude soudet v8ech krychlf sita @,
které se protnou s J_, (J4,). Vzhledem k volbé k bude J_y C B;CJ-, C
CJ CJ41 C R, C Jyy, takie jejich pomérné objemy maji Zddané vlast-
nosti. 0zna.éime i R; = [a®, U], R, = [a{, b], pak plati nerovnosti
pro kazdé j

a(’) < a; < a(" < b“) < b < b(O)

pti dem? rozdil kazdych dvou po sobé nésledujicich &isel je aspoti roven .
Timto zplisobem se nidm obé figury B, © J i J © B, rozpadnou na
3m — 1 intervald, jejichz ka#d4 strana je = I. KaZdy z téchto intervali je
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déle moZno rozdéliti na intervaly I,, jejichz kazd4 strana jest > la < 2i.
Takovy interval mé potom parametr regularity > 4™ > «. Zbyvé od-
hadnouti objemy intervalt I a krychli K ¢ ®,. Jest |[,| >1Im, |K| =

m m
= (_L) > (é) . Stadi tedy dokézati, Ze (1I)™ > p|J|. Jest viak

| = ) = (3] (1) =z al

Pozndmka, které uZijeme pozdséji
5’.+2z<5(1+4ﬂ)<ﬁ( -11”
2 =2 32 2
(2,2). Budiz 0 <& << (3)™. Necht D znamend mnoZinu téch x, pro néZ

— 0 < F(,,)(x) Potom skoro véufle v D plati F(a)(x) ( )

Diikaz. Necht ta véta neplati. Potom pro vhodné ‘budou pro funkei
Q(J) = F(J) —r|J| existovati mnoZina A4 kladné horni miry a dvé disla
P, q tak, Ze plati xe 4 = 0 << G(y)(r) < p < ¢ < G(x). Existuje nyni
E C A kladné hornf miry a &slo ¢ > 0 takové, %e plati obs implikace
JE £0, r(J) =, 6J)<<o=GJ) >0,
KE +0, K €®,, §(K) < o= Q(K) > q|K|.

‘Bud nyni z, € £ bod silné horni hustoty mnoziny E. Vezméme v lemmatu
@21)zad=1_

Pa piisludné ¢ = p(x, 1). Existujey > 0 tak, Ze kazdy
interval J, ktery obsahuje bod %, a mé primér mensi nez ), spliiuje
|BJ| > (10— ) |J].
Protoze G(,)(%,) < p, existuje interval J téchto vlastnosti:
zged, r(J) = «, 8(J) < min(s, ), &J) < p|J|

z hofeniho potom plyne jesté |EJ| > (1 — g) |J|. Podle piedeslého lem-
matu (2,1) existuje rozklad J = K, + ... + K, + J; + ... + J; s ne-
prekryvajicimi se séitanci. P¥i tom K, jsou sifové krychle, J; majf para-
metry regula.nty = o a objem ka?dého z t8ch sdftancd jest > p|J|,
z &eho plyne, %e kazdy ten stitanec se protne s E.

Protoze d(J) < o, plati to tim spiSe pro kaidy ten séitanec a tedy,
oznadime-li B = £K,, § = ZJ,, bude &(8) > 0 a zéroven |S| < q;—p .
. | 7| Potom

G(J) = G(R) + G(8S) > G(B) > g|R| > plJ]
coZ je spor.

222



Definice. Je-li J = [ay, b,] interval o stiedu s = (s, ... s,) a strandch
l, = b; — a;, potom necht 2J znamen4 interval | s;, — V 2=, 8+ /2 —]~
Jest [2J] = 2|J|.

Pozndmka. Podle pozndmky k lemmatu (2,1) plati vidy J;, C 2J.

(2,3). BudiZ D mnoZina téch x, pro néZ — o0 < Ii(x) a zdroves F(z) =
= 4 0. Potom |D| = 0.

Diikaz. Podle theorému (1,2) a lemmatu (2,2) existuje nulové N, tak,

Ze na D — N, jest — 0 < F(z) = F(2) = F(2), F(z) = + 0. Podle

lemmatu (1,3) existuje nulovd N, tak, #e na H = D — N, — N, plati
— 0 < F(z) = F(z) = F(z) < + 0, F(z) = + 0. Stadi tedy dokd-
zati |[H| =0.

Dejme tomu, Ze |[H| > 0. Potom pro vhodné r pro funkei G(J) =
= F(J) — r|J| existuje mnozina B C H kladné horni miry a &islo p tak,
ze plati ze B=>0 < G(z) = G(z) = G(z) < p, G(x) =+ . Volme
¢ = 2p. Existuje podmnozina C C B kladné horni miry a &islo o < ;77'
tak, %e x ¢ C = G,y > q. ProtoZe na mnozing C plati G, > 0, G<p,
existuje mnozina E C C kladné horni miry a é&islo ¢ > 0 tak, Ze

8(J) < 0, r(J) >, JE =+ 0 = G(J) >0,

0(K) <o, KeG,, KE + 0= G(K) < p|K|.
Volme dile 0 << 4 << 1 a vezméme pFisludné p = o(wx, 4). BudiZ z, € £ bod
silné horni hustoty mnoziny E. Existuje n > 0 tak, Ze z,eJ, 6(J) <
<n=|BJ| > (1—1p)|J|. Protoie G, > g, existuje interval J
tak, ze

zoed, r(J) = «, 6(2J) < min(o,7), G(J) > g|J|.
Nyni kazdy interval I C 2J, jehoZ objem je vétsi neZ g|J| protne E, nebot
o|J| = %o|2J|. Podle nadeho lemmatu (2,1) existuje R, D J tak, Ze se
skladé ze sitovych krychli objemu > p|J|. Podle pfedeslé pozndmky jest
R, C 2J, takZe

G(R) < p|Bo| < 2p|J] = g}J].

Zaroven R, © J se rozpadd na nékolik intervalli parametru regularity
=« a objemu > g|J|, je tedy G(R, © J) > 0. Odtud G(R,) > (J) >
> g|J|, coZ je spor.

(2,4). (Véta Wardova.) Necht D znamend mnoinu téch x, pro nék bud
7(x) > — 0 nebo F(x) < + 0. Potom skoro vSude v D md F derivaci
koneénou.
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Dbiikaz.
D = E[— o < F(z), F{z) < + 0] + B[— o0 < F(2),
z - z -
F(x) = + 0] + E[— 0 = F(z), F(z) < 4+ ] = D, + D, + D,.
x il
Podle ptedeslého lemmatu (2,3) a lemmatu k nému symetrického, obd

posledni mnoziny jsou nulové. V prvni mnoZiné skoro v8ude jest F(x) =

= F(z), F(z) = F(z) podle (2,2) a lemmatu symetrického a koneénd
podle (1,4) jest v D, skoro viude F(zx) = F='(x).
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