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Gasopis pro pdstovani matematiky, rot. 76 (1951)

O JEDNOM VYTVORENI JONQUIERESOVY INVOLUCE
PATEHO STUPNE

J. BILEK, Praha.
(Doslo 13. dubna 1950.)

V élanku se sestrojuje rovinné involutorni Cremonova piibuznost
s koneénym podtem vyjimek s pomoci sloZeného lineédrniho systému S3
kiivek 4. stupns.

Necht body 4,, 4,, ..., 44 tvoii basi svazku kubik §i. Bodem 4,
jako dvojndsobnym a ostatnimi jako jednoduchymi-je urden komplex
kvartik tfeti dimense S3(42, 4,,..., 4,). Komplex 83 vytne na obecné
kubice svazku 8} hnearm bodovou soustavu g}, nebot g3 a g2 jsou na
obecné kubice nemozné. Komplex §3 je tedy slozeny linearni systém, t. j.
v8echny kvartiky systému S$ jdouci ne]akym bodem P, jdou nutné jesté
dalim bodem P’. Bodovs dvopce P, P’ je homologickou dvojici v cen-
trické involuci, kterou na kubice svazku S1 vytne komplex kvartik S3.
Zvolime-li libovolny bod P v rovind, ktery neni totoZny s Zddnym bodem
4,0=1,2,...,9), odpovidd mu jediny bod P’ a obricens. Vznikd tak
v rovind involutorni' piibuznost jednojednoznaénd s koneénym podtem
vyjimek, jak v dalsim ukaZeme. Patii tedy tato involuce mezi rovinné
Cremonovy transformace. Abychom nalezli, co odpovidé bodu 4,, uva-
#ujme bod P soumezny k bodu A4, ve sméru ¢. Ve svazku S} jest tim
uréena jedind kubika majici v bodé 4, teénu  a v komplexu kva.rtlk S$
je tim urdena sit kvartik,; které maji v bode A, spoleénou tednu ¢. V této
siti existuje jedind kvartika, kterd mé bod A za trojndsobny a ostatni
body za jednoduché. Tato raciondlni kvartika protne kubiku majfei
v bodé A, teénu ¢ jeéte v jednom bodé, ktery 0dpov1da tedy bodu P.
Nechédme-li nyni smér ¢ nabyti viech moznych smérii, dostaneme vSechny
body, které odpovidajl bodu 4,. Vldime, %e bodu 4 1 odpovid4 raciondlni
kvartika K,(A43, ey Ag).

Necht se nyni bod P blizi k bodu 4, v libovolném sméru ¢. Ve svazku
kubik S} je tim urena jedind kubika s te¢nou ¢ v bod$ 4, a v komplexu
kvartik S 3 je tim urdena sit kvartik, které maji ¢ za spoleénou teénu
v'bod§ A,. V siti kvartik existuje svazek eliptickych kvartik, ktery ma
druhy dvomasobny bod base v bodé 4,. Tento svazek eliptickych kvartik.
prochdzi jesté dalsim bodem, nebot body A2, A3, A, ..., Ay plati za
15 bodk jeho base. Tento 16. bod base je pak bod odpovidajici bodu P.
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Av3ak uvazovany svazek eliptickych kfivek se rozpadne na pfimku 4,4,
a svazek kubik §}. Piimka, A, 4, protne kubiku, majici v bod$ 4, teénu
%, jesté v jednom bod$, ktery tedy odpovidd bodu P. Ménime-li smér ¢,
vidime, Ze bodu A4, odpovid4 celd pfimka 4,4 ,. Podobné je tomu u ostat-
nich bodt 43, ..., 44. Snadno nahlédneme, Ze jinych hlavnich bodt neni.
Abychom stanovili stupen této involuce, uZijeme zndmého vztahu

: 3(% _— 1) = Zoc;,

tedy v nafem p¥ipadé

3n—1)=12 a n = 5.

ﬁledejme nyni k¥ivku samodruznych bodé. SamodruZzné body centric-
kych involuci na kubikdch jsou zdroven samodruzné body nasf involuce.
Ponévadz hlavni kiivka odpovidajici bodu 4, mé v 4, trojndsobny bod,
proto k¥ivka samodruZznych bodd 4 mé bod 4, rovnéZ za trojnisobny
a teény hlavni k¥ivky v bodé 4, jsou zdroven teénami kiivky A4 v bodé

A,. Podobné musi se 4 dotykati hlavnich pfimek 4,4; v bodé 4,. M4
tedy obecnd kubika ze svazku S! s kfivkou A celkem 15 prisedikt
(3 + 8 4 4). Z toho plyne, Ze kiivka A je stupné patého. K¥ivka A je
tedy A(A3, Ay, ..., 4y).

. Obecné piimce odpovid4 raciondlni kvintika, kterd m4a bod 4, za
Styfndsobny a ostatni body 4,, ..., 49 za jednoduché. Vedme piimku
bodem 4,. Od odpovidajici kvintiky odpadne hlavni kvartika odpovida-
jici bodu 4, a zlistane ndm jen pfimka. Dand pfimka protne hlavni kvar-
tiku jestd v jednom bod$ a kiivku A jesté ve dvou bodech. Proto ptimka
ji odpovidajici jde zase bodem 4, a témi dvéma samodruznymi body, je
tudiz samodruzn4. NaSe involuce v ni indukuje bodovou involuci, kterd
ony dva samodruzné body m4 za své samodruzné body. Svazek kubik S
vytne na samodru?né pfimce svazku se stfedem v A, linedrni soustavu
bodovou g1. Dvojice této soustavy tvoti dvojice nasi involuce. MiiZeme
také oviem Fici, Ze svazek piimek S} se stiedem v 4; vytne na obecné
kubice svazku S1 lineédrni soustavu bodovou g} a jeji dvojice jsou dvojice
nasi involuce. Je tedy moZno nasi involuci take vytvoriti pomoci svazku
piimek S1 a svazku kubik S} , kterdZto konstrukce je zndmajsi.

: Uzume nasf mvoluce ke studiu rovinnych kvartik. V komplexu

kvartik 83(42, 4,, ..., 4,) je obecnym bodem roviny uréena jedind rozpa-
dajici se ehptlcké. kva,rtlka, kters md ten zvoleny bod za dvojnasobny.
Nebof jde-li bodem B, jde také bodem B’ a slozen4 kvartika je ¥ . 4,B.
Existuje vSak oo! bodd, kterymi jako dvojndsobnymi je urden. svazek
eliptickych kvartik. Zvolme bod B na kfivce A. Timto bodem v 83 je
urdena sit kvartik, které se dotykaji kubiky svazku S} jdouct bodem B,
tedy maji spoleénou tednu v bodé B. V této siti vSak existuje svazek elip-
tickych, obecné se nerozpadajicich kvartik. Irreducibilnost snadno na-
hlédneme. Kvartika se miiZe rozpadnout dvéma zptisoby, bud na pfimku
a kubiku, nebo na dv®$ kuZelosetky, které se pfipadné zase rozpadnou.
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Svazek eliptickych kvartik S} uréeny bodem B obsahuje pouze jedinou
kvartiku rozpadlou na pfimku a jednoduchou kubiku. Je to kvartika
sklddajici se z kubiky svazku 8} jdouci bodem B a z piimky jdouei body
A,, B. Rozpadnuti na dvé kuzelosedky je vSak nemoiné. Nebot pak by
existovala kuZelosedka jdouci body 4,, B a tieba jesté body 4,, 45, 4A;.
" Druh4 kuZelosetka by musila obsahovat 4,, B a Ay, Ag, ..., Ag, t.]. Sest
bodi base by leZelo na kuZelosedce, coz pii obecné volbé bodti 4,, ..., 4,
je vyloudeno. Tento svazek S1(43%, 4y, ..., 4y, B?) vytind na kiivee 4
linearni bodovou soustavu gi, kterd mé 12 dvojnidsobnych bodd Z,.
V téchto bodech Z, se bud kvartika svazku k¥ivky A dotykd, nebo tam
mé dvojndsobny bod. Dotyk vSak u eliptické kfivky je vylouc¢en, nebot
samodruzné body na eliptické kiivce nemohou splynouti. Tedy v bodech
Z; maji uréité kvartiky svazku dvojndsobné body. Existuje proto v kaz-
dém eliptickém svazku kvartik, ktery je uréen obecnym bodem B na 4,
12 raciondlnich kvartik. Jedna tato raciondlni kvartika se rozpadne, totiz
kvartika 4,B. k2, kde ki znadi kubiku svazku 8%, jdouci bodem B.

Na kiivee 4 lezi také dvojndsobné body raciondlnich kubik svazku
S1. Nebot svazek S] vytne na A linedrni bodovou soustavu g}, kterd ma
také 12 dvojndsobnych bodi, ve kterych ze stejného divodu jako diive
lezi dvojndsobné body néjaké racionalni kubiky svazku §}. Oznadme
tyto body ¥ ;. Volime-li bod B=Y;, pak svazek kvartik S1(42, 4,, ...,
A4, B?) se rozpadne na kubiku k% a svazek p¥imek o stfedu 4,. Svazek
piimek vytne na A4 linedrni bodovou soustavu g1, kterd md 8 dvojnésob-
nych bod#, které splyvaji s body 4., ..., 44. Kubika k%i protne kiivku 4
jesté ve dvou bodech D;, D;. KdyZ bod B= D,, je tim urden svazek elip-
tickych kvartik. V tomto svazku existuje sloZzend kvartika ATﬁi K.
Prisedik piimky 4,D; s kubikou k% je dalii dvojnésobny bod kvartiky;
lei tedy také na 4. Z toho plyne, Ze z uvedeného poétu 12 bodi musime
vynechat v tomto pi¥ipadé dva body. V tomto pfipadé existuje ve svazku
S1(A42, 4,, ..., Ay, D?) 10 raciondlnich, nerozpadajicich se kvartik.

Shrneme-li naSe vysledky, mZeme ¥ici:

V komplexu kvartik 83, jehoZ base splyjvd s bast svazku kubickyjch kii-
vek, pii demZ jeden bod base je pro komplex kvartik dvojndsobny, neexistuje
sreducibilni eliptickd kvartika s daldtm libovolnym dvojndsobnym bodem B.
Zvolime-li bod B na kiivce pdtého stupné A, je jim jako dvojndsobnym uréen
svazek eliptickych kvartik, obecné se merozpadajicich, a v tomto svazku
existuje 11 raciondlnich ireducibilnich kvartik, které maji svij tFeti dvoj-
ndsobny bod také na kfivce A. Na kfivce A existuje 12 bodit Y, v nichZ le£i
dvojndsobné body raciondlnich kubik svazku S} a jimiZ urdeny svazek elip-
tickych kvartik se sklddd z kfivek se rozpadajicich. Vedle toho, existuje na A
jedté 24 bodi Dy, D;, kterymi je uréen svazek eliptickych kvartik obecné se

nerozpadajicich, ale v téchto svazcich existuje pouze 10 ireducibilnich racio-
ndlnich kvartik.
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Uvazujme nyni o degeneraci nasi involuce.

Dva hlavni body prvniho stupné a jeden tvrtého stupne lezi v jedné
piimce. Reknéme, %e to jsou body 4,, 4,, 4;. Potom zbyvajicich est
bodit 4, ..., Ay lezi na kuzelosedce k,. Na obecne kubice svazku S} vytne
komplex S” zase linedrni bodovou soustavu 1. Na kuZelosedce Ic2 vytind
také hnearm bodovou soustavu gi, nebot v komplexu S3 existuje svazek

kvartik, které maji kuZelosetku k, za souddst. Pfimka A4,4,4,= p ne-
protind komplex S} obecné v Zddném dalsim bods. Abychom nasli, co
odpovidéd bodu na p¥imce p, volme na ni obecny bod P. Timto bodem
urdend sit kvartik se rozpadne na piimku p a sit kubik S3(4,, 4,, ..., 4,),
kters kuZelosetku k, protiné jen v bodech 4,, Aa, . A Na pr1mce P
vytind sft kubik S linedrni bodovou soustavu g3, nebot‘ v 82 existuje
jedind sloZend kubika, obsahujici pfimku p, a je to k, . p. Vezmeme-li jak
na k,, tak na p dvojice involuce g} za dalsi dvojice nasi involuce, dosta-
neme tak, Ze kazdému bodu v roving, riznému od hlavnich bodi, odpo-
vida zase jeden bod. P¥{mka p je pfimkou samodruznou a rovnéz kuzelo-
secka k, je samodruznd. Body 4,, 4, prestavaji byti body hlavni, nebot
jim odpovidd jediny bod. Snadno se nahlédne, kdyZ spoéitdme spoleéné
pruseéiky, ze pfimka p je souddsti hlavni kfivky odpovidajici bodu 4,,
kfivky samodruznych bodié 4 a homaloidu. Nechdme-li tedy tuto ptimku
jako soudést homaloidu stranou, odpovidd pak piimece jiZ jen kiivka
étvrtého stupné. Dostaneme tak involuci étvrtého stupné o charakteris-
tice 13, 6!. LeZi-li tedy dva hlavni body prvniho stupné s hlavnim bodem
étvrtého stupné v piimee, pak nase involuce degeneruje v involuci stupné
o jednotku nizsfho.
Necht nyni lezi v ptimce p t¥i hlavni body prvniho stupns, tieba
Ay, Ag, Ay Pak Ay, Ay, ..., Ay leZi na kuZelosedee k,. Na obecné kubice
vytne 8% linedrni bodovou soustavu g} jako diive. Na sloZzené kubice
p .k, vytne 53 také g1, ale tak, Ze body z g} na pf¥imce p odpov1daji
bodum g1 na kuzeloseéce k,. Pri této zvlastni poloze degenerace nasi
involuce nenastane.
Nechdme-li dalsi dvojici hlavmch bodi A,,4; s A, leiet v piimce p,,
dostaneme Jonquiéresovu involuci t¥etiho stupné. Pr1 dalsi dvojici stejné
polohy dostaneme kvadratickou inversi se stfedem v A4, a kone&nd p¥i

dalsf stejné poloze zbyvajici dvojice bodili, dostaneme centrlckou invo-
luci.
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