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Gasopis pro péstovani matematiky, ro&. 76 (1951)

PREKLAD GRUPY DO JE)Ji PODGRUPY

JAN MARIK, Praha.
(Doslo dne 11. VIII. 1950.)

V posledni kapitole Zassenhausovy knihy ,,Lehrbuch der Gruppen-
theorie (B. G. Teubner, Lipsko-Berlin 1937), nazvané ,,Verlagerung
in eine Untergruppe‘, je popsina methoda, jak lze v nékterych
grupéch najit vlastni normélni podgrupy. Touto methodou 1ze na pi.
snadno dokéazat, Ze kazdé jednoduché grupa fadu lichého a mensiho
nez 5000 mé ¥4d prvoéiselny. Prvni paragraf uvedené kapitoly je vSak
psén velmi nesrozumiteln®; tkolem tohoto ¢lanku je vylozit tento
paragraf srozumitelndji a doplnit jej. Véty zde uvedené nejsou samy
o sobd zvlé&té zajimavé; maji jen pomocny réz a pouzivé se jich
v dalich paragrafech.

Pozndmka 1. Je-li ¢ zobrazeni mnoziny 4 do mnozZiny B a je-li
C C A, znadi ¢(C) mnozinu viech ¢(c), kde ¢ € C. Obsahuje-li mnoZina
@(C) pravé jeden prvek, ztotoznime mnoZinu ¢(C) s prvkem v ni obsa-
Zenym.

Poznamka 2. Permutaci mnoziny M nazyvdme prosté zobrazeni
M na M. Méjme nyni zobrazeni ¢, 9 mnoziny M do M takovi, Ze plati
@(p(m)) = m pro kazdé me M. Protoie ¢(p(M)) = M, je tim spiSe
¢(M) = M; to znamend, Ze @ je zobrazeni M na M. Je-li p(m,) = p(m,),
jem; = @(y(m,)) = @(p(m,)) = my,; to znamend, Ze  je zobrazeni prosté.*)
Existuji-li tedy k zobrazeni ¢ zobrazeni y, y tak, Ze pro kazdé m e M plati
oba vztahy @(x(m)) = m, y(@p(m)) = m, plyne z prvniho vztahu, Ze ¢
je zobrazeni M na M, z druhého, Ze ¢ je zobrazeni prosté; pak je tedy
@ permutaci, py = y = @~1. Mdme-li tedy ndjakou grupu zobrazeni mno-
ziny M do M, jsou zobrazeni z této grupy jisté permutace.

Véta 1. Necht jsou splnény tyto predpoklady:

M je neprdzdnd mnoZina,

IT je (libovolnd) grupa permutact mnoZiny M,

H je grupa,

D je mnoZina véech zobrazent M do H.

*) Nijak odtud neplyne, %e n&které ze zobrazeni g, y by musilo byt permutac,
jak ukazuje tento piiklad: Bud M mnozina viech pfirozenych é&fsel; bud y(m) = 2m,
@(m) = 12”. resp. p(m) = L bodle toho, je-li m sudsé nebo liché. Vidime ikned,
%e zobrazeni @, ¥ nejsou permutace a Ze plati p(y(m)) = m pro kadé ptirozensé m.
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Utvorme mnoZinu IT X D vdech dvojic (7, p), kde 7t € II, ¢ € D. Definujme
na mnoZiné IT X @ operaci takto:
(1, @1) - (25 @2) = (7, @),
kde prvky z, @ jsou uréeny vztahy
7t(m) = 7y (7wy(m)), :
@(m) = @y(7a(m)) . @y(m),*) (x)
Pak je IT X D grupa.
Dikaz. L.
[(nls <P1) . (ﬂ2s <P2)] . (7'[3, <Ps) = (TC, ‘P) . (7!3, ¢3) = (7'5’, 9”’)’
kde pro &, g plati (x) a proz’, ¢’ plati
n:(m) = 7t (7v5(7t5(m))), '
@'(m) = p(ms(m)) . p3(m) = @y(7a(73(m))) . Polg(m)) . Ps(m)
pro kazdé m e M. :

(701, @1) -'[(nz’ @a) (703, P3)] = (0, 1) - (7, ) = (=", ¢"),
kde pro 7, @, n”, ¢" plati
a(m) = my(73(m)),
Bm) = pufay(m) - pa(m),
7"(m) = 7v)(7y(7wa(m))),
@"(m) = @y(7(m)) . P(m) = @y(75(7r3(m))) . Py(r3(m)) . 3(m)
pro kaZdé m e M.
Vidime, Ze n’ = n”, ¢’ = ¢”, plati tedy zdkon asociativni.
II. Budj jednotka grupy-H. Necht pro 7,, @, plati
wo(m) = m,
Polm) =
~ pro kazidé m e M.

Pak pro kaidy prvek (my,@,) eIl X P plati (7, @y) . (7, @) =
= (7, p), kde

ni(m) = 7y (my(m)) = 7y(m), .
@(m) = @,(mo(m)) . po(m) = @1(m) . j = @,(m)

pro kazdé m € M; to znamens, fe 7 = m;, ¢ = @,. Je tedy (7,, @,) prava
jednotka v IT X @.

ITI. Zvolme (7, ¢;) € IT X D. Utvotme m,, @, tak, aby platilo

7ty (7w3(m)) = m,
P1(75(m)) . @g(m) = j
pro kazdé m e M. '

*) Nésobeni je zde oviem minéno jako operace v grups H.
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Pak plati (773, @1) . (705, @) = (70> Po) (viz IT); je tedy (wg, @5) pravym
inversnim prvkem k prvku (7, ¢1)-

Poznimka 3. Jeli M __{1 2,...,n}, mizeme si prvek (=,q)
zndzornit matici typu n, n, v jejimz - tem sloupci je na 7(7)-tém misté
shora prvek ¢(i) (pro i =1,2,...,n) a na viech ostatnich mistech

je symbol 0. Definujeme-1i0 . 0 = 0 + 0=0,0.A=h~.0=0,0+h=
=h+0=nh pro kazdé he H (a podobné pro vice séitancli, z nichz
nejvys jeden je rizny od nuly), miZzeme utvofit souéin takovychto dvou
matic podle obvyklych prav1del Zna,zornu]e li matice (a,,k) (resp.
(ai")) prvek (m, ) (resp. (7', ¢")), zndzoriiuje jejich soudin, t. j. matice

(b‘tk)y kde b, = Za,, a;’ prvek (7, @) . (7', ¢'); pro j =& 7'(k) je totiz

aj =0, takze pro it =q(n' (k) je by = A uy - Cwiy,e = (p(n’(k)) .
@' (k), jinak je by, = 0. Volime-li za IT grupu viech permutam mnozZiny
M dostdvdme takto mnoZinu v8ech matic, které maji v kazdém ¥adku
a v kaZdém sloupci pravé jeden prvek z H a vSude jinde nuly. Podobné
zndzornéni muZeme ovSem provést, i kdyz je M libovolnd abstraktni
mnoZina.
Bud nyni H podgrupa grupy @, G + H. Budi

G=T,+T,+ ...
rozklad grupy @ v pravé tfidy (t. j. v t¥idy tvaru rH, kde r ¢ @) pod-
grupy H.*) Budiz déle

M={1,2,...}
mnoZina indexi téchto tiid (zatim nemusi byt M ani spodetnd) a
R={r,r, ...}

budiZ pevné zvolend mnoZina representant téchto tiid.

Ptitadme kazdému g € G zobrazeni g mnoziny M do M (ukéie se, Zze
g je permutace) a zobrazeni ¢, mnoZiny M do H tak, aby pro kazdé
i ¢ M platilo

g97e = 130 - P4 (4)-

(Kazdé gr; leZi v jisté t¥id€ Ty = r5H, tedy existuje g,(t) e H, Ze
plati uvedeny vztah.)

Toto oznadeni budeme zachovivat ve viech dalsich vé&tach.

Poznédmka 4. V&imnéme si, Ze vyjddfeni prvkd grupy @ ve tvaru
r;h, kde r;e R, he H, je jednoznadné; plati-h tedy r.h = r;h’, kde 7,
r;eR, bW eH,plati s = j, h= 4.

Véta 2. Utvorme grupu II vdech permutact mnofiny M, mnofinu @

*) Nézev ,,pravé tHidy‘* je vzat z Zassenhause; Speiser ve své knize ,,Theo-
rie der Gruppen von endlicher Ordnung'* nazyvé ti¥idu tvaru H levou t¥dou.
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véech zobrazent M do H a grupu IT X @ podle véty 1. Pak je pFifazent
g — (g, pg) homomorfni zobrazeni G' do II X ®.

Ditkaz. g,g,7s = g1 - 75,0) - Poa(8) = 750G - Pa (92(0)) - @3, (0), tedy
9:.9:(t) = 9.,(9:(4)),
Po -ﬂi(i) = Pg (52(,’:)) - Py, (1’)'
Vidime pfedeviim, Ze pfifazeni g — ¢ je homomorfismus, tedy mnozina
viech g je rovnéz grupa. Podle poznimky 2 je kazdé g permutace, tedy
skutené g.e IT pro ka#dé g e G. Vidime ihned, Ze plati

(91 -90.) - G2 Pa.) = (9.9, - Pouaa)s
takZe pfifazeni je homomorfismus.

Poznémka 5. Véty 1, 2 a poznamka 3 jsou uvedeny jen pro zajimavost;
v daldfm se z nich pouZivé jen celkem ziejmé okolnosti, Ze kaZzdé g je permutace a Ze
v piipads, Ze H je v G koneéného indexu n, je pfifazeni g — g homomorfn{ zobrazeni
grupy G na jistou (nejednotkovou) grupu permutaci n prvkia. — Zobrazeni grupy
G do grupy prvku tvaru (g, ), znidzornéné maticemi podle pozndmky 3; nazyvé
Zassenhaus ,,monomiale Darstellung*‘.

Poznémka 6. Je-li G libovolné grupa, znaéi G’ (komutant grupy G) podgrupu
v @, vytvofenou viemi komutétory, t. j. prvky tvaru g,9,9," 19,7}, kde g,, gs € G. G’
je v @ uplnd invariantni podgrupa, t. j. plati w(@’) C @ pro libovolny operator w
grupy G. Faktorové grupa G/G’ je Abelova; plati tedy ¢,9,G’ = ¢,G'9,G’ = g.,@’ .
. 913" = g,9,@ prolibovolnou dvojici g, g, prvka z G. Je-li naopak grupa G/N Abe-
lova, plati G’C N.Je-li H C G, znadi oviem H’ komutant grupy H a pod. V3imn&me
si jeSts, Ze se komutant grupy @ rovné podgrupé jednotkové, kdyz a jen kdyz je G
grupa Abelova.

Nyni se obrdtime k hlavni ¢4sti tohoto ldnku. V3ude d4le budeme
predpoklddat, Ze H je v G konetného indexu =, Ze tedy plati pii naSem
oznadeni

M={12,...,n}, R= {r,, 7y ..., Tn}.

Pritadme kazdému g € G tiidu (prvek grupy H/H')
. n
Poulg) = Plo) = H' . [ Ip.0).
i
Podle pozndmky 6 miZeme psit téz P(g) = H'. ntp ,(4), protoZe na po-
ieM

fadi faktorti zde nezéle?i. Zobrazeni P — P4y nazyvame prekladem
grupy @ do podgrupy H; ukédZe se, %e toto zobrazeni nez4dvisi{ na volbg
representanti r,.

. -Véta 3. P je homomorfni zobrazent G do H|H'.

Dikaz. Plggy) = H' . [ [90n(®) = B : | Ip0.@ali)) . 00si) = H'-
e le
. l—[tp,,(l) H'.]]p,.() = P(g,) . P(g,); p¥i této tipravé jsme pouzili toho,
7 el

l‘ﬂl(jl.) .
Ze g, je permutace mne¥iny M.
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Poznamka 7. M&jme homomorfni zobrazeni ¢ grupy @ na grupu G;. Bud G,
mnozina viech € G, pro néz plati o(z) € G’ (kde G,’ je komutant grupy G,). Protoze
obraz komutétoru je opdt komutétor, je kazdy komutétor grupy G obsazen v Gy,
plati tedy

G, D&, G = 06(Gy) Do(&).

Avgak grupa 4 = 0(G)/0(@") je homomorfnim obrazem grupy G/G", tedy je A grupa
Abelova a plati 6(G’) D @,’. Mame tedy G}’ = ¢(G’) neboli [6(F)]" = o(G").

Véta 4. Bud o homomorfni zobrazent grupy G na grupw G,. Bud
H, = o(H), ny = G, : Hy. BudiZ 8= {5, 8y, ..., Sp,} mnofina represen-
tantis td Gy podle Hy; bud P, = P x..

Pak plati pro kaZdé g € G

Py(o(g)) = [o(P(g)Tn.*)

Dikaz. Bud H, mnoZina viech g € G, pro néz plati o(g) € H,. Pak
G:Hy= G, :Hy = ny; je-ling = H,: H, plati tedy
n = NN,

Necht ,

G =T, + Tyt ...+ T,

G=Vi+ Vot ...+ Vo,
kde T resp. V, jsou t¥idy podgrup H resp. H,;; mnozinu {1,2,...,n,}
oznatme M,. O¢islovini representant® bud tak voleno, aby platilo
7€ T;, 8¢ V. BudiZ k(3) (pro i = 1, 2, ..., n) to &slo z M,, Pro néZ plati

o(T;) C Viw-
Ke kazdému V, existuje n, riznych 7';, pro né% je o(T;) C V;; ke kazdému
l(l=1,2,...,n) existuje tedy n, riznych i, pro néz plati I = k(3). Pro-
toze o(r;) € Vi, existuji prvky hy, hy, ..., b, € H, tak, ze plati
o(r;) = iy - by (6))

Zvolme g € &; bud g, = o(9). Uréime jako obvykle permutace 9, ¢, azobra.
zeni @, @,, tak, aby platilo '

' gri = r(—l(i) * ¢a(i) pl‘O i = 1’ 2: ey n; ‘ (Y)
91-81=3850 95,0 pro 1=1,2, ..., n,. (3)
Z (y) pak plyne @) atrd
a(g) . 0(ry) = o(rgw) . o(@,(3)),
t. j. podle (@) ool e

4.3 g1 - ki) - s = Skgay) « Ay - (@, (8)),
.3
g1 - k() = Sk@gGy - by . o(@,(3)) . i1

*) Mocnina je mindna ovSem jako nasobeni komplexiu v Gj.
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Brovnénim s (8) dostdvdme (pro = k(f))
Po(k(#)) = A5 . o(p,(8) - &™LF) (e}
Podle pozndmky 7 je o(H') = Hl' Protofe g jo permutace mnofiny M, je
B T18%. ﬂk‘ . (ru—z h) = H,'. Protote v posloupnosti
- el
k(1), k(2),...., k(n) je kaidé dislo z M, pravd ngkrit, plati H,".
] Joo. b)) = (H; 1 Lpa ) = [PEm(g) s dostévéme tedy vatah

o(P@) = ol&" . [ lpstip) = o). T Jotpstip) = H . T ks -
e M e M te M

9okt . h#) = B Ty ht9) = [P (o(g) -

Véta 5. Bud o automorfismus grupy G;nechf «(H) C H. Pak plati
pro lbovolnd ge @

Plalg)) = o(P(g)). )
Znadi-li Q@ sjednocend viech iFld = P(Q), plati
Q = «(Q). ()

Diikaz. Ve vétd 4 volime o — &, ¢; = G. Protofe « je isomorfismus,

platl
n=0G:H=0(@: :a(H)= G:a(H) =
Z relace G :a(H) = (G : H) . (H : «(H)) tedy plyne
H:aH)y=1, a{H) = H.**) (D)

Véta 4 Fikd, Ze pii libovolné mnoZiné 8 representanti t¥+d & podle o (H) =
= H plati

PEa(x(9)) = «(PEx(g))- ©
Volime-li zde § = R, dostivime ({). Je-li konednd x ¢ @, existujo g e G,
%o z e P(g), tedy a(x) € a(P(g)) = Px(g)) ¢ P(Q), tedy «(x) € Q. Tim jo do-
kdzdno, Ze «(Q) C @. ProtoZe podle (9) platf o 1(H) C H, plati podobné
2 o }Q) C Q, tedy plati (x).

Korolér. Je-li ve vét8 & x identicky antomorfismus, Hké vatah (i),
ieP@.H(g) B Pgi).g(g); vidime, #e zobrazenf P nezdvisi ns volbé repre-
sentanti,

Véta 6. Pgg(G) = H' .***)

" l*} Viz pozndmku 4; plati oviem ¢,{3) ¢ H, o(p,(8)) « Hy, tedy téE b~ ) cr(rp,(t))
“1¢H,.
**) Viz (s). '
+43) Jo-l o sutomoriizmus grupy & a je-li K C &, miife naatat ptipad «(K}
C K, ®(K) # K.Je-li K v & konetného indexu, pak tento pHpad nastat nemdfe, jak.
ukaruje (8},
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Dikaz. Podle véty 3 je P homomorfn{ zobrazenf grupy @ na jistou
Abelovu grupu A C H/H'. BudiZz N normélni podgrupa vSech g ¢ G, pro
né% plati P(g) = H'. Pak je G/N isomorfni s 4, tedy je G/N grupa Abe-
lova, tedy je*) @ C N.

Protoze je P(N) = H’, je tim spiSe P(Q') = H'.

Véta 7. Necht K C H C G; bud K koneéného indexu v G. Pak plati
pro katdé g e G

Pg.x(9) = Pr-g(Pa-n(9))-

Diikaz. Necht

G=nrH+rH-+ .. +r,H,

H=8,K + s,K + ... + 8,K.
Pak systém vSech prvki tvaru rs; tvoli systém representantu tiid G
podle K. Zvolme g e G; pak existuji b; (¢ = 1, 2, ..., n), Ze plati

gri=r...h;
ke kazdému &, existuji k;; (j = 1, 2, ..., m), Ze plati
hl'si = $8... k“
a tedy
grs;=r...hs;=r...8...ky

. m
Pg.x(g K'TM”_[ﬂKufn4==

Y

takzé n

(Pr—~£(h) =
=1
n

PH—»K(l—Ilhi) = PH—»K( Hh) = Pp-g(Pe-u(9))

Véta 8. Zvolme g € G; necht G = r\H +-r,H + ... 4 r,H, kde oCislo-
vant je tak voleno, aby rozklad permutace g mnofiny M v cykly mél tvar

(1,2, e )y 1 kg -2, oo k) e (Bees - L, By - 2, ..., ),

kde t je polet cykld (priddme ¢ cykly jednollenné), k, = n. Oznacme jesté
ky=0, d; = délka i-tého cyklu = k;—k;_, (1 =1,2,...,t). Pak plati

t
Pgglg)=H'. I—[rk—‘l .ghi. Tk,
=1
Je-li specidlné g prokem centra G, platt tedy
Pgulg) = H . gn.
Diikaz. Je-li l rizné ode viech k;, je g(1) = I 4- 1; g(k,) = k;—; 4+ 1.

*) Viz poznémku 6.
**) Viz vétu 6.
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Platf tedy na pf.
grl B 7'2 (pg(l)3
gra =13 ‘Pa(z)’

grkl—l = rkl . ¢ﬂ(k1 - l)’
g .T, =71y, (pg(k1)9

Pollty —1) . @y(ly —2) ... ¢,(1) . @ (k) =
=1t .g.rkl_l.rgl_1 Gty ety gerr g = Zl'g'f""k{

Podobné vyrazy dostaneme i pro dalif cykly; jejich zndsobenim dostdva-
me hledany vztah. Je-li g prvek centra, je oviem

tedy

—1 . o ds
T g% . ry, = g%,

tedy
t

11
!’ Ed. 4
Ponlg)=H' .[Jgti=H .g:=7' = H' . gn.%)
i=1

Véta 9. Bud H normdlni v Q. Pak platt pro kafdou dvojici z, g prokd
z G
P(g).x= =z . P(g).

Dikaz. Ve vété 5 volme za o automorfismus g — 2~ lgx. Pak plati
P(z~gx) = 2= Y(P(g)) «.
ProtoZe grupa H/H’ je Abelova a zobrazeni P je homomorfismus, plati
P(g) = P(z~1) . P(9) . P(z) = P(z~'gx) = =~ (P(g)) =,
tedy opravdu
z. P(g) = P(g) . x.

Véta 10. Bud H normdint Abelova podgrupa v @; bud C centrum grupy

G. Pak plati
P@)CCnNn H.

Dukaz. Protoze H' = (j), je P(g) prvkem H pro ka%dé g ¢ G. Podle
véty 9 lezi P(g) v centru G.

Poznimka 8. Je-li 4 Abelova grupa a je-li n ptirozené &fslo, je
piifazeni  — 2" homomorfni zobrazeni 4 do A. Je-li ¥4d kaZdého prvku
z 4 konedny a nesoudélny s n, je toto piifazeni dokonce automorfismem
grupy A; je-li totiz x ¥adu m, pak existuji celd ¢&isla k, I tak, ze km -

(xl)n — gt — gFm+in — z,

*) Mimochodem je patrné, %e zde plati g% ¢ H, tedy té% g™ ¢ H. (Kazdy prvek
r;;l g% ¥ je soudinem prvku z H.)
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tedy ma kazdy prvek vzor; za podobného oznadeni plati implikace
" — ?‘_—_>?= 7'l — gln — gkm+in — z,
tedy je pfifazeni isomorfismus.

Véta 11. Bud H Abelova podgrupa grupy G;bud C centrum G. BudiZ
ddle K C C; necht #id kaZdého proku k e K je koneény a nesoudélny s n =
= G : H. Pak Pg_.g definuje automorfismus grupy K.

Dikaz. Plyne z véty 8 a pozndmky 8.

Véta 12. Bud H normdlni Abelova podgrupa grupy G, bud C centrum G,
ddle bud dd kaZdého proku z H 0 C koneény a nesoudélnyg s G : H. Pak plati

P(G)=H N C.

Dikaz. Podle véty 10 plati P(G) C H N C; podle véty 11 je vSak
PHNO=HNC,tedy HNC=PHNC)CPGCHNDC.

Abychom ukézali uzite¢nost aspon nékterych z odvozenych vysled-
ki, obratime se nyni ke koneénym grupam. Napifed uvedeme bez diikazu
nékolik zdkladnich vét. V dalsi é4sti élanku jsou vSechny grupy koneéné.

Budte 7, «, «, ... pfirozend ¢&isla, p, p’, ... budte riznd prvoéisla;
necht n = p*p’® ... Bud G grupa ¥4du n. Pak existuje podgrupa S = S,
(grupy @) ¥adu p*; grupa S se nazyvé Sylowovou p-podgrupou grupy @G.
Vsechny Sylowovy p-podgrupy, obsaZené v grupé @, jsou navzijem
konjugovény (pfi pevném p). Bud N, normalisitor (nékteré) Sylowovy
p-podgrupy S; bud s podet vSech Sylowovych p-podgrup grupy G@. Podle
predchézejiciho ovSem plati + = G : N, a déile

t = 1 (modp).

Je-li p prvodislo, je kazdd grupa ¥ddu p cyklickd; podet jejich
automorfismi je p — 1. Grupa Fadu p? je vidy Abelova; bud je cyklickd,
pak mé p* — p = p(p — 1) automorfismili, nebo je direktnim soudinem
dvou cyklickych grup ¥4du p a potom mé (p2—1) . (p2 — p) = (p—1)2.
. p(p + 1) automorfismd. ’

Grupa, kteri nems Zidnou normélni podgrupu mimo podgrupu
jednotkovou a sebe samu, se nazyvs jednoduchd. Grupa fadup*, kde pje
prvoéislo a &« > 1, nemuZe byt jednoduchd, protoze mé centrum rézné od
podgrupy jednotkové. Je-li toto centrum celd grupa, miZeme najit
cyklickou podgrupu ¥édu p.

Poznamenejme jete, Ze budeme v dalii ¢4sti 6l4nku pouzivat z doks.-
zanych vét jen véty 3 a véty 8, kterd je dokdzdna nezdvisle na vétich
4 az 7.

1. pomocné véta. Bud A Abelova podgrupa grupy @, N 4 jejt nor-
malisdtor. Budi% index N 4 : A nesoudélny s poltem automorfismii a4 grupy
A. Pak le#t A v centru N 4.
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Diikaz. BudiZ C4 centralisitor grupy 4 (t. j. mnoZina (grupa) viech
prvké z @, zéménnych s ka’dym prvkem grupy 4). Kaidy prvek
z € N4 vytvaii automorfismus grupy 4, pfifazujici prvku a e 4 prvek
z~1lgz. Snadno se presvédéime, %e se takto grupa N, homomorfng
zobrazi na jistou grupu A automorfismt grupy A. Na identicky auto-
morfismus se zobrazi prévé viecky prvky z Cy; plati tedy

NZ/Ci=A.

Réd A neboli index N4 : C4 je tedy délitelem ¥4du grupy viech auto-
morfismi grupy 4, to jest ¢isla a,. Aviak A je grupa Abelova, plati tedy
ACCy4, Nyj:C4/Ny:A. Podle predpokladu je N4 : A a tim spise
N, : C4 nesoudélné s ay; je tedy Ny : O4 = 1, N4 = C4. Tim je véta do-
kézana.

2. pomocnd véta. Bud Sylowova p-podgrupa S grupy G obsaZena
v centru svého normalisdtoru N,. Necht platt

Pa i . ge@G, selS, gsg~1e 8.
ak je s = gsg~1.

Dikaz. Budiz s’ = gsg—1; bud N, normalisator prvku s’. ProtoZe S
je grupa Abelova, plati xs’c—1 = s’ pro kazdé xz € S; je tedy 8§ C Ny.
Protoze plati s € S, plati téZ s’ = gsg—1 € gSg—1. Prvek s leii tedy také
v Abelové grupé 8’ = gSg—1; plati rovnéz S’ C Ny. Grupy 8,8’ jsou
oviem téZ Sylowovymi p-podgrupami grupy N, a jsou tedy v N, konju-
govany. Existuje tedy y ¢ Ny tak, Ze plati

8 = yS8'y~! = yg S(yg) .
Vidime, Ze plati yg ¢ N,. ProtoZe S je v centru N,, plati
' (yg) s(yg) "1 = s.
ProtoZe y € Ny, mdme konedné
s=ygsgly l=ys'yl=14"

Véta 13 (BurNsiDEOVA). Le#i-li Sylowova p-podgrupa S grupy G
v centru svého normalisdtoru N, je grupa G homomorfni s grupou S.

Dikaz. Zvolme s e S. Klademe-li ve vété 8 H = 8, g = s, dosté-
vame

11
Pg_.5(8) = 1_[ rk—‘l. 8% . g,
i=1
Zvolme libovolné s, 1 < ¢ < ¢. Plati oviem s% ¢ S. Prvek 8 = ri;l &', Tk,
je soudinem né&kolika prvki z S, je tedy té% s e 8. Podle 2. pomocné véty
(kde klademe g = ri;l, 8 = %) je § = &%, Platf tedy

P(s) = s¥d; — g%,
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Protoze G : 8 je nesoudélné s §: (j), definuje podle pozndmky 8 Pg_.g
automorfismus grupy S. Je tedy Pg_.s(S) = S, tim spife Pq_5(G) = S.

Véta 14. Rad jednoduché koneéné grupy, neni-li prvodislem, je délitelny
bud 12 nebo tfeti mocninou nejmenstho prvoéisla v ném obsaeného.

Dikaz. Méjme grupu G. Vynechme piipad, Ze n = ¥4d G je mocnina
nékterého prvodisla. Budiz p nejmensi prvodislo obsazené v n. Jestlize
p3[n, véta plati. Necht je nyni v 7 obsaZena nejvys druhd mocnina p.
Utvofme Sylowovu p-podgrupu 8, grupy @. Podet a, jejich automorfismb
je bud p — 1 nebo p(p — 1) nebo (p — 1)2 p(p 4 1), vidy tedy plati

ag/(p— 12 p(p + 1).

Budte p’, p”, ... ostatni prvoéisla obsazend v n. Index N, : S grupy S
v jejim normalisitoru je souéinem mocnin téchto prvodisel. Neni-li Zddné
z nich obsazeno v souéinu (p — 1)2 p(p + 1), lezi podle 1. pomocné véty
S v centru N, a podle véty 13 je @ homomorfni s §; neni tedy v tomto
piipadé G jednoduché. Je-li naopak grupa G jednoduchd, musi platit
na pf.

P (p—12pp+ 1)

Av3ak p je nejmensi prvodislo obsazené v n; plati tedy p’ > p, a protoze
neni ani p’/p —1 ani p’/p, mame
P'lp+ 1.

Odtud plyne, ze p = 2, p' = 3.

Snadno nahlédneme, Ze v tomto piipadé je » délitelné 4 a grupa
8, = 8, je &tyfgrupa; jinak bychom podobnou ivahou zjistili, Ze plati
bud

3/p—1=1 nebo 3/p(p —1) =2,

coZ neni mozné. Protoze p’ = 3, je n délitelné &islem 4 . 3 = 12,

Uvedeme jesté jeden piiklad na pouziti BurNsipEOVY vty ve spo-
jeni s vétami o Sylowovych p-podgrupéch.

Zddnd grupa fddu 144 neni jednoduchd. _

Dukaz. Bud G grupa fadu 144. Plati 144 = 2¢. 32. Bud S, #4du 9,
8, C &; bud N, normalisitor grupy S;. ProtoZe @ : N,/16, mdme pro
G : N, moznosti :

' 1,2, 4,8, 16.

Protoze viak musi platit G : N, = 1 (mod3), zbyvaji jen mo#nosti
' 1,4, 16.

Je-li G: N, =1, je S3normélnf v G. Je-li G : N, = 16, je §; = N,, tedy
(protoze 8j Je grupa Abelova) lezi S, v centru svého normalisétoru, tedy
je podle v&ty 13 grupa G homomorfni s grupou ;. Je-li koneénd G : N, =
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= 4, je podle pozndmky 5 grupa G homomorfni s néjakou grupou G,
permutaci étyi prvki. ProtoZe pro ¥ad n, grupy G, plati
l<n < 24, S

vidime, Ze ani v tomto p¥ipadé neni @ jednoduch4.

Podobnym postupem lze uk4zat, e Z4dn4 grupa f4du mensiho nez
100 — mimo grupy fadu prvodiselného a alternujici grupu permutaci
5 prvki — neni jednoduchd; provedeni mohu pienechat &tend¥i. Tento
rozbor se ponékud zjednodus{, pouZijeme-li jesté véty, Ze grupa fadu prg,
kde p, ¢ jsou prvoéisla, neni jednoduché.
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