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Sur une méthode approximative de compensation
des fonctions empiriques.
Zdenék Horak, Praha.
(Regu le 19 décembre 1938.)

La solution du probléme de la compensation des fonctions
empiriques par la méthode des moindres carrés présente l'incon-
vénient d’un calcul numérique laborieux. C’est pour cela que 1’on
a imaginé plusieurs méthodes approximatives plus faciles & utiliser.
Dans le présent mémoire, je me propose de traiter une nouvelle
méthode approximative du calcul des compensations des fonctions
paramétriques que j’ai déja appliquée aux résultats de mes mesures
relatives & la conductibilité thermique et & la viscosité en fonction
de la température. La méthode se révela commode et suffisamment
précise.

1. Principe de la méthode. Considérons une quantité z fonction
de la variable ¢

z=f(t, ay, ay . .., ap) (1)

dans laquelle a;, a,, . . ., a, sont des parameétres de valeurs incon-
nues. Pour les valeurs ¢, ¢, . . ., ,, de ¢ nous mesurons les valeurs
Zy, Zg, . . .. Ty de z. Le probléme consiste & déterminer les meilleures
valeurs & adopter pour les parameétres a,, . . ., a,, en tenant compte
de résultats de mesure fournissant un nombre surabondant de rela-
tions entre ces paramétres. Or, la méthode des moindres carrés

donne pour les paramétres ay, . . ., ap les équations
a m o
e z [ —f(tss @y, .o s @p)2=0, r=1,2,...,p (2)
Ti=1 .

dont I’établissement et la résolution sont, en général, assez pénibles.
Cependant, lorsqu’un des paramétres, @, par exemple, intervient
dans la fonction f comme une constante additive, la premiére des
équations (2) — pour » = 1 — prend la forme relativement trés
simple ’ :
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m
> e — flti, ay, . . ., ap)] = 0. (3)
i=1
On peut profiter de ce fait, en procédant comme suit:
Divisons toutes les mesures en p groupes et remplacons les p
équations (2) par celles (3) appliquées aux p groupes de mesures:

2@—f)=02@@—f)=0,...,2@x—f)=0 (4)
) @ ®
ol la somme Y, concerne le r-iéme groupe. Si les mesures effectuées

(r)

satisfont approximativement & la relation (1), on peut s’attendre
a ce que les valeurs des paramétres a,, . . ., ap, obtenues en résolvant
les équations (4), ne différent pas beaucoup de celles calculées
d’aprés les équations (2). Néanmoins, il faut admettre que les
paramétres a,, ..., @, définis par (4) dépendent du nombre de
mesures contenues dans chaque groupe (répartition quantitative) et
de la maniére dont on répartit les mesures individuelles dans les
groupes (répartition qualitative). I1 importe donc de trouver les
répartitions quantitative et qualitative des mesures les plus avan-
tageuses, fournissant les valeurs des paramétres les plus exactes,
ce dont je parlerai dans la suite.

2. Condition fondamentale pour le choix des groupes de me-
sures. Nous partirons de la supposition, adoptée ci-dessus, que le
parameétre a, intervient dans la fonction f comme une constante
additive c’est-a-dire que 1’équation (1) est de la forme

r=a + (p(t, Ay, - - -5 Op) (5)
ou @ est une fonction continue et uniforme d’ailleurs quelconque.
Donc les équations (4) prennent la forme suivante

in =mqa) a4, + Z(P(tn [ TIRIRY a?)’ )
1) )

2% =M@ &y + 2@l Gy, - - -, ap), 6
@ B (6)
zxi = my)a, + zq’(ti’ Ay « .+, Gp),
. (?) (»)
mqy, M), . - -, M(p) désignant les nombres de mesures contenues
dans le premier, le second, . . .le r-iéme groupe, de sorte que

ma) + M) + . . . + mp) = m. (7)

Si I'on porte les valeurs ¢;, x; dans ’équation hypothétique (5), on
arrive aux équations

T =a + <P(t|‘, gy « - o a’p); 1= L,...,m (5’)
auxquelles elles ne satisfont qu’approximativement. Cependant
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nous exigeons que les relations (6) qui en résultent par addition et
qui définissent, conformément & notre méthode, les valeurs des
paramétres inconnus, soient rigoureusement valables. En faisant
la somme de toutes les équatlons (6) et en divisant par m, on obtient
I’équation équivalente & (3):

1 = 1
% z i =a, + -E- Z(p(t.', Agy o o o a,,). (8)

Pour simplifier 1’écriture, je me servirai des notations sui-
vantes:

- 1 & - 1 &
r=— 2 x, — ki, ay, . . ., Gp), 9
m,-=1‘ ¢ = mgw(. - o2 p) (9)
z() = E 2T P = — zfp(tu Gs, - - 5, Qp). (9)
Or, les paramétres a,, . . ., @, supposes connus, le paramétre restant

a, est donné, en vertu de (8), par la relation
G=z—¢ (10)

qui montre que @, ne dépend du choix des groupes de mesures que
par lintermédiaire des autres parameétres. Donc, pour obtenir
les groupes les plus avantageux, il suffit de considérer les relations

concernant les parameétres a,, ..., a, seuls que l'on obtient en
formant les différences, au nombre de p — 1, des équations (6)
divisées une & une par mg), m), . . ., Mp). Alors, les équations (6)

deviennent, en raison de (9'),

Za) = a4 + P, l
Te) = a; + @),

..............

)= & + P,
ce qui donne p — 1 equatlons 1ndependantes du type

Py — P = Ty — ) (12)
qui découlent de la relation (12), en y posant par exemple: s = 1;
r=213,...,p
La précision des valeurs des parametres @y, . . ., Gp, Obtenues
par la résolution des équations (12), dépend évidemment de celle
des constantes intervenant dans (12). Le role essentiel est joué,
&4 cet égard, par les seconds membres de ces équations lesquels ne
contiennent pas de paramétres inconnus. A savoir, les constantes
intervenant dans les premiers membres des équations (12) sont
formées exclusivement des valeurs mesurées #; de la variable indé-
pendante d’une précision supérieure, en général, & celle des va-

(11)
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leurs z;. Par suite, il y a intérét & avoir les seconds membres possible-
ment précis sans s’inquiéter des erreurs de détermination de pre-
miers membres des relations (12). Je me propose donc de chercher
un tel choix de groupes de mesures qui donne la plus grande préci-
sion relative des seconds membres des équations (12) au moyen
desquelles nous calculons les paramétres inconnus a,,.. ., ap,.
Autrement dit, je vais considérer comme le plus avantageux le choix
des groupes de mesures pour lequel les erreurs relatives des seconds
membres des équations (12) sont minima.

Désignons par d¢) lerreur quadratique moyenne des mesures
du r-iéme groupe. Alors ’erreur quadratique moyenne 9 de la

moyenne arithmétique z,) est donnée, comme nous le savons, par
I’expression

= o
a(') — (r)
Vm(r)
et celle de la différence () — () a pour valeur
y = 0n? | O’
02+ 0= [/ ——+— 13
V ) @ me T me (13)

En divisant par la différence elle-méme, on obtient ’erreur relative.
On a donc la relation & satisfaire

1 Sm?  Om?
_—_“/ﬂ. + & =1 mimmum (14)
L) — L) Myr)  Mya)

remplagable par les deux conditions simultanées:

On? | 9w

= minimum, (14a)
My Ma)

Z(y) — %) = Maximum, (14b)

pouvant étre regardées comme indépendantes. En effet, on peut
évidemment supposer que toutes les mesures sont & peu prés de la
méme précision et les erreurs &,y ont done — en premiére appro-
ximation — la méme valeur pour tous les groupes. Donc I’erreur d¢)
de la moyenne arithmétique zq) dépend trés peu du choix des
mesures contenues dans le r-iéme groupe, mais elle est une fonction
du nombre my,) de ces mesures. Alors, ’expression (14a), qui dépend
explicitement des nombres my,), my,), est presque indépendante de
la répartition qualitative des mesures dans les deux groupes corres-
pondants. D’autre part, la valeur de la moyenne arithmétique x,)
dépend essentiellement de cette répartition, c’est-a-dire du choix
des mesures individuelles contenues dans le r-iéme groupe, tandis
que le nombre m¢,) peut- varier dans une large mesure sans avoir
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grande influence sur la valeur de zy. Cela permet de considérer
P’expression (14b) comme pratiquement indépendante des nombres
My, M. 11 en résulte en somme que les deux conditions (14a) et
(14Db) sont équivalentes & la condition fondamentale (14) et peuvent
étre satisfaites, indépendamment 1’'une de l’autre de la maniére
suivante: On détermine les nombres my,), m(, de sorte que la condi-
tion (14a) soit remplie sans tenir compte de la condition (14b) et
réciproquement on détermine la répartition qualitative des mesures
dans les deux groupes qui satisfasse & la condition (14b), les nombres
Myr), My(s), SUPPosés constants.

3. Répartition quantitative des mesures. Nous commengons
par la condition (14a), exprimant que l’erreur quadratique moyenne,
donnée par (13), de la différence ) — 2, doit étre minima. Cette
condition conduit & p — 1 équations indépendantes qui s’obtien-
nent pour les différentes valeurs des indices 7, s entre 1 et p. Par
raison de symétrie et d’indépendance de ces équations, il suffit
évidemment d’en résoudre une seule en supposant que les nombres
de mesures obtenues dans les autres groupes, qui n’interviennent
pas dans ’équation en question, restent invariables. Si nous choisis-
sons ’équation (14a) elle-méme, les nombres mq) peuvent étre
regardés comme constants pour toutes les valeurs de & sauf r et s.
Done, en vertu de (7),

Mer) + me) = C*. (15)
En annulant la différentielle du premier membre de (14a), on aura
S’ Ow®
M) g dme) + me* dme = 0
et d’aprés (15)
dmy) + dmg) = 0
ce qui donne
ot bt
Me®  me®

Comme les m) et m(,) sont essentiellement positifs, on trouve enfin
M) 2 M) = Or) 2 Oa)e (16)

Dans cette relation, les indices r, s peuvent étre ch01s1s arbitraire-
ment, ce qui entraine

M) Mgy e M) = 0y i Oy ...t Op) (16°)
Cette derniére relation et '’équation (7) déterminent complétement
les nombres mqyy, . . ., M), si I’on connait les rapports des erreurs

quadratiques moyennes d. Or, j’ai déja signalé que les erreurs d,
sont & peu prés égales et c’est en le supposant que j’ai déduit la
relation (16’). Donc, les erreurs quadratiques moyennes des seconds
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membres des équations (12), définissant les paramétres a,, . . ., ap,
sont minima, lorsqu’on choisit tous les nombres mg, approximati-
vement égaux:

m
may == Mg =... m(p)i—p—- (17)

Le nombre m des mesures n’est pas divisible, en général, par le
nombre p des paramétres, donc les nombres m) ne peuvent étre
rigoureusement égaux si nous exigeons qu’ils soient entiers. Dans
le cas ol le nombre des mesures est assez grand par rapport au
nombre des parameétres, on peut satisfaire aux équations (17) avec
une approximation suffisante. Autrement il faut distinguer deux
cas particuliers:

1° Les mesures sont d’égale précision. Alors, on choisit tous les
nombres m) égaux au rapport m/p, somme d’un nombre entier e
et d’une fraction u/v, c’est-a-dire qu’on forme les p équations (6),
en faisant p sommes & e équations (5’), en ajoutant & chaque somme
une des équations (5’) superflues multipliée par /v ou plusieurs
d’entre elles multipliées par des coefficients dont la somme est
égale a la fraction u/v.

Si par exemple m = 20 et p = 3, on a m/p = 6%/5 et I'on peut
choisir les sommes suivantes:

1t groupe: E, + E, + ...+ Ey + 3E,,

2° groupe: }E, + E; + ...+ Ej3 + 3By,

3¢ groupe: 3B,y + Eis + ... + By + Ey,
ou le symbole Ej signifie la l-iéme équation du systéme (5').

2° Les mesures sont d’inégale précision. Dans ce cas-13, il est
inutile d’introduire - des nombres fractionnaires, car il est plus
avantageux, comme d’ailleurs I’exige la proportion (16'), de choisir
les nombres m) plus grands pour les groupes contenant des mesures
moins précises. Supposons, pour fixer les idées, que la précision
s’abaisse avec 'indice croissant de la mesure. Soit, par exemple,
m = 40, p = 3. Alors, en peut prendre: mg) = 12, me = 13,
ms) = 15 et former les équations (6) d’aprés le schéma suivant:

1t groupe: B, + E, + ...+ Ey,,

2¢ groupe: Ey; + By + ... + Hy,

3¢ groupe: Eyq + Ey + ... + Ey.

Les erreurs des mesures ne peuvent étre déterminées exacte-
ment que la compensation une fois faite. Il faut donc juger de la
précision des mesures d’aprés les conditions de mesure ou d’aprés
les positions relatives des points représentant graphiquement la

fonction cherchée. Si l’on connait les poids des mesures 2, on peut
en tenir compte, lorsqu’on forme les équations (6) en formant les
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sommes des équations (5') multipliées par les poids des mesures
correspondantes. En méme temps, il faut, bien entendu, modifier
les nombres m et m) conformément aux poids adoptés.

4. Répartition qualitative des mesures. Il nous reste encore
4 satisfaire & la seconde condition (14b). Comme nous I’avons déja
vu, les valeurs z,) sont pratiquement indépendantes des nombres
my,). Ceci est vrai a fortiori pour leurs différences et il y a méme
des cas ou l'on constate qu’elles sont rigoureusement indépendantes
des changements des nombres m,.

Considérons, par exemple, le cas ol les valeurs des z; contenus
dans les deux premiérs groupes, forment une progression arithmé-
tique:

X, = I + (i—l)d.
Pour la répartition

1¢f groupe: z,, %, . . , Zmyy

2¢ groupe: xm(l)"'la L) xm(1)+m(2)a
on déduit aisément

- d
zq) = o + (mqy — 1)

_ d
xe) = 2 + mad + (me —1) 3"
Donc la différence

- d
x2) — xa) = (mqa) + m(z)) -

ne dépend que de la somme des nombres de mesures. Pour la répar-
tition choisie, le changement des nombres mq), me), leur somme

supposée constante, laisse la différence zgy — z( invariable.

Pour remplir la condition (14b), il suffit donc de chercher,
- pour les nombres mq) donnés, une répartition qualitative des

mesures dans les groupes qui rende maxima les différences ()— ).
11 est difficile de donner une méthode détaillée et tout-a-fait géné-
rale, pour ranger les mesures par groupes, qui nous garantisse auto-
mathuement — pour toutes les fonctions imaginables — que cha-
cune des différences z() — 2(;) a vraiment la plus grande valeur
possible et qu’il n’existe pas, dans certains cas particuliers, d’autres
répartitions également ou peut-étre méme plus avantageuses. Je
vais déduire cependant une régle trés générale, définissant une
répartition des mesures qui peut étre regardée comme la plus avan-
tageuse et cela pour un vaste champ d’apphcatlons

Considérons la différence z,)— () dépendant uniquement
de la répartition des mesures dans les deux groupes correspondants
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{r-iéme- et s-iéme) et supposons que la disposition des autres me-
sures par groupes restants soit fixée. Si I'on admet de plus que les
nombres mg,), m,) restent invariables, on s’assure aisément que

la valeur absolue de la différence x,)— () est maxima, lorsqu’on
répartit les mesures de maniére que tous les z; du r-iéme groupe
soient supérieurs & ceux du s-iéme groupe (ou réciproquement). En
effet, si ’on substitue 1'une & I'autre deux mesures, n’appartenant
pas au méme groupe, la moyenne z() (> () diminue, tandis que
lautre z, augmente et donc leur différence subit une diminution.
Le méme raisonnement peut étre fait pour les autres différences et
done, pour un numérotage convenable des groupes, la répartition,
satisfaisant le mieux possible & la condition (14b), est caractérisée
par le fait que chaque valeur z; appartenant au k-iéme groupe est
plus grande que les valeurs de toutes les mesures appartenant au
(k — 1)-itme groupe et ainsi de suite.

On peut d’aileurs remarquer que dans les cas concrets, il n’est
pas difficile (en se servant de la représentation graphique) de
modifier éventuellement la répartition indiquée pour augmenter,
si c’est possible, les différences () — Z¢).

b. Résultat général et application pratique. On voit, en somme,
que la répartition qualitative des mesures est déterminée par la
condition (14b), tandis que la répartition quantitative est donnée
par la relation (17), découlant de la condition (14a). Par suite, la
condition fondamentale (14), réunissant les deux conditions précé-
dentes et exprimant que la précision relative des seconds membres
des équations (12) doit étre maxima, détermine quantitativement
et qualitativement la répartition des mesures par groupes. Tenant
compte des résultats obtenus, on peut énoncer la régle générale
suivante:

On range toutes les m mesures selon la grandeur croissante des
valeurs x,, X, . . ., &y (correspondant aux valeurs i, t,, . . ., t, de t)
et on en forme p groupes également nombreuz de maniére que chacun .
d’eux contienne m|p mesures consécutives, Lorsqu’on suppose I'équa-
tion, exprimant la quantité x en fonction de la variable indépendante ¢
sous la forme

x=a, + ¢(t, as ..., ap), , (5)
les valeurs les plus avantageuses des paraméires a,, @y, . . ., a, sont
déterminées par les p relations

x(k) =a; + ‘P(k)(t Ay, .. lp), k=1,...,p, (11)

ol les x(k,, P désignent les moyennes anthmetzques formées pour le
k-iéme groupe.

Pour se rendre compte de la précision des résultats obtenus .
on procéde comme suit: On ‘porte les valeurs des paramétres
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@ys « « « Qp, tirées de (11) et les valeurs ¢, . . ., t,, dans 1’équation (5)
ce qui donne les valeurs compensées 2';, . . ., ' de z:

i =a, + ¢(t, a, . . ., ap). (17)
On calcule alors les résidus
. & =i — &
qui satisfont aux relations
De=02e=0,..., 2&=0, ZE; =0, (18)
(&) (2) (»
car, en vertu de (17), (6), (8)

Zx,i = M) Gy + E(p(th Ay, .., ap) = gxl'y r= 1’ e Dy
T

z 'y = ma, + Z(p(t,, Ay, .« .y Ap) = glx.-.

i=1

D’aprés les définitions connues, on obtient donc l’etreur quadra-
tique moyenne des mesures du r-iéme groupe

—5.2 -
Sy =\ (Z)_ N VO L (19)
(T) m) —1 My — 1

et celle commune & toutes les mesures

8= _gli_ V [ee] | (20)

m-—p

Connaissant les erreurs d¢) nous pouvons vérifier la supposition
d¢r) == d(s) et modifier, en cas de besoin, la répartition des mesures
par groupes. L’erreur commune § sert & déterminer les erreurs
quadratiques moyennes relatives aux parameétres a; qu’on obtiendra
par les méthodes connues du calcul des compensations.

Quant & Papplication de notre méthode, il faut avouer que
nous l’avons établie en supposant au no 1, que la fonction f, expri-
mant la dépendance de z de la variable indépendante ¢, est de la
forme (5), c’est-a-dire qu’un des paramétres inconnus intervient
dans f comme constante additive. Cela ne signifie pas nécessaire-
ment que le domaine d’application de notre méthode soit en réalité
restreint & des fonctions du type (5), il est plutdt plausible d’ad-
mettre que la dite supposition n’est pas essentielle pour notre
méthode et que les résultats obtenus demeurent valables encore
pour n’importe quelles fonctions. Or, cette question n’a guére
d’importance pratique, car la supposition adoptée admet 'appli-
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cation de la méthode aux fonctions algébriques entiéres. Noire
méthode est donc directement applicable & toutes les fonctions que
Pon peut développer en série des puissances de la variable indépen-
dante. C’est le cas de l'interpolation parabolique, habituel
dans la pratique; en remplagant la fonction par un polynome entier,
on facilite le calcul des parameétres inconnus. C’est pourquoi on
préfére, dans le calcul des compensatlons les fonctions qui sont
linéaires par rapport aux parametres 4 déterminer et on se sert
souvent du développement en série.

Dans certains cas, on peut donner a la fonction f la forme (5)
au moyen d’une transformation convenable. Par exemple, si ’'on
prend le logarithme d’une fonction exponentielle générale

f = ab“‘t),

on obtient une fonction du type (5), linéaire par rapport aux para-
meétres log a, log b.

6. Cas des fonctions algébriques entiéres. — Fonction linéaire.
Au numéro précédent, nous avons constaté que le cas le plus général
est pratiquement celui des fonctions algébriques entiéres. En
applicant la régle générale que j’y ai établie on procédera donc
comme suit:

Dans le cas d’une fonction algébrique entiére du degré m-iéme

= A+ A+ A2+ ...+ Agr, (1)
on range les mesures d’aprés la grandeur croissanie des valeurs x;
et on en forme n + 1 groupes dont le premier contient les premiéres

m mesures, le deuxiéme les —— mesures suivanies et ainsi
n+ 1 + 1
de suite. Alors les -valeurs les plus avantageuses des paramétres
découlent des m + 1 équations

Ty = Ay + Ay + Agde® + ... + Ay, r=1,...,n+ 1 (22)
ou l'on a posé

— 1 1
q — 14 = — (2 .
7) 2t m(f)[ 1)

Mr) ()

Ces équations sont linéaires par rapport aux inconnus et leur solu-
tion ne présente donc pas de difficultés. Il est recommandé d’éli-
miner 4, en formant n différences du type

(ty —tw) A1 + - + (ter —tw) Ao = @y — 2. (23)
Aprés en avoir tiré les n paramétres A4,, . . ., 4, on peut calculer 4,
de I'une quelconque des équations (22) ou bien de 1’équation

' n+1 n+1 n+1

(D=2 a0 Zt— i —4a 2l (24
r= r= r=
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obtenue par ’addition de ces relations. Avec la notation habituelle

au calcul des compensations, (24) devient, au facteur prés,

m
n 41
mdy + []4, + [#*14; + .. . + [*]dn — [2] = 0 (25)

qui est la premiére des équations normales

mAdg + [14, + ...+ [t"|d, —[2] =0, .
(4o + (14 + ... + [+ 1)4p—[t2] =0, (26)

("4, + [+ 14y + . . . + [ A —[tra] = 0,

données par la méthode ordinaire, désignée souvent, dans ce cas,
par le nom de méthode des moments.

La comparaison de ces équations avec les équations (22) fait
ressortir la simplification du probléme réalisée par notre méthode
approximative. D’une part, dans les équations (26) interviennent
toutes les puissances de la variable ¢ jusqu’a la 2n-iéme, tandis que
dans les équations (22), elles n’interviennent que jusqu’a la n-iéme;
d’autre part, pour avoir les coefficients des équations (26), il faut
additionner m membres, au contraire, les coefficients des équations

(22) sont des sommes & - m i membres seulement. On voit que

les calculs, nécessaires & 1’établissement du systéme des équations
(22) tout entier, sont & peu prés les mémes qu’il faut effectuer pour
obtenir les coefficients de la seule équation (25), c’est-a-dire de la
premiére équation du systéme (26) dont ’établissement. complet
exige au surplus le calcul des coefficients nouveaux, au nombre
de 2n. :

Pour n = 1, les résultats précédents donnent une méthode
approximative d’interpolation linéaire.l) Dans ce cas, la
méthode des moments est relativement facile & appliquer, mais
notre méthode est quand-méme plus simple et admet, en outre,
une interprétation géométrique qui conduit & une méthode graphi-
que simple dont je parlérai dans la suite. Pour simplifier 1’écriture,
j’introduis la notation

T = Zay Ty = Fey tr=1ta, Iy =to;
A4 =4, B=A4; my=mqu, my=mz),
de sorte que les équations (22) deviennent

1) Voir mon article en tchéque sur la dépendance de la conductibilité
thermique de la température (Technicky Obzor, XLV, p. 68—71, 85—89,
Praha 1937) ol j’ai exposé pour les fonctions linéaires la méthode, traitée
dans le présent travail. Les éléments d’une méthode analogue se trouvent,
comme m’s averti M. V. Hruska, dans le livre: J. Lipka, Graphical and
Mechanical Computation, John Willey & Sons, New York, 1918.
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x = A + Bt (27)

Conformément & la régle générale, donnée au no 5, on effectue
Pinterpolation linéaire de la maniére suivante:

On range toutes les mesures par ordre de grandeurs croissantes
et Uon calcule les moyennes arithmétiques t; et x; des t; et des x; cor-
respondant & la premiére moitié des mesures. Apreés avoir fait de méme
pour la seconde moitié, on obtient les moyennes t1;, xy;. Alors on a deux
couples de valeurs de t et de x qui déterminent les deux paraméires
de la fonction linéaire cherchée au moyen des égquations (27).

En résolvant ces équations, on a

__:_x_, _ 4y ptytig
B ty—t; 4= 2 B 2 (28)

ou aussi B _

A = z— Bt, (29)
et par suite les erreurs quadratiques moyennes des parameétres
s’écrivent: .

1 6,2
8p = V ! A=)+ (30)
br— 1t 1
si ’on suppose, bien entendu, que les erreurs des valeurs #; de la

variable indépendante sont négligeables devant celles des valeurs ;.
Les erreurs d;, d;; sont données par 1’expression (19)

et
__ lee]
= e

Dans le cas, d’ailleurs trés fréquent, oh m; = m;;, = %, on trouve
o, oy Al
. my - my m(m—2)
ce qui entraine en vertu de.(30)

5y 2 V [l 26 (33)

ty— bV mm—2) t,;,—1

- 04 = 0n VM +1* = 6p V*} 2 + %) | (34)

La méthode que je viens d’exposer peut étre facilement
transformée en une méthode purement graphique, si 'on repré-
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sente les mesures dans un systéme de coordonnées rectangulaires.
Cela fait, les points de coordonnées

Iy, z;), 1I (t;;, 24p)
sont les centres de gravité respectivement de la premiére et de la
seconde moitié des points représentant les mesures effectuées. Or,
le centre de gravité d’un groupe des points est facile a construire,
ce qui conduit & la méthode graphique suivante:

Représentons chaque mesure par un point de coordonnées rectan-
gulaires (t;, x;), divisons tous ces points en deux moitiés par une
droite orthogonale & U'axe des x et construisons les centres de gravité
des points de chaque moitié. Alors, la droite joignant les centres de
gravité représente la relation compensée entre x et §.

La droite en question passe évidemment aussi par le centre de
gravité des deux moritiés, c’est-a-dire de l’ensemble de tous les
points, comme P’exige la méthode des moments (voir les équations
(29) et (25)). .

11 serait inutile d’insister sur la généralisation détaillée de la
construction au cas de mesures d’inégale précision, car cette géné-
ralisation est trés claire. On pourrait peut-étre seulement rappeler
qu’il faut modifier aussi les nombres m,, m;, conformément aux
poids adoptés pour les points.

7. Exemples numériques. Par la suite, je vais traiter en détail
deux exemples d’application effective de notre méthode qui nous
permettront de justifier les résultats théoriques, trouvés aux nos
3 et 4. :
Interpolation linéaire.

Je commence par l’application de la méthode, exposée au
no 6, aux mesures que j’ai faites pour déterminer la dépendance
de la conductibilité thermique du ciment pulvérulent de la tempé-
rature.?) J’ai choisi ces mesures avec l'intention de donner un
exemple ou l'erreur quadratique moyenne change avec la valeur
de la variable indépendante: La précision de mes mesures diminue
un peu avec la température croissante, comme on peut le constater
simplement & la figure 1. J’y ai représenté les mesures effectuées
par 12 points: 1,2,..., 12, en portant sur un graphique les z;
(conductibilité thermique en unités techniques) en ordonnées et
les températures (en 0° C) #; en abscisses. Les valeurs correspon-
dantes sont réunies dans la deuxiéme et la troisitme colonnes
du tableau 1.

. Je suppose que le phénoméne étudié peut se représenter avec
assez de précision par une fonction linéaire

z=A 4 Bt
%) Technicky Obzor, XLIV, p. 200—204, Praha 1936.
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et je vais d’abord donner les résultats obtenus par la méthode des
moments. Les valeurs les plus probables A4, B, des paramétres
A, B avec les erreurs quadratiques moyennes, résultant des calculs
connus sur lesquels je n’insiste pas ici, sont les suivantes

A, = 0,1087 4 0,0006, B, = 0,000482 + 0,000017. (35)

o4,

Qi3

o121

oM

Q1o
o 10 20 30 40 50 # €0

Appliquons d’abord rigoureusement notre méthode d’aprés la
régle énoncée & la fin du numéro précédent, en chomssant les deux
groupes comme suit:
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1¢r groupe: mesures: 1,2,..., 6,
2¢ groupe: mesures: 7, 8, ..., 12.

Alors les moyennes
t, = 20,35, x, = 0,11866,

tr 46,83, Ty = 0,13103
Tableau 1.

mI=m”=6 mI=5,m"=7mI=4,m"=8
2 12 x;

x’; & x’; & z’; &
1( 4,6° 10,1112 0,1113 |4+0,0001( 0,1112 0,0000| 0,1109 |—0,0003
2| 12,1 {0,1138| 0,1148 | 40,0010 0,1149 | 4-0,0011 || 0,1145 | 4-0,0007
3| 16,4 | 0,1170| 0,1168 (—0,0002 | 0,1168 {—0,0002 ! 0,1166 (—0,0004
4| 25,8 |0,1212( 0,1212 0,0000]| 0,1212 0,0000] 0,1211 {—0,0001
5| 29,9 |0,1239 | 0,1231 |—0,0008 0,1232 |—0,0007 | 0,1231 |—0,0008
6| 33,4 |0,1250} 0,1248 |—0,0002 | 0,1248 |—0,0002 || 0,1248 [—0,0002
7( 38,3 |0,1269 0,1270 (40,0001 || 0,1271 | +0,0002({ 0,1271 | 40,0002
8. 40,4 | 0,1269| 0,1279 | 40,0010/ 0,1280 | +0,0011| 0,1281 | 40,0012
9| 42,6 |0,1279] 0,1290 | 40,0011 0,1291 | 40,0012 [ 0,1292 | 40,0013
10} 50,1 | 0,1319 0,1325 |--0,0006 || 0,1326 |+40,0007 || 0,1328 | 40,0009
11 52,9 |0,1354 0,1339 |—0,0015| 0,1340 |—0,0014{ 0,1342 |—0,0012
12| 56,7 |0,1372 | 0,1354 |—0,0016 0,1358 |—0,0014 || 0,1360 |—0,0012

et les équations (27) donnent les valeurs approchées des para-
métres:
4, = 0,1092, B, = 0,000466. (36)
En les portant dans les équations
z’y = A, + Byl

on arrive aux valeurs résumées dans le tableau 1 ol ’on trouve
aussi les résidus correspondants &. En tenant compte de (31)
et (32), on obtient

8y = 4,47 .10, 8, = 12,2 . 10—4, 07 = 7,6. 10—*
et en vertu de (33), (34)

04, = 7,5.10—%, 65 = 2,1.10-5. (37)
On voit que les différences
Ay — A, = — 0,0005, B,— B, = + 0,000016 (38)

sont plus petites que les erreurs quadratiques moyennes, indiguées
dans (35), et donc les valeurs (36) sont suffisamment précises.

101



Cependant, les nombres m;, m;; ne satisfont pas & la relation théo-
rique (16'), car le rapport

my 0, 6 447

e SR LY £ 39
my Oy 6 12,2 (39)

n’est pas égal & l'unité. On peut en conclure que la répartition
choisie n’est pas la plus avantageuse. C’était évident a priori, puis
que nous avons déja constaté, sur la figure 1, la diminution de la
précision des mesures avec la température croissante. Donc, en
conséquence de cette constatation, on a du choisir, dés le début,
my inférieur & m,; ce qui imposerait & prendre par exemple

myp=>5, my ="1. . (40)
Nous aurons ainsi
t, = 17,74, &, = 0,11742,
t;; = 44,91, x,, = 0,13017

et des équations (27) découlent les valeurs

4, = 0,1091, B, = 0,000471 (41)
plus voisines de 4,, B, que 4,, B, de sorte que les écarts
Ay— A, = — 0,0004, B,— B, = + 0,000011

sont plus faibles que les écarts antérieurs (38). Les valeurs 2’ et les
résidus ¢, correspondant & (40), se trouvent dans le tableau 1.
On en déduit :
6, = 6,60.10—*, &, = 10,9.10—*
et en raison des relations (32) et (30)

84, = 6,8.10—4, dp, = 1,9.10—5, (42)

I1 s’en suit
m; O 5 6,60
— = ——= 1,18 4
my; " Opp 7 " 10,9 L, _ (43)
et I'on voit que ce rapport est plus voisin de 1 que la valeur
(39) et que simultanément les erreurs des paramétres sont plus
* petites, ce & quoi il fallait s’atten(_ire. '
Cependant, méme pour le deuxiéme choix des nombres my, m,;,
le rapport m; : m;; est un peu trép fort. Il est donc plausible d’es-
sayer d’obtenir, en-le diminuant, un résultat encore plus précis.
Nous poserons donc
mp =4, my =8 (44)
ce qui entraine . : SR -
t, = 14,70, z, = 0,11578,
t, = 43,04, 2, = 0,12944,
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et donne les valeurs
Az = 0,1087, B, = 0,000482

qui coincident, par hasard, avec les valeurs les plus probables
données par la méthode des moments. En portant les valeurs ’;
et ¢;, empruntées au tableau 1, dans les expressions (30) & (32),
nous aurons
8, =50.10—4 8, = 10,4.10—4,
84, =5,9.10—4, 85 = 1,6.10-5, (45)

mp 6, 4 50 —

my 8y 8 104 1,04. (46)
En effet, le choix (44) est le plus avantageux, parce qu’il conduit
aux valeurs identiques & 4,, B,. En méme temps, les erreurs (45)
sont plus petites que les erreurs (37) et (42) et le rapport (46) est,
au surplus, pratiquement égal & 'unité.

En somme, on peut dire que ’exemple, que je viens de traiter,
correspond bien aux résultats théoriques déduits au no 3. Surtout
il vérifie, dans le cas considéré, la condition générale (16) et montre
que la méthode donne des résultats d’autant plus précis qu’on
satisfait plus rigoureusement & cette condition. Il faut cependant
souligner que toutes les répartitions adoptées offrent des résultats
tout-a-fait satisfaisants puis que leurs écarts & partir des valeurs
les plus probables sont inférieurs aux erreurs quadratiques mo-
yennes.

Interpolation quadratique.

Comme deuxiéme exemple, je choisis le probléme consistant,
. & compenser les mesures des vitesses a; de ’eau & diverses profon-
deurs ¢;, traité par la méthode des moments par M. Cuik.?) Comme
nous le verrons, les mesures sont, dans ce cas-la, d’égale précision
et je vais profiter de la simplicité du probléme pour mettre en évi-
dence, la maniére dont la répartition qualitative des mesures
par groupes influence l’exactitude des résultats obtenus par notre
méthode.

Les valeurs données par les mesures sont réunies dans le
tableau 2 ol j’ai déja rangé ces mesures selon la grandeur croissante
des valeurs z;. Sil’on suppose que la dépendance de la vitesse z
de la profondeur ¢ est de la forme

z=A + Bt + Cp,

Papplication de la méthode des moments donne les valeurs des
parameétres A, B, C les plus probables 4,, B,, C,:

%) Potet vyrovnévaci, Praha 1936, p. 234—236.
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A, = 0,2807 -+ 0,0023, L
B, = 0,1511 -+ 0,0064, 47)
C, = — 0,3125 4 0,0069

ou l'on a ajouté les erreurs quadratiques moyennes, calculées

d’apreés les formules connues en partant de ’erreur commune aux
observations directes

8 =V eel  _ 4,00170. (48)
m-—p ‘

Nous appliquons notre méthode approximative, conformément ala
régle énoncée au n° 6, en choisissant les groupes suivants:

1¢r groupe: mesures 1, 2,
2¢ groupe: mesures 3, 4, (49)
3¢ groupe: mesures 5, 6
Tableau 2.
7 t; x; ;3 tr) t(,)’ ;(,) x',- &
1 1,0 0,12 || 1,00 0,11875 —0,00125
i 0,9 | 0,82 ]0,16
21 08 0,20 || 0,64 0,20125 +0,00125
3 0,6 0,26 (| 0,36 0,25876 —0,00125
0,3 | 0,18 | 0,27
4 0,0 0,28 || 0,00 0,28125 +0,00125
b 0,4 0,29 || 0,16 0,29125 +0,00125
i 0,3 | 0,10 | 0,295
6 0,2 0,30 || 0,04 : 0,29875 —0,00125

selon le numérotage indiqué dans le tableau 2. D’aprés le méme
tableau, les équations (22) pour les paramétres inconnus deviennent
0,160 = A + 0,9B 4 0,82C,
0,270 = A + 0,3B 4 0,18C, (50)
0,295 = A + 0,3B 1 0,100

d’olt 'on tire _
A4 = 0,28125, B = 0,1500, C = — 0,3125. (51)

On voit que tous les résidus &, indiqués au tableau 2, sont — en
valeur absolue — exactement égaux. Il en est de méme des erreurs
d(r) et toutes les mesures sont donc d’égale précision. Il vient

Sty = Oz = b3y = & —V [88] — 0,00176

194



ce qui montre, par rapport a (48), que les résultats obtenus par °
notre methode sont & peu pres aussi précis que ceux qu’on obtient
par la méthode des moments. Les écarts

Ay — A = —0,0005;, B,— B = + 0,0011, C;, — C = 0,0000

sont, en effet, environ cinq fois plus petits que les erreurs & craindre,
1nd1quees dans les équations (47). Le probleme se trouve -ainsi
complétement résolu; je le reprendrai néanmoins pour étudier la
dépendance de la précision des résultats obtenus du choix des
groupes, sans changer les nombres m;) = m@) = m) = 2. Outre
le choix (49), fait en accord avec la régle générale, je vais considérer,
dans ce but, encore cinq répartitions qualitativement différentes,

Tableau 3.
Groupes ) )
'ler oe 3¢ 4 B c

I 12 3 4 56 0,2807 0,1500 - —0,3125
II 4 6 35 12 0,28017. 0,1500 —0,3125 -
III 45|26 13 0,2791 . 0,1543 —0,3125
Iv 14 36 25 0,2875 0,1375 —0,3125

A% 16 25 3 4 0,2833 0,1310 —0,2924
VI 2 4 36 15 0,2777 0,1723 —0,3333

< A B, C,
Méthode des moments 0’2§07 O,lgll __0’3"125
Tableau, 3

Ay—- A4 By,— B C,—C T(o)— T(1y | Fs) — Ty’
—0,0005; 40,0011 -0,0000 0,110 0,135
—0,0005; +0,0011 0,0000 0,115 0,130
+0,0016 —0,0032 - 0,0000 0,060 - 0,095
—0,0068 +0,0136 0,0000 0,045 0,080,
—0,0026 +0,0201 —0,0201 0,035 0,060
+0,0030 —0,0212 40,0208 0,035 i 0,075

erreurs quadratiques moyennes:

0,0023 0,0064 0,0069

indiquées dans le tableau 3. On y trouve les numéros des mesures
contenues dans le premier, le second et le troisiétme groupe, les
valeurs des paramétres obtenues par notre méthode appliquée a la
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répartition choisie, leurs écarts des valeurs les plus probables et

enfin les différences des moyennes ), Z(2), % calculées pour le
Ppremier, le second et le troisiéme groupe. La derniére ligne réproduit
les résultats (47) donnés par la méthode des moments. J’ai rangé
les répartitions considérées selon l’exactitude des résultats, ce qui
rend possible de constater que les écarts entre les valeurs obtenues
par notre méthode et les valeurs 4, By, C, sont grosso modo
d’autant plus grands que la répartition différe de la répartition I,
choisie conformément a la régle générale. La répartition 11, que
j’ai obtenue en appliquant cette régle aux mesures rangées d’aprés
la grandeur croissante de ¢ (au lieu de z, comme je I’avais fait dans
le cas I), offre, il est vrai, les résultats identiques 4 ceux donnés
par I. Mais il faut remarquer que la répartition II se confond avec
-la répartition I, lorsqu’on échange simplement les deux mesures
5 et 6.4)

Le tableau 3, montre au surplus que les différences @) — (),

“Zg) — %), grossiérement parlant, diminuent avec les écarts 4y — 4,

o— B, Cy— C croissants conformément & la relation (l4b),

exprimant que les différences ) — %) doivent étre maxima pour
que la précision des résultats le soit aussi.

*
PfibliZna metoda vyrovnini pezorovanych zavislosti.
(Obsah pfedeilého &lanku.)

Obvykly zpisob aplikace ‘metody nejmensich &tverci na
vyrovnani{ pozorovanych zavislostf{ vyZaduje zdlouhavych vy-
podti. Proto se v praktické fysice a zvlasté pfi méfenich technic-
kych mélo uziva metody nejmensich étverci a konstanty empiric-
kych funkef uréujf se mnohdy postupem, pii némz se nebere nélezity
zietel ke viem vykonanym méfenim. Z téchto divodid byly vypra-
covany pfiblizné metody a to jak podetni tak i grafické, které lze
oviem aplikovati jen ve specidlnich p¥ipadech. Velmi jednoduchou
piibliZznou metodu vyrovnani linedrni zavislosti uvedl jsem v élanku
»Teplotni koeficienty tepelné vodivosti praskovych hmot.*)

V této praci zobeciiuji pravé zminénou metodu do té miry,
¥e Ize j{ uZiti ve viech pifpadech pfichézejicich obvykle v praksi,
zvlasts také pro aprommam raciondlni funkef celistvou libovolného
stupné. Predpoklddam, Ze pozorovanou zawslost velidiny x na
proménné ¢ lze vyjadiiti vztahem

x""h""‘?(t,azaas,o--,ap)

¢) Evidemment le numérotage des groupes n’est pas essentiel.
*) Technicky obzor, XLV, str. 68—71; 85—89, Praha 1937.
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obsahu](clm p konstant a,, a,, . . ., a,, z nichZ jedna (oznatil jsem
il a,) je aditivni, pii demz ¢ je libovolné funkee zbyvajicich kon-
stant a proménne t. Bylo-li mé&fenim ziskdno m (> p) hodnot
Ty, &y, . . ., Tm_veliliny z pro hodnoty t,1,, ..., tm proménné ¢
a jsou-li ‘Viechna méfent piiblizné stejnd pi‘esné,' vede odvozené
metoda k tomuto postupu:

Serfadime méfent podle velikosti hodnot xl, Xy, -+ oy Ty TOZAENIME
je do p skupin stejné pocetnych, takze kaidd skupina obsahuje m|p
méfeni po sobé jdoucich, a k vypoltu konstant a,, .. ,a, uZijeme
rovnic:

;(k) =a +;(k) t asas. .. a,), k=1,... »,
kde gy a pqy jsou aritmetické priméry tvorené pro k-tou skupinu.

Nejsou-li méfeni ste]né presné, volime podetnéjsi ty skupiny,
které obsahuji mé&feni méné piesnd a to tak, aby byly splnény
(aspoti piiblizng) vztahy

may s M) ... cMpy) = 6(1) (5(2) e 5(,,),

v nich% mq, znadi podet méfeni v k-té skupind a &y jejich stfedni
kvadratickou chybu.

Pro linearnf zavislost plyne odtud ]ednoduche pravidlo:
Sefadime méfent podle velikosti a vypolteme pro promi polovinu
méreni priméry hodnot t,. ,tm @ ..., Zn. Uéinime-li stejné
pro druhou polovinu mérent, dostaneme dvé dvojice hodnot t a x, které
uréuji primkovou zdvislost x ng t. Vyrovnini moZno provésti také
graficky: KaZdé méreni zndzornime bodem v pravodhlé soustavé
soufadné (t, z). Body rozdélime na dvé steyné’ pocetné skupiny primkou
kolmou k ose t a sestrojime t6£i8t& proni © druhé skupiny bodi. Spoj-
nice obou t¢%i8t ddvd hledanou primkovou zdvislost.

V prve zminéném &lanku odvodil jsem také vzorec pro stredn.i
kvadratické chyby konstant a uZil jsem popsané metody k vyrov-
nani méfeni zavislosti tepelné vodivosti praSkovych hmot na
teploté. _ .
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