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Über Reihen von der Form A0 + V-4VTT -• -. 
^ I I l — a^z 
V = l / i = l ^ 

/ . Abhandlung. 

Ernst Lammel, Prag. 

(Eingegangen am 29. März 1938.) 
In einer früheren Arbeit wurden folgende Sätze bewiesen:1) 

Ist {a^}, (jbt = 1 , 2 , . . .) eine Folge von Punkten aus | z \ < 1, 
für die lim | a^ \ < 1 ist, so konvergiert eine Reihe von der Form 

(X—>00 

-•+i*ri- i=& <» 
v = l A - = - 1 

dann und nur dann für jeden Wert von z aus | z \ < 1, wenn die 
Koeffizienten {Av}, (v = 0, 1, 2, . . .) der Limesbedingung 

V 

iim|fri7T<;i (2) 
v—i-oo 

genügen. 
Besitzt die Folge {a^}, (ju = l, 2, . . .) aus | z \ < 1 keinen 

Häufungspunkt auf | z | = 1 und erfüllen die Koeffizienten {Av}, 
(v = 0, 1, 2, . . /) die Bedingung (2), so konvergiert eine Reihe von 
der Form (1) gleichmäßig auf jeder in | z \ < 1 abgeschlossenen 
Punktmenge und stellt also eine im Einheitskreise | z \ < 1 reguläre 
Funktion dar. 

Umgekehrt: Hat die Folge {aß}, (ju = 1, 2, . . .) aus | z \ < 1 
keinen Häufungspunkt auf | z \ = 1, so läßt sich jede in j z | < 1 
reguläre Funktion in eine Reihe von der Form (1) entwickeln. Für 

x) E. Larnxnel, Zum Interpolationsprobleme im Einheitskreise regu­
lärer Funktionen. Casopis pro pestoväni matematiky a fysiky, 66 (1936-37), 
57—61. 
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die zu einer Funktion f(z) gehörigen Entwicklungskoeffizienten 
{A¥}, (v = 0, 1, 2, . . .) gilt die Limesbeziehung (2). 

In dieser Abhandlung sollen die beiden folgenden Sätze be­
wiesen werden: 

Satz I. Analogon des Abelschen Stetigkeitssatzes über Pö-
tenzreihen. Es sei {aM}, (/u = 1, 2, . . .) e ine F o l g e v o n P u n k t e n 
aus | z | < 1, we l che k e i n e n H ä u f u n g s p u n k t auf | z \ = 1 
b e s i t z t und {A„}, (v = 0, 1, 2, . . .) e ine Fo lge , die der Limes­
b e d i n g u n g (2) genügt . 

B e s i t z t d a n n die auf jeder a b g e s c h l o s s e n e n Punkt ­
menge aus | z | < 1 g l e i c h m ä ß i g k o n v e r g e n t e Re ihe (1) 
auch noch im P u n k t e z = ê « e ine end l i che Summe S(ei(P*), 
so i s t bei A n n ä h e r u n g an die S te l l e z=ei(P' aus dem I n n e r n 
des E i n h e i t s k r e i s e s | z \ < 1 l ängs e ines S to l z s ehen Weges 2) 

lim f(z) = S(e^); 

w e n n f(z) die durch (1) d a r g e s t e l l t e in \z\ < 1 reguläre 
F u n k t i o n b e d e u t e t . 

Satz II. Analogon der Tauberschen Umkehrung des Abelschen 
Stetigkeitssatzes über Potenzreihen. Es sei {a^}, (fi = 1, 2, . . .) 
e ine F o l g e v o n P u n k t e n aus | z \ < 1, we lche auf | z \ = 1 
k e i n e n H ä u f u n g s p u n k t b e s i t z t und die F o l g e {Av}, (v = 0, 
1, 2, . . .) genüge der B e d i n g u n g 

lim vAv = 0. (3) 
v—>oo 

D i e R e i h e (1) k o n v e r g i e r t dann a l so auf jeder in | z | < 1 
a b g e s c h l o s s e n e n P u n k t m e n g e g l e i c h m ä ß i g und s t e l l t 
a l s o e ine in | z \ < 1 reguläre F u n k t i o n f(z) dar. 

I s t dann für z ->e^ - be i radia ler A n n ä h e r u n g aus 
d e m I n n e r n v o n | z \ < 1 

f(z)^F(<p0), (4) 
so g i l t 

v=l ix=\ * 

Die Beweise bilden wir den gebräuchlichen Beweisen für die 
analogen Sätze über Potenzreihen nach. 

a) Unter einem Stolzschen Weg versteht man nach Hardy und Little-
wood eine in | z \ < 1 verlaufende und in z = ex<p* einmündende Jordankurve, 
welche zwischen zwei in z = etq>9 endenden Sehnen des Kreises | z | ^ 1 
verläuft. 
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§ 1. Beweis des Satzes I. 

Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn man 
annimmt, daß S(ei(p°) = 0 ist. Sonst betrachte man f(z) — S(ei(p*). 

Die durch (1) gegebene Funktion f(z) läßt sich in der Form 
n v 

f(z) = A0 + J A , Y\ fEf^ + Kn+1(z) (5) 
v = l ^ = 1 ** 

schreiben, worin .ßn.j_i(z) eine in | z \ < 1 reguläre Funktion be­
deutet, für welche auf jeder in | z \ < 1 abgeschlossenen Punkt­
menge gleichmäßig 

\imBn + 1(z) = 0 ' (6) 
n—>oo 

ist. 
Zur Abkürzung schreiben wir 

2 sj fß'Vt (TL 

Y _ ä z = V{*> «) ^ d demgemäß l _ . ^ = V(e^, a). 

Setzen wir 
A0 = s0(e^) 

und 
m v 

A0 + 2 ^ v f~J^(el>% «#.) = *»(«**)> (?) 
v = l fl = l 

so hat man nach Voraussetzung 

lim sm(ei(p*) = S(e^) = 0. (8) 
m—>oo 

Da für v I> 1 
_ ^(e1'?») — sv_i(el>o) 

Ay — ; 
Y\v{ei<p*>av) 

A - = l 

ist, so ergibt sich aus (5) 

f(z) = (•*. - z) L(«*) {eir.^~^LälZ) +%(**>) * 

x 1 — K + i l 2 T T p(z, a„)) 
(e** — a,+1) (1 — äv+1z) 1_J p(e*«\ «„)/ "*" 

+ ^ f [ j $ £ s + *-<*>• <9> 
Da die Folge {a^}, (^ = 1, 2, . . .) aus | z | < 1 keinen Häu­

fungspunkt auf | z | = 1 besitzt, so existiert ein Q (0 < g < 1), 
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so daß 
K l = e; // = i , 2 , . . . (io) 

ist. Weiter überzeugt man sich leicht, daß für 

° I = Q < l u n d \z\ < l 

z — a < \z\ + \a\ < \z\ + Q 

\—äz = l + | a | | s | = l + el*l l ' 
ist und | p(ei(p; a) | = 1 gilt. 

Aus (9) erhalten wir so mit Rücksicht auf (6), (8) und (11) 

. M-(*-*){«*)^1^1^ + 
Xs fe.vo l —' °*+112 TT -J-iMiLl 
Z , 'v ' (e'>. — a,+1) (1 — ä,+1z) 1 1 p(e**, a„)J 
V = l J - - - 1 ' 

+ 
Daraus folgt die Abschätzung 

(1 - Q)2 

{ï^чm-^iш} 
worin em = Max | sy(ei(Pt) \ bedeutet. 

ro+l<v<a> 

Also ergibt sich schließlich 

woraus die zu beweisende Behauptung genau wie im Falle der 
Potenzreihen folgt. 

§ 2. Beweis des Satzes II. 

Wieder ist es keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn 
wir F(<p0) = 0 voraussetzen. 

Wird sm(ei<p°) für m > 0 durch (7) erklärt, so erhält man, wenn 
| z \ < 1 ist, 

..<«*)-/<--)=t±n«*'*4i-n$$)-
V=l / i = l » fi — 1 ' 

oo r 

— ^-A'Ylrt*'**)' 
v=m+l ^=1 

Da mit Rücksicht auf (10) und (11) für Q < | z \ < 1 

130 



1 — 
/-=1 

..)+ 1 1 p(eť*», a„) | ( e ^ — ax) (1 — a-; 
/--i ^ 

V 1 " l a * l 2 f r P ( g ' ^ ) } | < i e«V._2 I * 
Z . (e*» — o») (1 — a*2) 1 1 p(e*r», a,,) í = ' ' (1 — Q) 
fc=2 fi=l J ' 

md 

2--nrE£|-2i^(i^fi)'-
/-—m+1 a = l ' v = m + l 

< _£m Y / | Z | + g \'< £m 1 

m Z li + e 1*1 = »» (i - e)2 (i -121) 
v = m + l 

gilt, wenn em = Max {v [-1,, |} bedeutet, so erhalten wir schlieBlich 
m+l^t»<oo 

Wird z = (1 1 é** gewáhlt, so ergibt sich 

^(^)-/[(i~)^]|-^{i|o'i-id + «.}-
Hieraus folgt die Behauptung lim sm{é^) = 0, da nach (3) 

Wl—>Q0 

1 m 

lim — 2\v \ Av\ = 0, lim £,» = 0 
TI ^—4 m->oo 

v=0 
l i m / í [ l — — |eťM = 0 
tn-oo (\ my J 

Prag, im Márz 1938. 

0 řadách tvaru 

7. pojednáni. 

( O b s a h p ř e d e š l é h o S l á n k u . ) 
Pro řady tohoto tvaru odvozuje autor věty, analogické větě 

Ábelově a Tauberově z teorie mocninných řad, 

9* , 131 

und wegen (4) 

ist. 

.m—>oo ПЪ 
v=0 
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