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Vlastnosu trqun oskula¢nich na strophmdé

Podévd

Dr. K. Zahradnik.

Bodem A na ose (X) vedeni pifmka necht protind osu
X) v bods B. Pfmku tuto AB seée kruznice opsani ze stiedu
B polomérem BO v bodech M, M a mfsto takovjch bodd M
je ktivka raciondlnf stupné ttettho a jmenuje se strophoida. *)
Rovnice strophoidy je, piieme-li 04 = a
@@ 4y —a @ —y) =0,
Otocfme-li osy soufadnic o — 45° berouce. teny bodu

dvojndsobného za nové osy soufadnicové, nabude rovnice kiivky
tvaru :

@+ @ +3)—2V2a.a. y=0 (O

jiz m@Zeme i nahraditi rovnicemi
cu -
T=0Fw T+

cu
- Y= TFwad+wy |
kdez je c=2\/2.a, u parametrem bodu u, totiZ trigomo-
metrickd tangenta dGhlu, jejZz radius vector bodu = s positivnou

osou X uzavird t. j. _ '
u=tg(UX).

2. Libovolny. kruh protfna strophoidu mimo v imaginar-
nych bodech kruinych, jei obéma p¥ipadajf, v dalifch &tyfech
bodech; parametry jejich obdrZime, stavime-li soufadnice bodu
strophoidy do rovnice kruhu jakoZto kofeny bikvadratické rov-
nice vzhledem k ». Neb tfi body uréujf jiZz z diplna krub, z té
pi{éiny musi parametry bodd priiseénych -jisté relaci vyhovéti,
nezdvislé na poloze a velikosti kruhu, poddvajfcf ndm tim pod-
minku, kdy é&tyH body strophoidy na jednom a témz kruhu

@)

*) Theorii strophoidy podal jsem ve ,Zprdvdch-o zaseddnich krdl. spol.
nauk 7—11, 1873, rozlitné konstrukce strophoidy viz Grunert-
Hoppe-iiv Archiv f. Math. und Physik v pojedninf mém: Rationale
Ebene der Curven dritter Ordnung, Theil 56, 58, 59. Hlavné v dﬂu 59
pg. 18 Greifswald. .

S
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lezf. Porovnime-li koefficienty spomenuté vysledné bikvadra-
tické rovnice, obdrzfme ihned onu podmineénou rovnici, totiZ

Uy Uy Uy u, = 1. 3)
Ze 1z této relace celd ¥ada vlastnost{ strophoidy odvoditi
se d4 jakoZz i z podobné relace u, u, u, = —1,;jez ndm uddvi,

kdy tfi body strophoidy lezi na pifmce, na jiném mfsté *) jsme
podali.
V pipads, Ze je
My = Uy == U, = U,
obdrZime kruh oskulaénf v bodé w, jenZ strophoidu jesté v je-
diném dal§fm bodé u, protind. Bod u, jmenujeme sdruzenym
bodem bodu .
" Rovnice (3) v pHpadé tomto prejde ve
udu) = 1. @

- Na zékladé této rovnice snadué miZeme sestrojiti bod

sdruZzeny u, dén-li je bod oskulaénf ». Soufadnice bodu w jsou

04,, Ayu, tudf’ je:

h“I

— L% UX
04, g (UX).

. Kolmice v bodé 0 na Ou= U protfnd prodlouZeno uA
v bodé A,

Patmo Je
A0 4, =- o4, .
. Co - . qu
Sestrojfme-li déle A 4, 1 04,, A A _LA Az, obdrzfme
. . 2 3
..'.AOA,‘= 4,4, —= 04,° '
' o 04, _ Aju®
L 2 - 4
A4 =4l _ 04
, R 4,4, A ul
.. Jest tudfz o
' 44, 043 1
04, =~ 4. f‘( Agu 37

i

*) L c. pg. 13.
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1
YOR=mxy
aneb
o—— 1
ul — -1—4?‘

Prisek piimky U, = O4, se strophoidou je tudfz hledany
bod u,, sdruZeny to bodu oskulaénimu w.
Pfi tom mame i konstrukci tangenty; jest toti

A4, 1 1
o4, — ( Agu P Wt
04,

Naneseme-li nynf délku 4,4, na prodlouZené Ayu od bodu

4, ve smyslu negativném, jest, uvdZime-li i smér:
44, 1

—0?4" T urt
Spojnice U’ = 4’,0 uréuje na strophoidé bod «/, jemuz
pifsludf parametr «’, i jest
: A4, 1
' =g (UX) = 2t —= — —,
u 9 (UX) 04, o)
V obrazci 1. vytknuti je obydejnd konstrukce tangenty,
jez ma platnost pro k¥ivky tfettho stupné vibec.*)

Z rovnice (4) plynou pro » tfi hodnoty, je-li », déno
t. j. kazdym ‘bodem strophoidy proloziti méZeme tf¥i kruhy
oskulaéni; body oskuladié téchto kruhi lezé opét s bodem wu,,
k némuz jsou pridrufeny opét ma jednom a témz kruhu.

Kazdy bod strophoidy uréuje tudfZ trojinu bodd oskulac-
nfch na strophoidé; naopak kazdy bod trojiny uréuje jiZ oba

*) Konstrukce normély tim i tangenty boda « strophoidy plyne nej-
jednodudeji z nésledujici geometrické definice strophoidy: Probfh4-li
jedno rameno Aw, pravého tGhlu Au, B (obr. 2) vidy bodem pevnym
A (pol strophoidy), i opisuje-li bod B druhého ramene pfimku (Y)
predpoklidaje, Ze je stdle =, B — A0, to# opisuje vrchol =, tohoto
pravého thlu strophoida (neb je stdle CO—= Oy,). Sestrojime-]i nyni
vbodech 4, B na ramena pravého Ghlu kolmice, ji% prisek je J, je
Ju, normala bodu v,.
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ostatnf t. j. trojiny oskulaénf urlujf na strophoidé kubickou
tnvoluct.

Trojdhelnik, jeji tvoif trojina oskulaéni, pojmenujeme troj-
uhelnfkem oskulaénfm a tyZz uréen je bud jednjm vrcholem
aneb bodem, k némuZ je pridruzen, Dva vrchole trojihelnfku
tohoto jsou imagindrné, jeden je pouze realny t. j. libovelnym
bodem u, strophoidy miZeme pouze jediny reilny kruh osku-
laénf proloZiti, coZ ostatné ze tvaru rovnice (4) jiZ plyne.

3. Na zékladé souvislosti kofend rovnice s jejimi koeffi-
cienty plyne z (4):

Zu=0, Zuu=0, uluzu_,,:%. ®)
- . 1
Jest tudfz *)
Sudh = =
Z(uu) = 3 ©)

ut
Suk = Suu)t =0, ‘
je-li k=34, ptredpoklidaje, Ze i & i 4 jsou ¢fsla celistva.
Misto u, u (6) stoj{ jednoduSe u a i naddle tak utinfme, po-
névadz pochybnost tim nevzniké. -
Bude tudfz trojina oskulacnf u, u, u, sdruZena k bodu .

" %) Jei f(w)==0, dand rovnice, ur kofeny jejf, f'(u) derivace od f(u) je:
| r@_3p 1 |

F@) " u—ur

Jest viak
. 1 Y
u—ur  y—p wtl
tudiZ je:
’ Zu! | Zu .
| : “J{;'f;‘)_ +—+ A Y )
: Dﬂe.plati - )
et ..-E@:u::i-{[zu:]z—ﬁuf'}... - ®

. Relace (&) i (§) podévaif ném pro pHpad u*=~ navedens rov-
nice (6).
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Misto tzist trojin oskulaénich.

4. Ozna&fme-li pismenem S t&zisté trojiny oskulacnf w,u,u,
sdruZené k bodu v, souradmce tézisté u «, B, je

Un
3““2”"—°21"<1+u..)(1+u..) M
Un
3= Ey,, _02(1_{__“")(1 _{_un)
Vzhledem k rovmcfm (6) i (6) jest:
1 (1-an) (1-Had) =1t - [utugug]= EOCTE)

Zuy(14uy) (1-u3) (14u,) (14-43) = ®
= Zuy [1 — % ~uyu, ] [1—ui—+-ujui]
Zui(14u,) (14-u]) (1-4ug) A4-43) =
= Zui [1 — vy -u,u, [1—u3+u,u.]
kdeZ jsme, upotfebivie relace (B), stavili
Uy Uy = *“i '
2 _|_ uﬁ _—— u
Provedeme-li naznaéené nasobenf a pak séitanf, obdrzfme
vzhledem k rovnicim (5) i (6)

B (1= 4y ug) (1 —ud fudul)=— 5

Zup (I —w v uy) (1 —2uy +uj a)——'

i )
Uvedeme-li nynf tyto hodnoty z rovnic (8) i (9) do rov-
nice (7), obdrzime, pokrativie na obou stranich spoleénym
¢initelem 3:

= — cu
T+ “'.’ )
p=— T+od+u)’ ‘

Tézisté trojiny oskulaénf, sdruzené bodu wu je tudfZ bod
symmetricky. S ohledem k dvojnému bodu t. j. spojnice Su pili
se v po¢dtku soutadnic. Z té pifCiny je patrno, Ze misto t&Zist
viech trojin oskulaénfch jest opét sttbphoxda i to komgruentni
s danou (obr. 3) pouze otocend okolo pocatku souradmc (totlz
okolo dvomého bodu) o 180 stupni.
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Kruh opsany trojuhelniku oskulaénimu.
5. Rovnice kruhu jdouctho tfemi body (ws, y5) h=1,2,3

znf : S
(w2+y2)lw1y1 1 l —wl m2+y2ay7 1' +3/|m2+y2i x, ll'—
o _|w2+y2s w,yl:O.*) (11)
Jest viak
cu?

% -"'1"'(1+u>(1+u2)’ aroate =
' W (o) (@) |

n<1 (o)

PiSeme-li krétce, upotiebivie pfi tom rovmc (5)
H(1+'u;.)_.1+u,u,u3 4

(1 o) = 1 + [ 5,]°= B
Il,‘u,u”:d

jest: a
: 2 : ¢4
l z, y, 1 |=AiB_Iu’.u.2’~l+“3|:’B"

~ Podobné obdrZfme : :
|2+ 9%y, L =g | v (14 w), A+9* A+ )=

= T W] 2. vt | 02 | o wdudud | 1w, 2 )=
4. U, Uyu, [2 —|— Uy Uy Uy |
=y )
Jehkoz je vzhledem k rovnicim (5)
|1, u? u’l_.ZI‘ulu2 4=0.
Podobné‘ge ddle

%) K vili krétkosti pifeme, jak nynf jest obylejem,
l yl ;

v o W u, ¥
I‘”} Y, 1 |=|2 % 1 podobnél fury ut, wr | =

<

4 q
uz, u’ uz K]

*y Y3 1 "f, “,qr “,
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Qu,u,u

ot 4y 0,1 | = — T2 L2 Rt],

¢t uy u, uy . A
lw2+y2’“’syl=",' 14221;

Vsadime-li hodnoty tyto do rovnice kruhu (11), obdri{me
rovn1c1 kruhu opsaného trojiné oskulaénf, zkré,txvse spoleénym

clmtelem 5— totiz:

B -
x? + gy — €y, v (2 uy Uy Uy ) © — ¢ (142w uyu,]
[1+% 4 “3] - Mtuy, u)*
c?u, u; u, —o.
+ (14w uu]® ™

Do této rovnice méme jesté w,u,u, :%.vsaditi, ¢imz ob-
drifme
1+2u (2+u)u c’u - Co
2 2__ =0 12
S (= S L e LR = L)
co hledanou rovnici kruhu opsaného trojiné oskulaénf sdruzené
bodu w.

Misto stred& kruhl opsanych trojindm oskulaénim.

6. Soufadnice stiedu kruhu opsaného trojiné oskulacnf
plynou z rovnice (12), jsouf

P 1-} 20
T2t (e (13
—_ ¢ @+wu
1=y T

Ze tvaru rovnic (13) ihned shleddvime, Ze jest.¥elené
mfsto kuZeloselka i to parabola, ponévadZ parametry ibéZnych
bodd v jednu hodnotu splyvajf t. J pnmka ibéZna Jest tecnou
kuZelosecky. '

Rovnici této paraboly obdrifme ve tvaru f & 72) ~O vy~
lou¢fme-li z rovnu, (13) proménlivy parametr u. Jest totiZ: .

o Ef‘u{(1+u)2+ N }
n_7{ U~ e
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Odectenfm obou rovnic obdrifme-

—1 + =7 +u (14)
druhou viak 'z pi‘edchézeﬁcich rovnic psiti mbZeme té:
0, e _ 1 e a5

fi—9=—7% aTFu?"
Vyloudivie nynf z rovnic (14) i (15) (1-|-u) Jakozto ne-
zndmou, obdrZime:

Cc [
(e—n+3) +2(n— ) =0,
kterouzto rovnici téZ psiti miZeme:

(é—n)"+c(§+n)—?£—0 )

Vezmeme-li nynf za osu X pimku
f - n= 01

§+1=0,

pkejde rovnice (16) v této nové soustavé soutradnicové ve 'A

[
—_—— ) 0.
Vz' 8
Posmeme-h rovnobézné osu potadnic o
2¢

@X
.‘ AYS)

ve sméru positivném, obdrzfme

za 0su Y pifmku

2

yrl=— = = —2ax
\'4;
co rovnici paraboly (obr. 4.) mfsta to stredd kruhé opsanych
trojindm- oskulaénfm, vztaZené na osy X'Y’. ‘Pol A dané stro-
phoidy jest ohnisko paraboly. Nyn{ miZeme i sestrojiti kruh
opsany trojiné oskula¢nf sdruZené k danému bodu w. Sestrojme
nejdifve bod oskulaénf v, realného kruhu oskulaéntho, jdouctho
bodem u. Body oskulaénf u,, u, obou ostatnfch kruhd osku-
laénfch jdoucich :bodem = jsou imagingrné. JelikoZ kruh jdoucf
trojinou oskulacef w,, u,, u, téZ badem sdruZenym w probfhi,
je uu, tétiva kruhu opsaného trojiné; oskulaénf. Kolmice ve
stiedu t&tivy uuj vatféend jde sttedem C'kruhu opsaného, jen
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lezi na pa.rabole. Jest tud{Z C prisek kolmice sestrojené ve
stredu tétivy ww, s parabolou (16).

Kolmice zminénd protind sice parabolu ve dvou bodech
a ktery z prisekd je piisluény stied C, patrno ihned z rovnic
(13); dokud je u positivno t. j. bodim klicky [£, % je positivno]
piislus{ tudfZz onen dil paraboly, jenZ soucasné s klickou v témZ
thlu tangent dvojného bodu lezi, tedy mezi 4-X i 4 ¥, atd.

Obalka kruhid opsanych'trojinam oskulaénim.

7. Nagli jsme co rovnici kruhu opsaného trOJmé osku-
laénf (12):
k= (2 +y*) (14u)? —c(1+2u)x—cu (2 +w) y —|— ¢*u=0. (18)
-V rovnici této vyskytuje se proménlivy parametr u, se
kterym se kruh mén{ i vzhledem na polohu i vzhledem na rozmér.
Pobybuje-li se bod » po strophoidé, zahaluje kruh %k uréitou
kiivku, j{Zto rovnici obdrizfme jakoZto diskriminant rovnice (18)
vzhledem k parametru w. Srovnidme-li rovnici (18) podle %,
obdrZime ‘

2
w¥(e? +yi—cy) — 2u (2 - y* — ez —oy +g-, +
+ (w2+y2—cw) =0s
tudfZz je hledany diskriminant:
2
@+ y* —cy) (2*+y* — ca) — (w2 +yt—cx— cy—l—%) =

aneb .
(@ 4y — cy) (@ +-y* — cx) — [(w —%)2—}-( — %)2]2 =0 (19).
Posineme-li rovnobéZné osy soufadnic, berouce bod (% . %)

za novy poCatek soufadnic, obdrifme po kritké redukci
(@ + ) (@ +y?) —coy =0. (20)
Z rovnice této shledivdme, Ze jest obdlka kruhi opsanigch
trofindm oskulaénim opét strophoida i to kongruentnd s danou,
pouze posinutd ve sméru osy soumérnosti o 2a ve sméru posi-
tivném (obr, 4). ’
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Euler-ova primka trojin oskulaénich.

8. Jelikoz jiz zndme t&zisté S (e, B) trojiny oskuladnf,
jakoz i stred C'(§, ) kruhu trojin® této opsaného, miZeme ihned
napsati soufadnice priiseku vysek H'(e’, f’) trojihelniku oskulac-
nfho, jakoZ stfedu C’ (¢ %) kruhu, jdoucfho stiedy stran tohoto
trojihelnfku, totiz kruhu Feuerbacha. *)

Jest totiz:
(CCSH) = —
i snadné se dokdze, Ze je: **) ..
-0C CH _ 3
se=%mE=7%

Oznaéfme-li o’, B’ souradnice priseku vysek H, i E‘ '
soufadnice stfedu kruhu Feuerbachova je:

e’ =8a—2¢
R P (22)
le=25F
Y sp—y (23)
"=——9"
l

Do téchto rovnic tieba jen uvésti hodnoty za e, B, & 7
z rovnic (10) i (18), &fm# bychom bezprosttednd obdrzeli rov-
nice mista bodd H i mista bodd ¢. Nu miZeme véc tuto
obecnéji pojmouti i poloZiti si otdzku, jakou kiivku opisuje bod
M, jenZ dé&lf vzddlenost téZisté od stredu kruhu opsaného trojiné
oskula¢nf v daném pevném poméru, to jest, by stéle bylo

* Ibuerbach Dasg geradlinige Dreleck 1822 pg. 65. _
**) Body H, S C lezf na téze primce, i to tak, Ze plati 0::—2 ( )

. ,_thka tato zove .se. Huler-ovou : piimkou, jenZ tuto . vlastnost bod
"H, §, C trojihelniku prvy dok4zal 1765 ve Nov. Comm. Petrop. XI.
pg. 14, jak Dr. R. Baltzer ve: ,Elemente der Mathematik 2. Bd.

4. Aufl. Leipzig 1874 pg. 91, soucasné s vice poznimkami histori-

. ckymi podotjkd. Na piimce Eulerové lei{ stfed C' Feuerbachova

.. ‘kruhu, jenZ s bodem C délku H 8 harmonicky dé]i Jest tudiz:

(co SH)“—I - B '
z relac (a) i (ﬂ) plyne ’
8C'_1 SH_ 2 CS8__
CC=3'CH™ 3’ TR
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cM
SM— ,
Souradmce bodu M jsou v tomto pifpadé
E—12e
1 — 1
-2 ﬁ
¥y = 1 =’
aneb dosadfme-li hodnoty za £, %, e, 8:
c A142uw)(1+4u®)4+24u (1 4 w)

=4A.

r =

= 2(1_1). (1+u’)2 (1-}-11,2) (24)
. cu @+w(A+4u)4-24u(ltu)
Y=ea—n A+’ A+

Z rovnic téchto vysvitd, Ze kaZdy bod M, jenZ d&lf vzdé-

lenost CS v daném pevném poméru A, kiivku raciondlnf étvr-
tého stupné opisuje, jdoucf imaginarnymi body kruinyml i do-
tykajfci se pifmky 1bézné,

Jeito vSak ani Citatel ani jmenovatel nenf 8 (1 + ) neb
(1 4 »?) déliv za niZ4dnou hodnotu pro 4 vyjma A=0 i A=o,
coz ndm body C a S d4vé, toZ patrno, Ze body H i C' kiivky
raciondlné stupné Ctvrtého opisujf, jejichZ rovnice ze (24) ob-

drZime, pi3fce k:—g— pro bod H, a A=23 pro bod C..

Spojnice C, jiz body H, C' harmonicky d&lf, jmenuje se
piimkou Euler-ovou trojibelnfka; rovnice jeho je:

z Yy v c _
E=|1424u2+v  2(14u)? =0.(25)
uw u?® — Q4w (4u?|
- Kazdému bodu w» strophoidy, p¥islusi uréitd pi{mka E,
jakoZto Eulerova pffmka trojihelnfku oskulaénfho. JelikoZ se
parametr » v rovnici pffmky v pitém stupni vyskytuje, plyne,
fe kazdym bodem roviny strophoidy pét takovych pifmek E
probfhd, t. j. obilka Eulerovych pifmek trojin oskulaénfch na
strophoidé jest racionalna kiivka paté tifdy i stupné osmého.
Rovnici obdlky v soufadnicich rovnobéZnych poddvd ndm dis-
kriminant rovnice (25) vzhledem ku parametru u, polozfme-h

jej roveir nulle. *)

*) Pojednén{ toto vyslo ve ,Radu jugosl. akademije“ kniha 53. -
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