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vedlé toho bud samostatné

3 4 5
L= 5 6 =—(G —2i+1)
h Y

anebo s piipojenfm se k pfedchdzejicimu determinantu, coZ vede
k témuZ vysledku; konecné dle schematu

i Iis =62 (4, — 20, 4+ 7,);
takZe sestavime-li tyto vysledky dohromady, zjedndme si pifmo
pro hledany soudin uvedenych étyf idedlf vyraz norméln{
LLLI =—20.—62—6- (20 + 62) (¢, — 27, 7,)

— 1234 - 82{, — 1644, + 823,
(Dokoncéenf).

Z geometrie kuZelosedek.™

Pige

M. Lerch,
docent vysoké Skoly technické v Praze.

Budeme se zabyvati Carami, jichZ rovmice v pravoihlé
soustavé soufadnic znéjf
K(z, y) = a;y2" + 2ay,@y+ ap5y" + 2a,3@ + 20,5y +- a3 =0.

Jednd se predevifm o to, zdali rovnice takovd definuje
realnou kiivku. K otdzce té odpovidajl zndmé algebraické trans-
formace vyrazu K v soucet ¢tvercli; my viak sledujice pouze
vlastnosti projektivni, omezfme se na to, Ze budeme ptedpo-
klddati, Ze rovmici vyhovuje soustava realnfch hodnot = — &,
y =7. Bodem (£ %) vedeme libovolnou pffmku P, jejiZ body
majf pak soufadnice tvaru

x=§+ ak, y =9 b4,
kde a, b stanovi polohu pffmky a A jest parametr obecného

*) Predndsky konané na Ges. vys. Skole technické.
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bodu na pffmce. Pro parametry prisekd pffmky s ¢arou K =0
méme rovnici
K(§+ad, n +b2)=A -+ Br4 Ca2=0.
Jeito bod (& ) lezf na ¢ife K =0, mime
- K n=A=0,
a rovnice nafe znf
(@) A(B - C1) = 0.
Vyraz C m4 hodnotu

C = a,,0* + 2a,,ab + a,,b*

a je tedy od nully réznf, nemé-li pffmka P polohu zvlatni.
Rovnice (a) poddvd pro parametry prisekdt dvé hodnoty A =0

a AM=— "]é“; prvy pifslusf bodu (&, 1), druhy parametr defi-

nuje bod na piimce P, jenZ je vidy realny, jeito veliiny B a C
jsou realné pro realné ptimky P.

Bod 4 bude od bodu A =0 rlzny, je-li B=0. AvSak
piipad B = O pti libovolnych a, 4 nastane jen tehdy, rozpadd-li
se ¢dra K ve dvé pifmky, jez se protinaji v bodé (&, 5). Nebot
z identity

K(£ - ad, 5 4 b2) = CA* = a,,a%* + 2a,,abA? }- a,,b%*
plyne po dosazeni hodnot al =z —§, bA =y —1
K(2, §) = ayy@— §)° + 203y(0 — § § — 1)+ Gy —1)*
/ éehéi plyne, Ze K je souéihem dvou veliéin tvaru
- Al— §+Bly—mn)

a rovnice K = O znaéf dvé pfimky, realné neb pomyslné, vedené
bodem (£, 7).

Vyjimaje tento zvrhly piipad bude obecné B od nully
riizno, a pfimka P protind ¢éru K mimo (&, n) jesté v po-
hyblivém a vidy realném bodé (£, %), ¢imZ dokdzina véta
nasledujfef.

Géra K jest realnou, mé-li jeden realny bod a nenf-li
zvrhlou (sloZenou ze dvou piimek).
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Tyto ¢ary o rovnicich tvaru K — O nazveme druhého stupné
neb kuzeloseCkami. K tém pocéftdme téZ (jako zvrhlou é&dru)
soustavu dvou pifmek PP’ = 0 a téZ ptimku dvojndsobnou
Pz = 0.

2. Za pticinou zjednodusSenf vypoétd ptidruZime k vyrazu

K(w, y) = ay,2% 4 20,52y + a50y" + 20,32 + 20539 + 35
jesté vyraz
K[£, 1, §] = a,,8% 4 a,om® + a538" + 201,80 + 20,3 £ - 205378,
takze

K[, 7, 8= K (£, —Zf—) :

Méjme nynf dva body M,, M, o soufadnicich (z,, ¥,),
(%, ¥,); libovolny bod M pitimky M, M, pak mé soufadnice

%= wo‘l"’lwx, y:.%‘{“l?/n’
142 )
kde A znalf t. zv. délici pomér bodu M viéi zédkladnf dvojiné
M,M,, t.j. A= ﬁ:ﬁ — (M,M,M), pii Gemz 4 béfe se kladns
pro body lezfcf{ uvnitf dseku M,M,, a zdporné pro body leZfct
zevneé,

Hledejme nynf priseky p¥imky MM, s carou K =0.
Jejich délfcf poloméry A mus{ vyhovovati rovnici

(e )=

¢i ndsobime-li (1-f-4)% rovnici
K[z, + Az, yo+ Ayy, 1 424] =0.
Rozvinutfm dle mocnosti A obdrzime rovnici
() AA* +2BA+ C =0,
kde

C =K[=z,, % 1] =K(@ %)
A =Klz,, 3, 1] = K(=;, ).
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Rovmce (¢) m4 dva koi‘eny A, 47, o nichZ platf
K(mm Yo)
lll’l —_—
A Ky, )
Primka MM, protind tedy kuZelosetku K(x, y) = 0 ve
dvou bodech M’M”, pro jichZ délicf poméry plat{ vztah

) MOM" MM" _ K(=x,, y,)
MM MM” ™ K(zy, 3)
Méjme nynf trojihelnik 012, jehoZ strany protfnajf ku-
ZeloseCku K = 0O ve tfech pdrech bodd a sice

strana O1 v bodech ¢, c,,
” 1_2_ n ay Gy,
n 20 n bl bl;
znamendme-li K;, K;, K, hodnoty vyrazu K, jeZ tento obdrii
v bodech 0, 1, 2; ddle znaéf-li p, = (Ol¢,), &, = (1 24a,),
B, = (20b,) délicf poméry priseéikd c,, a,, 6, viiéi zdkladnim
dvojindm bodd 01, 12, 20, a podobné p,, @,, B,, mime dle (1)
vztahy

K K K,
MY = Kl:a a0, = fia B.8, = IT;’
a odtud
(2 o, 8,77, = 1.

Tim dokdzdna dilezitd véta Carnotova:

Souéin délfefch pomérd, jeZz stanovi priiseciky libovolné
kuzelosecky se stranami trojihelnfka, a jeZ jsou vzaty vaci
vrcholim tohoto v uréitém pofddku cyklickém, rovné se 1.

Stejnym zplsobem bychom ukizali (véta Menelaova), Ze
pifmka protind strany trojihelntka v bodech majfefch za souéin
délfcich pomérd — 1.

3. Chceme nyni ukdzati, Ze k stanoveni kuZeloselky je
pottebf i sta¢{ pét bodd.

Je moZno Z4dati, aby kuZelosetka K — O prochdzela péti
danymi body o soufadnicich (z,, %,); (3 ¥2);... (%5 ¥s)-
Tim se obdri{ pro Sest homogennich neznimych koefficientd
@35y @ygy .« Qg3 D&t rovnic
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K,,((L'L, .%.) = allml.2 + 2“12%3/;‘1‘ a22ytz + 2allmb
+ 2a23yb+ Q33 — 01 (‘ - 1, 25 31 4) 5)

ReSenfm téchto a dosazenfm do K =0 plyne rovnice hle-
dané ¢dry ve tvaru

2t xy Yy ox oy 1
z; @y, M © oy 1
T, TyYy Yi Ty Yy 1
@) T LYy ?/; ®y Yy 1 =0
T, TY, Yo T Yo 1
@ XY Yo Yy Y5 1

Zbyvé dok4zati, Ze Fecenych pét rovnic je vespolek neod-
vislo, t. j. Ze rovnice (3) nenf identickou.

Ze existujf soustavy péti bodi, kterymi kuZelose¢ka tplné
urCena, t. j. Ze determinant (3) nemizi identicky viéi =y,
Yy » -« %Y, dokdZe se nejlépe pifkladem céfselnym. Zbyva
vS8ak ukézati, Ze pét bodd stacf v kaZdém ptipadé.

Predpoklddejme nejprvé, Ze z danych péti bodd leZf tii
na piimce; pak veSkery body této pffmky musf hovéti rovnici
hledané kuzZelosecky, kterd je tedy zvrhlou a druhd jeji édst
je piimka dand zbyvajicima dvéma body.

‘JestliZe viak za druhé #4dné tfi z danych péti bodd hle-
dané kuzeloselky, jeZ znamenejme a,a,, b,b,, c,, neleif na
ptimce, miZeme kuZeloseCku K jimi definovanou takto sestrojiti:
Bodem ¢, vedme libovolnou piimku, kterd protne kuZelosecku
v dal8fm bodé& c,, jejZ obdrZime pomocf véty Carnotovy uzité
pii trojihelnfku, jehoZ strany jsou pimky a,a,, b,b,, c¢,c,.
Otaéf-li se primka kol ¢;, probfh4 c, kuZelosecku zcela uréitou.

Abychom v3ak obdrZeli konstrukci, pfetvofme vétu Car-
notovu, kterd vyjadfuje vztah mezi Sesti body kuZeloselky,
u vétu Pascalovu. '

Méjme na kuZelosetce K libovolnych Sest bodd a,a,,
by by, c,cy; témito vedme ptimky a,a,, b,b,, ¢ c,, a vrcholy troj-
uhelnfka jimi stanoveného znamenejme 0, 1, 2.

UZijeme-li pro délicf poméry oznacleni

(a)) = (12a,), (b)=1(205,), () =(0lc,),
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zni véta Carnotova takto
(@) (@, )(@)(B,)(by)(ey )(ey) = 1.

Vedme nyni piimky a,b,, b,¢,, ¢,a,, které nechf protnou
zbyvajfc{ strany trojihelnfka v bodech ¢, a, b. Dle véty Mene-
laovy bude pak’

(a,)(By)(¢) = —1, (B)(c;)(@) =—1, (&,)(a,)(d) = —1;

znésobime-li tyto rovnice a méme zfetel k relaci Carnotové (),

obdrZfme
@0 ) =—1,

z kteréito rovnice plyne, Ze body a, ¢, b leif na ptimece. Vy-
jddtfme-li symbolickou rovnici k= (ab, cd) okolnost, Ze k je
prasek pffmek ab, cd, jsou body a, ¢, b definovany takto

a = (a,a,, cyb,),
b= (agcyy byby),

c=1(c,0p, byay);

uvaZujeme-li Sestithelnfk 123456, je ptirozeno nazvati strany
1 2 a 4 5 protéj$imi, podobné jak o strany 23 a 56, pak 34 a 6 1.

V Sestithelnfku a,a,c,¢c,b,0, jsou pak strany, jeZ se pro-

tinaj{ v bodech a, b, ¢, protéjSimi, takie mame vétu Pascalovu:
.V Sestithelnfku do kuZelosecky vepsaném protfnaji se
protéj¥f strany po dvou ve tfech bodech tétéz pfimky.

Véty t6 uziva se ke konstrukci bodli kuZelosetky dané
péti body.*) '

4. Mimo Pascalovu vétu je pro theorii kuZelosecek dile-
Zita interessantni véta Désarguesova, kterd je také bezprosttednim
disledkem véty Carnotovy.

Ctyfmi body a,a,, b,b, prochdzf nekoneénd mnoho kuzelo-
setek, jich souhrn slove svazek kuZeloseéek, ony pevné étyfi
body jeho vrcholy.

Méjme libovolny svazek kuZeloselek (a,, a,, b, b,) a libo-
volnou pffmku P, je? neprochdz{ Z4dnym jeho vrcholem.

KaZd4 kuZelosecka svazku protne ptimku P ve dvou bodech

*) Odkazujeme tu Gtendfe k 2. svazku znamenitého spisu pp. bratff
Weyrft ,Zdkladové vysif geometrie“.
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¢ ¢ , a tim obdrZfme na P fadu pard ¢, c,. Jde 0 souvisiost
téchto dvojin prisecfkd.

Pimky P, a, @, ,b, b, tvot{ trojdhelnik Carnotdv; libo-
voln4 kuZelosecka K protni pffmku P v bodech ¢, ¢;; pak zna-
menejme vrcholy naSeho trojihelnfka opétné O, 1, 2, a piSme
(01c) = (¢), (12a) = (a), (20b) = (b), pak méme 2z Carnotovy

véty
(ay) (a;) (bl) (%) (c) () =1
hledany vztah

(@) () =k,
kde % znaéi stdlou (na kuZeloseéce K nezdvislou) hodnotu
' 1
(a1) (a5) (by) (b,)
NaSe fada pdrd tudiz md tu vlastnost, Ze pro vSechny
pary c, ¢, soucin délicich poméri ?-Z—l - (1222 m4 stdlou hodnotu
1 2

k. Takovdto ¥ada dvojin bodoviyjch ¢, c, nazjvd se (kvadratickow)
tnvoluct.

N48§ vysledek tedy zni:

Svazek FkuZelosedek protind libovolnow piimku, jeZ nepro-
chdzt Zddnym jeho vrcholem, v (kvadratické) dnvoluc.

To jest véta Désarguesova.

Jednd se nyni o konstrukeci involuce, ¢i dffve o jejf
vlastnosti.

Involuce nase byla definovdna rovnici

(0lz,) . (Olz,) =k,

zna{-li x, x, obecny pir involuce na pifmee P, 0 a 1 dva
pevné body této pffmky. BlfZf-li se bod 2, bodu O (neb 1)
bli#{ se «, bodu 1 (neb 0); body O, 1 tvofi tedy také par nasi
involuce.

Polohu bodu @ na p¥imce P stanovme pomocf jeho vzdi-
lenosti £, algebraicky vzaté, od jistého pevmého bodu O na
ptimce leZfctho: veli¢éinu £ nazveme soufadnici bodu . Jsou-li
o, # soufadnice bodd O a 1, znf rovnice na$f involuce

§1—-a.§2-—a:k’

§1 —_ﬁ 52-_—_'7"
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¢ili
(@) 1 —k). & &+ (BB — o) (6,1 &) + (a2 — k%) =0.

Rovnice ta je tvaru

) AE &+BE+EFC=0.
KaZd4 rovnice tvaru (4) definuje involuci.
Abychom to dokézali, znamenejme «, f jeden par hodnot
& £, a poloZme

51 —« = gz '—"_a
—B W &—B
¢imZ rovnice (4) obdrz{ tvar podobny
)] A’y 7, + B (,+m,)+ C =0.
Pro %, =0 jest & = a, £ =@, tedy 7, = o,
Z rovnice () vSak mame
S i ol /8
TR A+Am,
a tento vyraz pro n, = 0 je nekonetny jen kdyZ B’ = 0.
TudfZz znf rovnice (8)
Ay +C =0,

4

= ,,

. C
t. J. . 7)11]2:-—X,zk,

éili b f—e
¢ili e §2-—ﬁ—k
a to jest privé piivodn{ definice involuce.
Z rovnice (4) soudfme, %e involuce jest @plné ustanovena
dvéma péry; budteZ to pdry o soufadnicich e, &,;; §,, B,.
Z rovnic
ALE +B(@E +£)+C=0,
Aoy, +B(B,+ 8,)+C=0,
ABB.+C( +7.)+C=0,
plyne vyloutenim nezndmych koefficientd A, B, C hledans rov-
nice involuce ve tvaru

LE &4E 1
e, o +te 1
6.8 BB, 1

4 =0.
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Povazujme nynf péry &, £ za kofeny kvadratické rovnice

E—E+EEFEE=0,

mezi jejimiz koefficienty plati vztah linearny

A§é, +B(§ + &)+ C=0;

involuce je tedy souhrn kofend kvadratickych rovnic

£—fE+9=0,
jez obdrifme, podrobice koefficienty f, g libovolné linearné
podmince
Af+Bg-+4C=0.
Re#fme-li tuto podminku pomocf parametru A ve tvaru
f:fo+/1.fl — 90t 4

1+ 9= 10
obdrifme rovnici
E—fob+9) +2(E —fi+9)=0.
Odtud soudime, Ze lze tnvoluct povaovati za souhrn pdrd,
jeZ hovi rovnici .
€ (€€*+BE+7)+ A (8 +BEH7) =0,
kde «, B, y, &, §, ¥ jsou konstanty a i proménny parametr.
KaZdému péru involuce £,£, pifslusf uréitd hodnota parametru 4,

e v e e

UvaZujme nynf dvé kuzelosecky K (z, y) =0, K, (x, y)=0,
jeZz protinajf se ve Ctyf bodech; jimi prochdzi nekoneéné mnoho
kuZeloseek, jichZ rovnice jsou tvaru '

®) K(z, y) + K, (=, y) =0,
pii éemZ A znaéf konstantu; kaZdé hodnoté A odpovidd jedna

kuZelosecka svazku.
Priiseky kuzeloseCky (5) s piimkou P o rovnicich

e=a-+af y=>b+| V¢
(kde £ znaéf parametr libovolného bodu na P) obdrZime FeSent
rovnice
K (a -t ag, b+ b8+ 1K, (a+ a8, b+ b8 =0,

jez jest tvaru (4%). Tim na novo dokdzdna véta Désarguesova.
(PokraZovinf.)



		webmaster@dml.cz
	2019-09-30T17:13:17+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




