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O involucich na krivkach tretiho stupné.

Podave

prof. Emil Weyr ve Vidni.

1. Zvolime-li dvojny bod o kfivky ttettho stupné C, za
bod pocateény a teény bodu o za osy soufadné, tu zni rovnice
k¥ivky:

d Ax® + 3B’ + 3Cxy® 4 Dy?+4-2Fxy =0.) (1)

Libovolny bod «y nasf kiivky lze uréiti hodnotou w para-
metru jednoznaéného, ktery opét mfize byti vyznamu rzného.
Uréime-li za parametr » na pifklad pomér paprsku bod kfivky
s bodem pociteénim spojujfctho, vzhledem k osdm soustavy co
paprskiim zékladnfm t. j. poloZfme-li

y = ux, ' @
to? obdrifme po snadném vypoctu
_ — 2Fu
® = AT 3Bu-t30u+ Dud
— O Fu? ©)]

Y= A 3BuF 30u*F Du?
Znamenajf-li u,u,u, parametry t¥{ bodd k¥ivky C, na ptfmce
le#{cfch, jest vidy (viz 1. c.)

Uylglly = — 5 . (C)]

Sestrojime-li teénu bodu w, protne ndm tato kfivku v bodé tan-
gencidlnim «’ a bude dle (4):
vl = — -%— )
Body obratu ¢, 7, 7, obdrifme z rovnice (4), poloZivie
uy, = u, = u, = u, tudfZ FeSenim rovnice

*) Viz: O rovinnych racionilnich kfivkéch tFettho stupnd. Casopis
pro péstov. mathem. a fysiky, rod. III. pag. 24.
10
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ud = — -%—. (6)

Znatice pismenou % arithmetickou hodnotu odmocniny
v__ il_, obdri{fme pro body obratu parametry:
w =k, u"~k(—1+___v'—3) u"’—k( ” 3) 0

aneb kratceji:
u’
v’ 3= ak, ()
u"l
v kterémZto vzorci na misto « dosaditi musfme posloupné tii
hodnoty tieti odmocniny z kladné jednotky.

Hodnoty tyto jsou jak zndmo -1 a kofeny kvadratické

rovnice a® 4« 4 1 = o. JelikoZ wu'w" = — %' nalezaji se

viecky tfi body obratu na téZe pifmce J.

2. Transformujeme-li, treba pomoci perspektivy, kfivku C;
tak, aby pfimka J body obratu obsahujicf byla pffmkou neko-
necné vzdilenou, pak se zjednodusi rovmnice kiivky jesSté vice.

Polozime-1i hodnotu parametru bodu obratu z rovnice (7’)
do rovnice (3), obdriime pro soufadnice bodu obratu vyrazy,
které po kritkém poétu lze vpraviti do tvaru:

2
N
2
_ TFICO!
Y= "B Cha

kde opét vloime - 1, ("H;V:?'), (= 1‘;‘/:73) po-

sloupné na misto . VSecky tfi body obratu vyskytnou se jen

pak v nekoneéné vzddlenosti, polozime-li B=10 C=o; tfm ob-

drﬁ rovnice kiivky formu:

: Az Dy +2Fey=o0 . . . . . .(9)
Rovnice (3) piejdou nynf v nasledujfef:



147

o= 2Fu

- A+ Du?

. —2F? (10)
Y="Z¥ Dav

Rovnice teény kiivky ¢ (®y) = o zni
)2 )P =,
E—a)52 +o—p7 =0
zde viak mame vzhledem k rovnici (9):
%9 34,0
oy = 3Ax* - 2Fy
% _ spy?
i 3Dy® 4 2Fx
z ¢ehoZ majice opét zietel k (9):

% 4%
@ s +y W 2Fuxy.
Rovnice teny v bodu x, y jest tudfZ:
& (34x* - 2Fy) 4 n (3Dy? - 2Fx) -+ 2Fxy = o (11)

34&x® 4 3Dny* - 2Fxy + 2Fna 4 2Féy = o (11").
Tézeme-li se po tecnich kiivky C, libovolnym bodem &7 pro-
chazejicich, musime, jak patrno, Fefiti rovnice (9) a (11’) dle
@ a y. Rovnice 11’ néleZi kiivce druhého stupné — konické
poléfe bodu &7 vzhledem ku ktivce C,. Poldra tato prochdzf
bodem pocsteénym t. j. dvojnym bodem kfivky C, a protne tudiz
kiivku C, v ¢tyrech bodech, které jsou body dotycné tecen bodem
& n prochézejicich. '

Misto bodu (£ %), jehoZz konickéd poldra se rozpadd na dvé
pifmek, jest kiivka Hesse-ho, pi{slusnd nasf kiivce tietiho stupné.
Snadné si vyvineme rovnici k¥ivky této. Podminka, jenZ splnéna
byti musf, mé-li kuZelosecka

8112% - By0y " + 204,00y 4 282 - 20y + B, =0
se sklddati ze dvou pifmek, zni:

aneb:

'ﬂll 812 '8'1
Dy By Py [=o0.
'91 82 '30

Sestrojfme-li tento determinant pro kuZelosecku (11’), obdrzfme
10*
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34¢ F Py
F 3Dy Ffl=o
Fy  FE 0
aneb provedeme-li vypodet:
34§+ 3Dn® — 2Ffn = o, (12)

tot rovnice kiivky Hesse-ovy. Z rovmice (12) plyne ihned, Ze
kfivka tato jest opét tfetfho stupné s tymZ bodem dvojnym a
s témitéZ teCnami co kiivka C; v bodé tomto. Déle soudime,
Ze obé kiivky maj{ spoleéné body obratu.

Vedeme-li dvojnym bodem obou kiivek paprsek a jsou-li
r, 7 vzdalenosti dvojného bodu od bodu plvodnf kfivky a od
bodu Hessiany na paprsku leZictho, shleddme snadné, Ze

Y= —

2. Budtez u, u, parametry dvou libovolnych bodi kiivky C,
o nekonecné vzdalenych bodech obratu. Soutadnice 2,,¥;, %5, Ya,
vyjadteny rovnicemi (10) vlome do rovnice pifmky u,u,, kterou
lze vpraviti do tvaru

1 & 9
1 o y |=o;
1 = y,

po jednoduché transformaci obdrZime:
[4 (v + uy) — Duy*u,®] € + [Duyu, (uy 4 u,) — 4]
Uty == 0 13)
co rovnici pHmky w,u,.
Jsou-li w,u, sdruZené body kfivky C,, bude w, = —u,,
tudfZ u, 4w, = o0 a rovnice (13) ptejde do tvaru
Du, *u,? + Ay — 2Fu,u, = o 13)
Tot jest rovnice pHmky, spojujici dva body sdruZené. PoloZime-li
u, U, = ®©, mime:
Do 4+ Ay — 2Fo = o
a snadno lze co rovnici obdlky vSech pifmek tohoto druhu

vyvinouti rovnici hyperboly: -

& =—p - (14)
KuZelosecka, jejizto teény spojuji sdruZené body kiivky G,
zove se kuZelosecka Cayley-ova. Chceme-li seznati body spoleéné
kiivee C, a kuZeloseéce Cayley’ho, vloZme hodnoty (10) do ro-
vnice poslednf, éfmZ obdrifme:
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4F®  F*?
(AFDu?)?*— 4D
¢ili
(A4 Du®)* = 4ADu?
aneb
(A — Du*)?=0,
to jest dvakrit

ud—= =

o
3  ——
Avsak V% jsou parametry bodl sdruZenych bodiim obratu

a jelikoZ se kaZzdy dvakrate vyskytne, vidime, Ze v bodech téchto
kuZelosecka Cayley’ho méd styk s kiivkou G,.
3. Méame-li na kiivce C, libovolnou kvadratickou involuci

bodovou
uy - uy = au,u,-- B, (14)
bude dle (13) rovnice piimky spojujici dvé piisluSnych bodi:
[4 (ewyu, + ) — Du, *uy?) & - [Du,u, (ewyu, 4 ) — Al 7
—+ 2Fuu, = o
aneb zavedeme-li u,u, = @:
[4 («0 + ) — Da?] &+ [D (ea? - o) — A] 1+ 2Fa =0
aneb
[Doy—DE] @ + [Aag -+ Dy + 2F] 0 -+ [4BE—An] =0 (15).
Obalujicf kiivku pfimky »,», obdriime, differencovinim (15)
dle @ a vylouéenfm ® pak z obou ronic; po differenciaci rov-

nice (15) obdrZime:
o— — Aet+ Dy +-2F
=T " 2(Day—D§ °
coz vlozfme-li do (15) da
(Ack + Dpy -+ 2F)? — 4(Dan — D§) (ABE — An) =0 (15)
co rovnici kuZeloseCky zahalujici veskeré polohy pifmky w,u,.
Uspordaddme-li rovnici posledni, obdrz{ tvar:
A(Aa® 4 4Dp) & + D (D* - 44a) 42 — 24D (f + 2)é 7
~+ 44Faé + ADFgy 4+ 4F* =0 (15").
Chceme-li vypocisti parametry prisekd této kuZelosecky
8 kiivkou C;, miZeme do (15”) vloZiti hodnoty (10), ¢fmZ ob-
drifme po snadném poctu
D — 2D*Bu® -+ D (DB* + 24a)u* — 2AD (aff 4 1)u®
~+ A (Aa® 4 2DB)u? — 24%u -+ A =0
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aneb
(Du® — Dpu® + Aau — 4)*=o0 (16).
Z rovnice této plyne, Ze se kuZelosecka (15”) kiivky C;
dotyk4 v tiech bodech, jichZto parametry w«”«” plynou z rovnice

Du® — Dpu® +4 Adou — A=o (16).
Na zdkladé zndmych vlastnosti kofend vidime ihned, Ze
wu'u" = —% , (16”)

Vysledek poslednich dvah lze takto vyjadriti:

»Je-li na kiivce C, kvadratickd involuce bodovd a spoji-
me-li kazdé dvé prislusnjch bodd piimkou, pak zahaluje tato
kuZelosecku (involucnf), kterd se k¥ivky C, tiikrite dotykd.*

Kazdd kuZelosecka, md-li s kiivkou C, trojndsobny styk,
jest kuZeloseckou involucni. Dva body styku »’»” miiZeme libo-
volné na k¥ivce C; zvoliti; tiet{ » plyne z rovnice (16”), totiZ
ul” — A

- D ror?? W’ °
rovnice (16’), mdme:

Pouzijeme-li opét relaci mezi kofeny a koeficienty

ur + w’ + w!’ — ﬂ
w'w”’ + w’'uw'” + wuw! — %

aneb zavedeme-li hodnotu v’ — Df}u"
_ A (u, + 'M”) __|_ Du;zunz
o = Aww’ 17
f= D@ +w)wu + A j (17).
- Duw'w”’

Znajice nynf hodnoty «, B, znime téZ rovuici involuce

O
jakoZ i rovnici (15”) kuZelosetky dotjkajici se kfivky C; v bo-
dech u'vw"w”.

'Z rovnice (16”) plyne

wu'’ (_um) —_— % ,
“t. j. bod #” jest sdruZenym bodem tfetfho priiseku kiivky C;
8 prlmkou wu.

4. Splynou-li body wu” v jeding bod w, bude se kuelo-
setka (15”) dotykati kfivky C; ve dvou nekoneéné blizkjch
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bodech, t. j. kuZelosecka ta protne C; v ¢tyrech nekonecné bliz-
kych bodech; mimo to maji obé kfivky jednoduchy jesté styk
v bodé w”, ktery v tomto piipadé jest sdruZeny k bodu tan-
gencialnimu bodu w.

Hodnoty «, B, jsou nyni:

~ VoA 4D
“= Av
 eDw A an.
p= Du?

Vlozenim téchto hodnot do (14’), obdriime rovnici ptislugné
involuce a vloZenim do (15”) rovnici ptisluSné involuéni k¥ivky,
t. j. kuZeloseCky, kterdi ma s kiivkou C; v bodé = Ctyry neko-
neéné blizké body pospolu a mimo to jeité jednoduchy styk
v bodé, ktery jest sdruZenym k bodu tangencialnimu, bodu .

5. Spadné si téZ vyvineme rovnice onéch t¥i kuzelosecek,
které protinaji C; v Sesti nekonecné blizkjch bodech. Body styku
kuzelosetek téchto s kiivkou jsou, jak znimo, body sdruZené
bodim obratu. Parametry bodd obratu maji vSak, jak z rovnice

(6) plyne, hodnoty tieti odmocniny v_% (viz téZ rovnice

7 a 7). Chceme-li tedy obdrZeti hodnoty &, 8 pro tyto Sesti-
bodové kuZelosecky, musu’me do rovnic (17’) vloZiti

=—YZ=YZ,

¢imZ bude

Rovnice Sestibodové kuZelosecky obdrzime, vloZfme-li tyto hod-
noty do rovnice (15”); po této substituci shledime co rovmcx
éestlbodove kuzelosecky :

21 AVAD o* + 21 DVA”Dy —22 ADay 412 FVA Do
+12FVAD’y+4F2_o (18)
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Soutadnice stiedu jsou:
—3F _  =—3F

8 ’ - 3
5VA*D 5V AD?
Rovnice tykajicf se ostatnich dvou Sestibodovych kuzelo-
3

=

(18)

setek obdrzfme, nahradfme-li % ostatnfmi dvéma hodno-

tami této tiet{ odmocniny.

O ustanoveni vzorce pro plosky obsah trojuhel-
niku, jsou-li dany strany jeho.

Napsal
Augustin Panek.

Znémy vzorec pro vyjadieni obsahu trojihelnfkového
A*=s(s—a)(s—Db)s—c)
Ize téZ vyvoditi na zdkladé poucky souctové a sice takto:
Platf-li podmineénd rovnice

etpf+y=m, 1)

sin e = sin (B4 y) = sinf cos y - cos f siny,
nebo vyjddifme-li sinus kosinusem, téz
sina —sinB\1—sin?y —siny V1 —sin?8 =0. (2)

Rovnici tuto lze uvésti na tvar

Ve, —Va, —Va =0,
kterdZz ve formé zmérné ¢ili raciondlnf znf

2,2 4 2,2+ 2y 2 — 22, @, — 2, 2, — 2, @, = 0.%)
Poloz{me-1i tedy
@, = sin’a, x, = sin’PB (1 —sin®y), x, = sin?y (1 —sin?p),

obdrZ{ rovnina (2) dle poslednfho vzorce tvar

jest

*) Chceme-li rovnici tuto pséti ve tvaru determinantu, uvedme ji nej-
prve na tvar
(2 + 2, —2) (— =z, + + ) — 22, (— 2, + 2, —2,) =0,
nadeZ bude Zéddany determinant
o to—ay, —x,tn— —0
2z, ’ _f’fx+“’2+‘”2 -
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