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Poznamka o vété Descartesovée a vété Budanove.
Napsal l(“ Petr.

1. Véta Descartesova o pottu zmén znaménkovych v rov-
nici algebraické a o poltu kofenit kladnych dokazuje se zpra-
vidla dplnou indukei. Jeden z nejjednodusfich dikazi té véty
pochdzi od Laguerrea*) a opird se o vétu Rolleovu. Pii tom
md dikaz onen tu pfednost, Ze lze pomoci ného rozsifiti platnost
véty Descartesovy i na rovnice, jichZz levé strany obsahuji moc-
niny nezndmé s exponenty necelymi, a na rovnice, jichZ levé
strany jsou fady mocninné (s koneinym poétem zmén znamén-
kovych).

Zd4 se viak, ze zistalo nepoviimnuto, Ze pomoci Rolleovy
véty lze ddti je§té jednodussi dikaz véty Descartesovy, jenz
md tytéz pfednosti jako Laguerreiv dikaz a jenz md ddle tu
vyhodu, Ze lze ho pouziti i p¥i dikazu véty Budan-Fourierovy,
jez dokazuje se obytejné, jak zndmo, dvahami spojitostnimi.

2. Véta Descartesova pravi, Ze rovnice algebraickd

f@)=ax"+aax '+ ...+ ua,=0 (1)

md nejvySe tolik kotfenid kladnych, kolik v fadé (isel
‘ gy yy « o+ On 2)
jest zmén znaménkovych.**) Véta vyplyvd ihned z téchto soudi:

1. Polet koiendi kladnych rovnice (1) a polet zmén zna-
ménkovych v fadé (2) jsou lfsla stejné parity.

2. Véta jest platna pro rovnice stupné prvého.

3. Véta jest platna pro rovnice stupné n-tého, plati-li pro
rovnice stupné » — 1. Nebof, kdyby véta Deseartesova nebyla platna
- pro rovnice stupné x-tého, byla by aspoii jedna rovnice stupné
n-tého f(z) = 0, jeZ by pii uréitém poltu p zmén znaménko=
vych méla vice kofeni kladnjch nezli p, tedy aspoit p 4+ 2
kofent kladnych (dle soudu 1.). Rovnice v8ak f'(z) =0, jeZ jest
stupné » — 1 a méd nejvySe p zmén znaménkovych, méla by

*) V pojedndni »Sur la théorie des équations numériques«. Journak
de math. pures et appl. 3 sér. t. IX, 1883. Viz téz Oeuvres de Laguerre,
tome I, str. 1.

**) Pri tom &leny Fady (2), jez jsou rovny nulle, se prosté vynechavaji.
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dle Rolleovy véty aspoii p 4 1 kotenii kladnych, coZ viak jest
proti predpokladu, ze véta Descartesova jest platna pro rovnice
stupné n — 1.

Roz&ifeni tohoto ditkazu pro ten pfipad, Ze v rovnici dané
vyskytuji se mocniny s mocniteli necelymi, jest zcela snadné.
Staéi uvésti rovnici na tvar

g(e) = Azt 4 Axfr 4 ..+ ApgxTm— 4 H, = 0, (3)
kde G>¢>.. >qma1>0,

a brdti v ivahu potet zmén znaménkovych v fadé A,, 4,,... 4.
Nazyvati miZeme pro okamzik rovnici (3) m-Clennou.

A tu jest soud 1. platny pro rovnici (3), misto soudd 2. a 3.
pak nastupuji tyto: Véta jest platna pro rovnici dvoutlennou.
Véta jest platna pro rovnice m-¢lenné, plati-li pro rovnice m — 1-
¢lenné.  Dikaz posledniho tvrzeni jest téméf doslova totoZnym
se svrchu podanym pro soud 3.

3. Nechf znadf p, potet zmén znaménkovych v fads

fla), fi(), f(a), . .. [f"(a) (2)
a podobné p, potet zmén znaménkovych v Fadé ’
F @), f), f7(h), . o - fD). @)

Pak miZeme vétu Budanovu takto vysloviti:

Jestlize a << b, jest vZdy p, = ps. Potet kofend rovnice (1)
mezi @ a b*) jest nejvyse rovny rozdilu p, — ps.

Pfi tom, jestlize nékolik po sobé ndsledujicich ¢lenii Fady (2')

rovnd se nulle, ku pf. .
Jfa) = fé+(a) = . .. fitFD(a) = 0, fCtP(a) = 0,
polftdime zmény gnaménkové tak, jako by
Fo@. fi#0(@), .. f++Na)
byla ¢isla majici znaménko ¢isla f¥r¥(a), (t. j. pfi potitdni zmeén
znaménkovych v fadé (2’) ¢leny rovné nulle prosté miZzeme
vynechatl) Rovnajf-li se viak v fadé (2”)

_ FO®B), fEEND), .. . fitE=(R)

nulle pii fé+8(h) = 0, pildéluJeme témto Eislim znaménka tak,
aby fada £9(b), fi+0(D), ... f6+8(}) méla vesmésljenom zmény
z-namén_kové (a Z4dné sledy znam.). Vzhledem k tomuto riznému

* tj. poéet_ kofenti, jez jsou vétsi neZ a a men3i neili b.
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potitdni zmén znaménkovych v faddch (2’),.(2”) volil jsem pro

potty zmén znaménkovych v jednotlivych faddch rizné znalky.
Dikaz véty Budanovy opird se o tyto soudy: .

1. Jestlize p jest koten rovmice ¢ (2) = 0 a neni-li mezi

¢'(c)

"10)

zdporné, kdyz ¢ << y; p¥i ¢ > p pak kladné. Z Ctehoz nésledu,]e

ihned tento vyrok: Jestlize mezi « & b (¢ << 1) jest m kofend

rovnice @ () =0 a jenom m — 1 kofend rovnice ¢'(x) =0,

jest pH ¢'(a) = 0 dislo ZEZ; zéporné a pH ¢/(h) = 0 Eislo

¢ a y kofen rovnice ¢'(x) = 0, jest p¥i ¢'(c) = 0 ¢islo

(P((’lg kladné. V téchto vyrocich znaéi ¢ (x) polyndm v Z.

2. Rovnaji-li se nékteré ¢leny Fady (2°) nulle, zvolme si
¢slo @, > a a takové, Ze zadny tlen Fady

- [, f1Q@y), f(a), .. fPay) )

neni rovny nulle a Ze také zidny z polynomi f (z), f'(x), ... f)(x)
pro hodnotu mezi.a, a ¢ neni rovny nulle. Tu dle soudu 1.
tohoto odstavce budou miti jednotlivé Cleny Fady (2',) privé
takovd znaménka, jakd.pFisluSeji stejnolehlym ¢lenim Fady (2').
Podobng, rovnaji-li se nékteré ¢leny fady (2”) nulle, lze nalézti
Uslo &, << b takové, ze zddny Clen fady

S @), f®y) .o fAB) @"D
neni roven- nulle a Ze také zddny z polynomi £ (), f'(z),...f®™(x)
pro z mezi b, a b neni rovny nulle atd.

PonévadZ pak mezi «, a 0, jest tyz pocet kofenii rovnice
Sf(x) =0 jako mezi a a b a ponévadz fady (2') a (2”) ve zna-
ménkdch se shoduji, miZeme vychdzeti pfi dikazu Budanovy véty
piimo z Fad (2',), (2”,) ; anebo jesté jednoduseji, mizeme a budeme.
také v ndsledujicim pfedpoklddati, Ze tleny ¥ad (2") a (2”) jsou
od nully rizny.

3. Potet kofeni rovnice (1) a rozdil v poitech zmén zna-
ménkovych u ¥ad (2') a (2”) jsou ¢isla stejné parity.

4, Véta Budanova jest platna pro rovnici stupné prvniho.

5. Véta Budanova jest platna pro rovnici stupné n-tého,
jestlize plati pro rovnice stupné n — 1. Nebof kdyby nehyla
platna pro rovnice stupné x-tého, byla by aspoii jedna rovnice

4\"
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stupné n-tého f(z) = 0O, pro niz by fada (2’) vykazovala o p zmén
znaménkovych vice nezli fada (2”) a jez by meéla mezi a a b
kofenti vice nezli p, tedy aspoii p 4 2.*) Rovnice pak f'(x) = 0.
jez jest stupné » — 1, by méla mezi @ a b kotent bud presné
.» -+ 1 anebo je¥t& vice. Aviak fada .

(@), f7(@), . .. [ (a) 4)
md nejvySe o p + 1 zmén znaménkovych vice nez fada
7@, f7 @), ... °0), 4")

(jak patrno z té okolnosti tu ptedpoklddané, Ze fada (2') md
0 p zmén znam. vice nezli fada (2”)); a nemuize tudiz dle Bu-
danovy, véty, jiz ptredpokldddme platnou pro rovnice stupné
n— 1,|rovnice f’(x) = O miti vice kofeni nezli p + 1 mezi
a ab (tedy p4 1=0). Ale ani p + 1 kofeni nemiize miti
rovnice /" (z) = O mezi a a h. Nebof md-li tato rovnice p 4+ 1
kotenit a rovnice f(x) = 0 v tomtéz intervallu p 4 2 kofend,
tu dle soudu 1. tohoto odst. jsou znaménka poctdtecnich dvou
¢tlend fady (2’) bud 4, —; anebo —, -4 ; znaménka poéitecnich
dvou ¢lent fady (2”) jsou bud <4, +; anebo —, —. I md tedy
v tomto piipadé fada (4) 0 p —1 zmén znaménkovych vice
nezli fada (4”) a nemiZe tudiz dle utinéného predpokladu
o platnosti véty Budanovy pro rovnice stupné » — 1 miti rov-
nice f’(z) =0 kofend p + 1. I nemize byti véta Budanova
neplatna pro rovnice stupné n-tého, je-li platna pro rovnice
stupné » — 1.

4. Privé tak, jak lze roziifiti vétu Descartesovu na rovnice
. tvaru (3), lze dokdzati i vétu Budanovu pro rovnice toho tvaru
pfi predpokladu oviem, Ze 0 = a << b. Pfi tom dostaneme fadu
o m Clenech
' 9@@), 91 (@), - - . gnor (%)
takto vytvoienou

9 (@) = g (@) . a— 1+
02 (@) = ¢y (g) . g~ Inmrtieat],

-

' *) Za p miZe byti tu pkipusténo i ¢dislo zdporné, aviak nejmensi
mozn4 hodnota pro podet kofend nejaké rovnice v daném intervallu jest
ovidem nulla.
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pro niz plati: Potet koiend rovmice g(z) = O lezicich mezi o
a b jest nejvySe rovny pottu zmén znaménkovych v fadé

g(a)} 9 (a)5 <o Ym—m (a) (5')
zmendenému o polet zmén znaménkovych v fadé
g®), 9. ), - - - gm—1 (b). (6"

Dikaz této véty jest shodny s dikazem véty Budanovy
pro rovnici (1) prdvé vylozenym a rovnéZz tak zpisob, jimz -se
stanovi znaménka ¢lend rovnych nulle v obou faddch (5”) a (5”)
jest totozny se zpiisobem vylozenym p¥i Faddch (2') a (2”).

Véta privé uvedend maZe s prospéchem byti pouzita i pii
rovnicich takovych, kde ¢,, ¢o, ... gm— jsou Cisla celd, kdyz
q, jest tislo o dosti vétsi nezli m — 1, nebot fady (5") a (")
maji 0 ¢, — m - 1 ¢lend méné nezli fady (2') a (2”). Tak ku
pf. miZeme pii urtovdni poctu kofend mezi @« a b (¢ i b stej-
ného znaménka) u rovnice 7. stupné

27— 3254 42* —H =0
uzivati téchto Ctyf polynomi
" — 3x% + 4% — 5, Tx® — 1523+ 8, 3bx? — 45, 70;
kdezto pii uziti véty Budanovy v obvyklém tvaru se vyZaduje
osm polynomd.

-5. Dikaz pro Budanovu vétu lze roziiiiti bez potiZi na
diikaz véty analogické, platné viibec pro funkce analytické (redlni).
Budiz f(x) takovd funkce v okoli bodu « analytickd; pak platf
tento rozvoj

F@)=A,+ 4, @— a) + 4,(x — a)* +

Konverguje 1i tato fada také pro x = b, (b = a), mdme
téz tento rozvoj )

F@)=B,+ B,(x—b)+ B,(x — b)* + . ..

Vykazuje-li fada koefficientd A4,, 4,, 4, ... konelny poclet
zmén znaménkovych (pii. temZ tisla Ai = 0 prosté vynechd-
vdme), jsou tato ¢isla od jistého indexu m — 1 poéinaje stdle
stejného znaménka (anebo rovna nulle). Pak jsou i ¢isla Bx od
toho indexu (m — 1) polinaje stdle téhoZ znaménka jako p¥i-
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sludnd ¢isla A;, jak z vyjddfeni ¢isel By pomoci .4: snadno vy-
plyvd. Nazveme pak pro okamzik rovnici F'(x) = 0 m-¢lennou
(vzhledem k ¢islim @ a b). A tu jest ihned patrno, Ze vsecky
soudy, jeZ svrchu uvedeny byly pro dikaz véty Budanovy pii
. rovnicich algebraickych n-tého stupné zistdvaji v platnosti pro
rovnice F'(x) = O aZ na zdménu slov vznikajici uzitim pojme-
novéni rovnice m-tlenné misto pojmenovéni rovnice n-tého stupné.

I dostaneme tak jako svrchu tento vysledek:

Rovnice F(x) =0 md mezi ¢ a b nejvyse tolik kofend,
o kolik jest v fadé

Ay, 4,, 4, ...
zmén znaménkovych vice nezli v fadé
Bo; B, B,, ...

Zgroven jest v tom piipadé, ze nékiefi clenové téchto Fad
stivaji se nullou, znaménka takovd témto ¢Elentm pfisuzovati,
jakd svrchu ve zvld§tnim piipadé jim byla piisouzena.

Pfi tom bylo ptfedpokliddno, Ze & jest v krubu konver-
gentnim patficim ku @, aviak tento pfedpoklad, jak zndmym
zplisobem vysvitd, lze nahraditi obecnéjsim, e funkce F'(z)
jest na ose Ctisel redlnich mezi a a b vSude (meze v to poti-
taje) analytickou, to jest, Ze se dd ve v3ech bodech této uselky
rozvinouti v fadu Taylorovu. A tak mdme definitivné tuto vétu:

BudiZ F'(z) funkce analytickd pro v8ecka z hovici nerov-
nindm a =2 < b, (a < b); pak jest, jestliZe potet zmén zna-
ménkovych v fadé

F(a), F'(a), F' (a), ... (6"
jest konetny, i potet zmén znaménkovych v fadé
F (), F'@), F' (1), ... (6")

koneény’?a mensi nebo rovny poftu zmén znaménkovych v fadé
(6’), pfi temz pfisuzujeme znaménka uréitdi i ¢lendm rovnym
- pujle svrchu udanym zpisobem.

Potet kofendi « rovnice F'(x) =0, pro néz a <a << b,
jest nejvyse roven rozdilu poitu zmén znaménkovych v (6') a
pottu zmén znaménkovych v (6”).
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