Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Karel Rychlik
Poznamky k theorii interpolace

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 36 (1907), No. 1, 13--44

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109267

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1907

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109267
http://project.dml.cz

13

II, Podmince té se vyhovi téz, je-li:

@) f(z) = 0, t. j. dand rovnice differencidlni je homogenni,*}
) aneb je z, kofen rovmice f(r) = 0.

III. Konetné se vyhovi téZe podmince, je-li

P (xo) + 2oV (wy) =0 a ¥(z,) =0,

tedy je-li
) P@) =0, ¥(x) =0
za kazdé x. V piipadé tomto je tvar dané differencidlni rovnice

y' =f(x)
a misto stfedu kfivosti (S) je zde opét dupplikatrix Long-
champsa, aneb musi miti
B) rovnice @(z) = 0, ¥ (x) = O spoletny kofen z,.
Viechny te¢ny inflexni v bodech piimky z — =z, vedené
ke kiivkdm sité splyvaji s tou piimkou.

Pozndmky Kk theorii interpolace.
Napsal K. Rychlik.

L

Uvazujme funkei f(2) proménné z — z - ¢y analytickou
v oboru (S), omezeném d&arou S, a predpoklddejme, Ze zndme
v n bodech vesmés riznych x,, x,, a3, ... T, nalézajicich se
uvnitf oboru (S), hodnoty funkece f(2). Jest mozno stanoviti
jednoznaéné polynom G, (2), stupné n — 1, nabyvajici tychZ
hodnot jako funkee f(z) totiz f(x,), f(x,), f(x3), .. .[f(zn),
pro z =uz,, ,, . .. 2, Pak pfirozené se vyskytuje otdzka, kdy
polynom G, (2) s n rostoucim do nekonetna konverguje k funkei

1) Srovnej odvozeni dané ve Zpravich o zaseddni Kr. eské spoleg-
nosti nauk 5. kvétna 1905 pro tento piipad. Jestlize dan4d differencialni rovnice
jest tuplnd, nelezi stied inflexni na ose X. Posineme-li osu X o 2, t. j.
upotfebime-li substituce y — 5 4 2, piejde dani differencidlni rovnice (1)
Vol @)+ wl) n =0, jeli f(x)—iw(x) =0 za x=x, jest
O E

¥ (xo) : :
ve &l 2. Takto svedeme ptipad #) na piipad a).

tim obdrzime opét tytéZ soutradnice stfedu inflexniho N jako
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£ (2), timz by se zpisobem celkem jednoduchym zndzornila funkce
S (2) posloupnosti polynomd. *) Uloha ta vede ke zkouméni kon-
vergence zbytku R,(z) == f(2) — (+,(2) pro » rostouci do ne-
konecna. Jako pii fadé Taylorové, tak i zde jevi se vyhodnym
vyjddFiti si pomoci Cauchy-ho véty tento zbytek kfivotarym in-
tegrdlem. **)

Postupnym pouzitim identity

1 1 & — X 1

§—2 §—m {—m (—=
obdrZzime vztah
- _1_+ & — (2 —x,) (2 — )
g'—z_:“a& E—a) (s—xz) E—a) —ux,) (E—ay)
+.“+(z z)(z—1xy) . .. (—2x0) 1

(C—xl)(g_a%) cee (g_xn)g—Z’

ktery moZno psdti, zavedeme-li oznaleni

@ =0 —x)@F—2x,)...0E—a),
ve tvaru

1 1 40 (2) | 90 (2
E—=2" g, (5 .92 3} + ) T
+ gn1(2) | gn(2) 1

(b) gn(é’) §——z'

Nédsobme tuto rovnici na obou stranich 2—71” f (&) a inte-

grujme podél ¢tdry S. . Tak obdrzime vzhledem ke Cauchy-ho

*) MoZnost zn4zornéni funkce analytické v oboru (S) posloupnosti
polynomé konvergujici stejnomérné v kazdém oboru (), ktery lezi uvnitr
<oboru (S), dokédzal Runge (Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funk-
tionen. Acta mathematica, sv. VI., 1885). Veta ta jest rozsifenim véty Weier-
strassovy, tykajici se znazornéni spoptych funkei redlné proménné posloup—
nosti polynomi.

**) Postup zde vyloZeny vyskytuje se ve Frobeniove po_|edn.mi: Uber
die Entwickelung analytischer Functionen in Reihen, die nach gegebenen
Functionen fortschreiten. (Journal far die reine und angewandte Mathe-
matik, sv. 73, 1871.) Vyjadfeni zbytku integrdlem kfivocarym se v3ak oby-
&ejné pritita Hermitovi (Sur la formule d'interpolation de Lagrange [Journ.
f. d. r. und a. Math., sv. 84,, 1878]). Viz také Lerch: Poznamky k theorii
interpolace (Rozpravy Ceské Akademie, tfida I, roénik I, &islo 32.).
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vzorci
y— L S
f(Z) = 2—m ) ;’_—_Z (I§,
ze f(2) = Gn(2) + Ra(2), (1)

kdez kladeno

Gn (Z) R 2ﬂi : gl (;) ds + 27{1. a —‘g_z‘(?)—db + tre

gn—1(2) (O .. ;
T o | G0 % @)
Ri(s) = £ [16) _ds ®)

23 s In & &—2e

v

Ga(2) jest skutetng polynom stupné » — 1, nabyvajici
v bodech 2z = ; hodnotTGn (ve) =f(a) (A=1,2,...n), po-
névadz pro ty hodnoty jest g.(z) = 0, tedy také R,(z)=0.
Jednd se o to, vyjddiiti v piihodném tvaru polynom G, (z).
Zavedme oznaleni
1 (§) d§
fk(xu Zy. o s il‘k) :% [(g_xl) (5{[—932) . (g_xk) .
4
Pak f, (#) =f(2) a fi(x, @y, ... 2 jsou tak zvané
funkce interpolaéni.

Snadno lze ukdzati, Ze fi(x,, g, . . %) jest symmetrickd
funkce proménnych. z,, xy, . .. 2 Ponévadz funkee f(¢) jest
analytickd v oboru (S), md funkce na pravé strané v rovnici (4)
se vyskytujici jen poly vesmés jednoduché, z,, ,, ...z
f)  f@)  f@)
ge(a) ge(xy)’ " ge(m)’
roven jest souttu residui, tak ze

Residua jejich jsou integrdl pak

— S ()
fk(x” T xk) - \xl_ - x2) (xl - xa) e (@ — xk)
S (xy)
tTo = . @—a
R Cee |
'f(a'k) (5)
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Funkee interpolaéni mozno pocitati rekurrentné. Rozlozme
zlomek v rovnici (4) se vyskytujici:

1
(g—2x) (@ —2y)...(8— 1)
1 1 B
—xk—xl((z — ) (2—2,) ... (2 —T11) (2 — ZT1s1) ... (2 — T0)

1
 (e—x) (6 —xy). . . (82— Trg) (8 — Xx—_1) )

Z toho vidime, Ze

Su (@, 2oy - . TR) =
f),_1 (.’l}l, Loy e o s Li—yy Li41y o o - l'k) _flc-—l (x,, Loy o o o Lr—zy Tr—1)
Xy — X1

)

I mizeme funkce interpolatni potitati dle schematu :

f(xl) ‘
v S (@) — fz)

P e S P YO SE (RN
R AR A Vi AC () o o
o o Xy X3 T3 — 2, @0y 20y ) = fg(xs,xq) — o (%, 25)
’ Sfa (@5 2) = —f(x4) f(r3)| ' noE
£ (@) BTE

Vyraz -

Gn(2) = f () + (6.— 2) fo (@, 25) + (2 — 2,) (2 — 2,) 5 (2, o, 3)

4+ oFE—x)(—2) . .. (2—Xn) fu(Ty, Ty ... Z)
ptedstavuje interpolatni vzorec Newtondv. '

Viimnéme si nyni zbytku R, (2).

f(© _dg

Integr{d 5= e © t—z

v ném se vyskytujici jest inter-

‘polatnf funkée Srns1(y, x,, ... Zn, 2), kterou miZeme vyjid¥iti,

uzijeme-li vzorce (9), ve tvaru
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S (x,)
(@, — %) (2, —x3) . . . (¥, — 70) (2, ""a"):+ o
+ f(xz) *
(@n — ) (@n— ). . . (T — Tn—) (X — 2)
+ f(2)

(z—z)(z—1xy) .. (2—xn)
Uvézime-li, ze f(z) == G (2) + R.(2), obdriime z tohoto
vzorce piimo interpolani vzorec Lagrange-uv

“(e—x) (2 —175) . (Z xn)
(T, — xy) (2, — 1'3) (

n (—2)(@—x)...(2— ”“)f(x,.). ®)

(@n— ;) (Tn—12,) . . . (xn — Tn—1)

Ga(2) =

)f @)+ .

Z toho vidime, Ze interpolatni vzorec Newtoniv a La-
grange-iv 1i8i se jen formdlné a Ze tedy zbytek vobou piipadech
jest stejny.

II.
Budeme se zabyvati piikladem pro praktické pouZiti nej-

dilezitéjsim, kdy body, v nichz jest funkce ddna, leZi na ose
&isel redlnych.*) Predpoklddejme, Ze poloZeny jsou tak, Ze

a={(L, 2,422, S ha SaSGS.. . 2a=),
kde? # = g (sx) jsou hodnoty funkce

t = z(s), @
JjichZz nabyvd pro argumenty postupujici Fadou arithmetickou

Se==@, Sy, Sy, ... 50 = ; t =2(s) nechf jest funkce analy-
tickd pro s v intervallu « ... **), nabyvajici v ném hodnot

reilnych, té vlastnosti, Ze derivace 3’ (s) = ‘i%(:—) neméd bodt
nullovych v intervallu « ... . DTak jest skutetné moZno vy-

hovéti podmince, aby funkce ¢ pro o < s = {i neklesala.

*) Pripadem txm v tvaru méné obecném zabyva se Runge (Theorie
und Praxis der Reihen, Sammlung Schubert, &is. 32.).

**) Funkee jest »analytickd v intervallu«, je-li moZno vésti &dru,
obklopujici tusetku onen intervall znazorhujici tak, aby uvnitf této &iry
b"yla funkce analyticka.

2
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Uvazujme

Vor D =\G—2) G =) . .

Jest to funkce » znatnd, kterd se roipadne na n vétvi
jednoznatnych, vedeme-li ez usetkou ab. Budeme uvaZovati tu

vétev, kterd md pro bod z v ﬁek,oxj;e(“{'fm rozvej z -+ P (%) R
kdez P(—l—) Znadi i‘adu potenéni, dle 'ih;)cnosti ipos’mpuj.ici.

Pak bude log Vg,, (#) ‘miti pro bod z v nekone(,nu rozvoj
log z2+ P, ( ) kdez. P; ( ) znadi opét Fadu potenéni dle

mocnosti —1—— postupujici Pti log \/g,, (#) omezime se na uvaZo-

véni hodnoty hlavni *), kterou oznatime w, 4+ .. Toho doci-
lime, jak snadno lze nahlédnouti, klademe-li ve vyraze

u‘;,g(,g) =+ ivn = % (log (¢ — 2,) + log (¢ — 2,) + - .

+ log (z — »))

za logarithmy log (+ — 1) vesmés -hlavni-hodnoty. Pak bude
wy (¢) jednoznainou analytickou funkei v roving, v niZz veden
fez od — o do b.

%» bude na obou okrajich Fezu konvergovati k téze hodnoté.
Bude tudfz Jednoznaénou spojitou funkci proménnych z, y v celé
roviné.

_ Blizi-Ii se bod ¢ shora k tsetce ab do polohy mezi z, a
Zm41, DliZzi se argumenty log (z — x,) ... log (# — a») hod-

*) Hodnotou hlavni rozumime onu hodnotu logarithmu, jeZ mé east
ryze imagindrnou v mezich — zi. ..+ i, ob& mezi inclusive. Tim docilime
toho, Ze log (s —c), kdez ¢ jest reslns konstanta, jest jednoznadnou ana-
Iytickou funkei v roving, v niZ veden fez od —o0 k ¢ a na hornim jeho
okrap kladeno

log(s—c) =log|z—c|+ i
na dolnim pak.
' log (¢ —c) =log |z —c|—mi.
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noté 0, kdezto argumenty log (z — Zmi1) ... log (2 — 2.) se
blizi hodnoté =. Bude tedy v, miti na hornim okraji fezu hodnotu

n—m
Dy = — l

T,
n

n—m
Up == = .
n

Podobnou tvahou obdrzime, %e na dolnfm okraji i )

V t4sti pak fezu, kdez

2 = x << a jest na hornim okraji fezu v, = = ,
2')
a na dolnim v, = — =.
UvaZzujme nyni, co nastane, nechdme-li » vzristati do ne-
kone¢na. Vzhledem k tomu, Ze ¢ — y(s) jest funkce proménné
s analytickd v intervallu a ..., jest

e — by

nz—g?e Sk — Sk—1 =1 (Sk)’
a tudiz
te — tem1 = (¢ — se—1) (' (s6) + &),
kdez
lim ¢ = 0.
Avgak
D — &
Sk~ Sk—1 — "

a tedy ~ _

1 ’ e — tr—r

—_= - . .(3)

noB—a) (¥ () + e
Ponévadz 7’ (s) jest funkce proménné s analytickd v inter-
vallu « . . . B, & nemd nullovych bodd, jest i pfevratnd hodnota

analytickd.
Kladme

1
7' (s)
e, @

Pak bude také ¢ () analytickou funkef argumentu ¢ v in-
tervallu ab, v némz bude nabyvati stdle hodnot redlnych kladnych.
2*
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Bude pak platiti vztah

/I:‘P(t)dt—_—g:z‘/eds‘zb——a.

Klademe-li

1 _pa+9
B —e) (¢ (s2) + &) b—a ’
shleddme, Ze také limo = 0.

Tim obdriime ze vzorce (3)
1 (¢ (x0) + 9) (t — tiy) 3)

n b—a

Na zdkladé této rovnice moZno psdti

wa (2) =

2 [(p @0+ 0) Tog (= — ) (b — tin)]

b——ah

Ponévadz ¢ = g (s) jest funkce v intervallu (pro s) «...f
analytickd, jest v ném i spojitd; i jest mozno ke kazdému klad-
nému ¢&islu ¢, jakkoliv malému, nalézti takové kladné &islo %, aby

| th— tra | <'&, zvolime-li | s — sy | < 7.

Jeto sy — sp = p—=

, dosdhneme toho, volime-li
f—ea
n

Lze tudiZ nalézti ke kaidému libovolné malému &islu
- &> 0 takové ¢fslo N> O, ze bude

,”>\

| 'tk — tr—1 | < &, zvolime-li » > N.

Vyhovuje tedy rozdéleni dsetky ab : ¢,, %, £, . . . tx pod-
minkém, vyzadovanym pii definici integrélu omezeného.

Predpoklddejme nejprve, Ze bod z lezi vné tsetky ab.
Hodnoty ¢ (i) log (¢ — zi) vznikaji, klademe-li za ¢ &sla x; ve
vyraze @ (f) log (¢ — t), kteryito vyraz se méni spojits, probi-
hd-li ¢ selku ab. Nechdme-li tedy » rdsti do nekonetna, ob-
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driime ze

lim wa(2) = w() =, fqo(t) log (z — t) dt

n—aw

1

O integrédlu f d log (¢ — t) dt mozno pak snadno dokd-

zati, Ze konverguje k nulle.

Uvazujme nyni piipad, Ze bod z leZi na tisefce ab, na pt.
na hornim okraji ¥ezu. Pak ¢ (f) log (# — ¢) neni spojitou
funkei proménné ¢, probihd-li ¢ Gsetku ab. Mysleme si, Ze bod
2 se blizi do polohy své na tselce ab mezi 2, & X4y & piSme

n(2) = g | Blog (¢ — ) (6 — i) (920 + 9)

+ 2 log (z — xx) (te — te—1) (‘P (@x) + d\)]

k=m+1

Tento vyraz, z podobnych davodid jako diive, konverguje,
roste-li #» do nekone¢na k vyrazu

lewer‘zb [/tp(t)log(z—t)dt+{f(t)log(z-— t)dt]
kdez lim e = lim (z — xn) =0 a lim & =lim (Xmy1 —2)=0,

Nad tsetkou z — & ... s + & opidme polokrouzek, pro-
bihajici pod tsetkou ab. Snadno mozno ukdzati, Ze integral

f @ (t) log (¢ — t) dt, vzaty pres tento krouZzek, konverguje

k nulle. Vyraz ¢ (f) log (z — t) bude se méniti spojité, pro-
bihd-li ¢ drdhu, sklddajici se z Gse¢ky a ...z — & z polokrouzku
nad dsetkou z — &...2 4 & azusetky z + & ... b. I mozno
fci, Ze

tim N @ =0 () = = [9(0)log (e — 1) &,
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kdeZ integrace se vztahuje na drdhu svrchu vytéenmou. Mohli
bychom vSak také w(z) vyjadfiti integrdlem p¥imotarym

1
b—a

So® 1og e — vt

kdybychom "pouzili pojmu integrdlu nevlastnfho.

Podobné tomu bude, je-li bod z na dseice ab na dolnim
okraji fezu.
Uzijeme-li pak véty Cauchy-ho, mizeme Fici, Ze

1
b—a

b
0@ =lin V@ =5— [o@lgc—na, ©)
pti temZ log (2 — ¢) vychdzi z bodu « s hodnotou hlavni a za
dréhu integraini zvolime libovolnou &ru spojujici body ab, té
vlastnosti, Ze na ni, ani v oboru omezeném touto tarou a tisetkou
ab nelezi bod singuldrni funkce ¢ (f) a probihajici

pod osou &isel redlnych, lezi-li 2z nad osou
" anad » " s 2 Dpod
Pak bude w (¢) jednoznatnou funkci analytickou v roviné,
v niZ veden ¥fez od — oo do &.

u, kteréz moZno psdti ve tvaru integrilu

b
1
uszm(t)logrdt, r=\|g—1t]|,
bude spojitou, jednoznatnou funkci proménnych x, y v celé ro-
ving, kdeito v, jakoz snadno nalezneme, uZijeme-li vzorce (3)
. & nechdme-li v (2) » risti do nekone¢na, neb konetné pfimo
ze vzorce (5), md na hornim okraji fezu na tsetce ab hodnotu

I

b
o
v—m[‘?(t)dt,

kdezto na dolnfm okraji fezu na dsetce ab jest (6)

b
n
.v-——*b—_;[‘)’(ﬂdt:




23

na Cdsti pak Fezu, kdez

T <<a jest na hormm okraji v == o
-8 na dolnim okraji v = — =, (6)

Uzivdme-li v integrdle

w(z):-b_a

drdhy, kterou jsme svrchu vytkli, jest dovolena differenciace dle
parametru z za znamenim integra¢nim, tak Ze

dw(z)_’aﬁ_ibl_ 1 lp(t
dz ~— oz By—b—a z2—t

w (2) =

it ()

, Pro funkci «’ (2) md vyznam pouze Fez vedeny usetkou
ab, ponévadz se na Cdsti — = ... a hodnoty w(2) li§i pouze
o konstantu. A '

Nalézé-li se bod # mimo usetku ab, lze voliti za drdhu
integratni dsetku ab, tak Zze

w_ 1 [ E=he@ ,
z —b—a (x—0)*+ y*

C)

=5—ad @—%Z%”‘

Pro body na tsetce ab dluZno uvazovati limitu téchto vy-
razi pro y = 0. Z toho plyne pfimo, Ze % mé  touz hod-
notu -na obou okrajich fezu vedeného tusetkou ab, Ze tedy jest
jednoznatnou, spojitou fnnkei proménnych x, y v celé roviné.
Naproti tomu % naby’yﬁ hodnot stejnych absolutni hodnotou,
avSak opatného znameni-na okrajich fezu. Ostatné miZeme hod-

noty tyto urtiti, uzijeme-li vzorce (6); z toho obdrZime
W m
— — —=-—=—-—— @(z) na hornim
9 b—a
Y ©

¢ (z) na dolnim okraji.

a'—— z
b—
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Ze vzorcd (8) a (9) plyne snadno, Ze w’(z) neni nikde
v roviné rozifznuté — 0.

Jest tudiz také log w’ (z) jednoznanou analytickou funkci

v roviné, v niz veden fez a ...?d. Klademe-li ' (z) = Re'?,
- bude vzhledem k tomu, Ze

du
yoN O . du oz
(3
a jezto log w'(2) = log R -+ i®, jest tg D jednoznainou, spo-
jitou funkef proménnych (7, ) v roving s fezem o . . . b.
Didle plyne z té okolnosti, Ze w () jest jednoznatnou ana-
lytickou funkef v roviné opatfené fezem — oo ... b, v niZ neni

nikde ' (2) = 0, Ze moZno definovati z jako jednozna¢nou, ana-
lytickou funkci proménné w. pokud se w méni tak, 7e z nepfe-
kro¢i fez — oo . .. b. Polozime-li pak 2z = @ (u, v), y =¥ (4, v),
budou za stejnych podminek ¢ (u, v), ¥ (4, v) jednoznatné, spo-
jité funkce proménnych u, v.

Uvazujme kiivky w = const. Vzhledem k spojitosti funkce
w v celé roviné, budou to kiivky spojité, a jezto funkce ¢g9 @,
kterouz jest smér jejich teten urten, jest jednoznalnd a spojitd
v roviné, v niZ veden fez @ ... b, nebudou miti bodi mnoho-
ndsobnych a smér teény bude se spojité méniti, vyjimaje v bodech
usetky ab (v nich pfejde te¢na z polohy jedné do polohy sym-
metrické). Ponévadz « jest jednoznaind funkce proménnych (z, ),
prochdzi kazdym bodem roviny jedind kt¥ivka u = const. Mozno
rovnici takové kfivky obdrzeti, polozime-li v rovnicich z =g (u, v)
a z =1 (u, v) = const & nechdme v méniti. I vidime, poné-
vadZ @(u, v) a ¥ (4, v) jsou jednoznalné, spojité funkce, %e u —
konst. jsou jednoduché kfivky uzaviené. Takovd kfivka f(x, y)
= 0 d&lf body roviny ve dva obory té vlastnosti, Ze uvnit jest
' f(x, y) <O, (resp. > 0) »
a vné

- f(z, y) >0, (resp. < 0).
Z rovnice

b
1
u_m/¢(t)logrdt
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plyne, jezto @ (¢) m4d stdle kladnou hodnotu v intervallu a. . .d,
Ze pro dostatetné vzddlené body roviny nabyvd u libovolné ve-
likych hodnot kladnych. Bude tedy kfivka » = ¢, obklopovati
kiivku u = ¢,, je-li ¢; > ¢,.

Ptistupme nyni k diskussi zbytku R, (2).

Podil 9n(2) konverguje a md za limitu 0, roste-li » do

g (8)
nekone¢na, obklopuje-li kfivka w — ¢, prochdzejici bodem ¢,
kiivku u = ¢;, jdouci bodem z. Jest totiz

tim N @) | = &

a Lim |Vga @) | = €%,
tedy gn (Z) 2 0
hm \/ 7.0
Obklopuje-li kiivka w = ¢ kiivku u = ¢, jest ¢: > ¢,
e % < 1.
Z toho plyne, ze mozno, volime-li » dosti veliké, dosici
toho, 2e
‘Vg"fz) =k kdez 0 <} < L.
gn \g)
I bude
| 9n(2) | gn(2)
;= k" a tedy lim = 0.
| 9.(9) | T 9 ®)
V ptipadé, Zze kiivka u = c¢¢ lezi uvniti kfivky « =c¢,,
posloupnost 2 Ef)) diverguje.
Snadno nahlédneme, Ze posloupnost podils I (C; konverguje

stejnomérné k nulle pro { na kazdé &die, probiha)ici vng kiivky
% == ¢, Pak totiZ existuje k¥ivka w — y té vlastnosti, ze kiivka
% = ¢, lezf uvnit} a tdra uvaZovanzi vné, a klademe-li e —7=#%,
| 9n(2)

9= (&)

mensf neZ ¢leny konvergentni posloupnosti A

budou éleny posloupnosti 5 od jistého » polinaje vesmés

b
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. dluzno za drihu integratni S zvoliti ¢dru, kters obklopuje tsetku
ab a uvnité které lezi bod 2, tak aby na nf i uvnitt funkce f (2)
gn(2)

g (8)
drdhu S voliti tak, aby probfhala vné kiivky v = ¢., jdouct
() F©) (C)
NIy

vergovati stejnomérné. Budou totiz ¢leny posloupnosti

byla analytickd. Aby pak posloupnost konvergovala, dluzno

bodem z. Pak bude na této drdze posloupnost ==—=< I kon-

gn (2) |
6L
od jistého » vesmés mensi nez Ctleny konvergentni posloupnosti
k", a oznatime-li M hornf mez funkce | () |, probihd-li £ drédhu S
a ¢ nejkrat§f vzddlenost bodu z.od &dry S, bude

m@) £ | _ M
e i<
f]" ((?) gf © d¢ bude rovnéz konvergovati a absolutni hod-

nota jeho bude << i A—f kdez s znadi délku drdhy integraéni S.
Bude tudiz lzm R,(2) = 0. Drdha S vyZadovanych vlastnostf

n = o

existuje vZdy, nalézd-li se bod z uvnité kiivky » = C jdouci

T

C= )

Obr. 1.

bodem singuldrnim, tak Ze uvnitt jest funkce f(2) analytickd.
Mohou zde nastati dva pifpady. Obklopuje-li kiivka « =—-C
usetku ab, pak moZno zvoliti za ¢dru S kfivku w = const,
lezfei uvnitf kfivky  =— C a obklopnjici tsetku ab, tak Ze
uvnitf lezf bod 2. Protind-li pak kiivka » — C tsetku ab, zvo-
lime za &dru S tdru takto utvofenou. Bude poziistivati z kiivky

]
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% = const, lezici uvnitt kiivky « = C a v nitru bod z obsa-
hujicf v Cdsti jdoucf az velmi blizko k bodu, kde ta kiivka
usetku ab protind. Zde nastavime klitku, kterd objimd Cdst
tsetky ab, lezici vné oné kiivky u = const. ]

Ponévadz pak funkce f(2) jest analytickd na uselce abd,
jest moZno vZdy dosici toho, ‘aby byla analytickd uvnitt takto
sestrojené tdry S.*)

III.

Obratme se nyni k specidlnim pifpadim. Aby zbytek

_0) [fE) i
B = 0 J =2 2.0

utinil co moznd nejmensim, aniz by bylo tieba Ciniti néjaké
supposice o funkei f(z), odporutuje Cebyﬁev zvoliti za g, (2)
polynom, ktery se v daném intervallu a...b co nejméné od
nully vzdaluje (t. j. md v onom intervallu ze v3ech polynomi
stupné n-tého, které maji p¥i nejvyssi mocnosti proménné koeffi-
cient 1, nejmensi horni mez.**)

Ukdzeme, ze pii této volbé dostati, md-li posloupnost
polynomid interpolatnich G, (2) konvergovati k f(2) s # rostou-
cim do nekonetna pro body z lezici na useéce ab, aby funkce
f(2) byla na této tsecce analytickd.***)

Omezime-li se na intervall — 1...-4 1, coZ nebude na
ujmu vieobecnosti, ponévadZz k obecnému pfipadu mozno snadno
linedrni substituci ptejiti, bude polynom hledané vlastnosti

cos (n arc cos z
gn(2) = _—2,7_7—“—)’

*) V pfipojeném obrazei zndzornéna takto ‘sestrojend draha inte-
gragni S pro pripad déleni ekvidistantniho.

*¥) Viz Oeuvres de Tchebychef par Markoff et Sonin:

8. Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes.

15, Sur les questions de minima qui se rattachent a la représentation
approximative des fonctions. .

***) Teixeira v pojedndni: Sur 14 convergence* -d'interpolation de
Lagrange, Gauss, etc. (Journal fur d. r. u. ang. Mathematik, sv. 126., 1903,
Obras sobre Mathematica, sv. I, XIIL) &ini poZadavek, aby funkce f (s)
byla analytickd v kruhu opsaném nad ab jako priimeérem.
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neboli @) =(F—x,)(#—1x,)...(E—uz),
kdez

n 57,7 @rn—1)=n
Ty =08 5=, Ty = COS =

pH w T g T gy

I vidime, Ze &isla x,, a,, . .. x, vzniknou, klademe-li do
t =2 (s) = coss za s Cleny fady arithmetické.

Pak nalezneme snadno, Ze
2 1 2 1
(p(t)—‘n—sins—"—;\/l 2’
+1

w(z):—i—f g('e_te —/Iog(z-coss)ds‘ *)

—1

b4
K vytisleni / log (z — cos s) ds uzijeme znimého integrdlu

f log (1 — 2a cos ¢ + a%) dy,

kteri mé hodnotu 0, je'li |Ja| = 1.
. Kladme 2z — coss = ¢ (1 — 2u coss + a?),
coz vyzaduje, aby
, c2=c(1+ a?
= 2ac
Jest tedy @ kofenem rovnice
at— 2z +1=0

a ¢ polovitnim kofenem druhym.

*) Ponévadz body 1 a — 1 jsou body singulirnimi pro funkei

_1
vVi=e
¢>0, lime=0, lime¢=0. V tomto intervallu moZno \/1____71

o— 14 ¢, kdez e>0,

jed-

1—28

log (s — 1)

noznaénég definovati. lim = kteraz existuje, oznaéime pak

e—90 Vl_"

o —o —14 8

+ll.
0, —t
g(’ ) it

Vi
-1 .
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Rovnice ta md kofeny z + \z22— 1 a nelezi-li bod z na
usetce — 1... -4 1, md jeden z nich absolutni hodnotu > 1,
druhy < 1.%)

Lezi-li tedy bod #z mimo dsetku — 1 ... -4 1, zvolme za
a ten kofen, pfi némz [a | <<1, tak Ze |2¢|> 1.

Pak bude

T 4 .
‘ /log(z—coss)ds:flogc(l—?acoss+a“)ds=
0 V)

T 14
:/logcds+/log (1—2acoss4a®)ds=nlogc
0 0

a tedy

z 22— 1
w (2) = log "'—j:—\—/;—l

)
kdez pti logarithmu zvolena hodnota hlavni a odmocnina vzata
s takovym urtenim, aby |z 4 \Vz®—1| > 1.

Z dfivéjsich ivah obecnych vime, %e w (2) jest analytickou
funkef v roviné, v niZz veden ¥ez od — oo do 1; hodnotu na

usetce — 1 ...+ 1 obdrzime, klademe-li z = cos § + ¢ a ne-
chdme & konvergovati k nulle,

|24+ Ve2—1 | =14 Ei_f + ¢leny s vyS$si mocnosti &;

i vidfme, Ze, aby se vyhovélo podmince
|2 4 Ve —1|>1,

&

nutno zvoliti { tak, aby Sint > 0. .
Bude pak na tsefce —1...41
na hornim okraji fezu w (2) = — log 2 + ¢,
‘na dolnfm s w(@) = — log2—ig,

kdez ¢ —=arccosz 0 <t <<m.

*) Abychom ukazali, Ze jediné na usedce —1... 4 1 jest
| = +Ve2 —1 (=1,
kladme # —cos{. Pak | 2+ Vi —1 | = | cosC +isiné | — jetil),
Mi-li e*il | = 1, musi ¢ byti &islo redlné a tudiz # ¢islo redlné a | = <1
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Ze vaorco w (5) =log 2T VI = + \/z = plyne, Klademe-li
W=+ log2 z+WLd=wW,
* z tehoz obdrzime - s— Vi —1 =i
a settenim ' 2z = eutiv | gmw—iv,

Z toho plynou pro redlné souédsti rovnice z = cos hw’ cosv,

y = sinhu’ sinv,

I vidime, ze kfivky u = const jsou konfokdlni ellipsy o ohni-
skdch — 1-a 4 1, jez maji rovnici

z? _7/2 .
atE="1

kdez kladeno na okamZik a = coshu’, b = sinhu’. Hodnot&
w =0, t.jJ. u = — log2, bude odpovidati usetka —1...4 1
sama. Ostatnf ellipsy pak budou tsetku — 1 ... -4 1 obklo-
povati. ‘

I kdyby bod 2, = ac, 4 1y, lezel sebe blize isetce
—1...41,t j. byl to bod takovy, ze

o |z|=1 2 y==Te
nebv- B =142  y =0

kdez e Jest libovolné malé &fslo kladné, jest moZno vésti elhpsu
uvazované soustavy w == const, tak aby dsetku —1...4 1
obklopovala a bod 2, leZel vné.

V piipadé «) toho docflime, zvolime-li osu vedlejsi & tak,
aby b << ¢, coZ jest mozno vzhledem k tomu, Ze lim sinhu’ =0

w'=0
. v ptipadé pB) pak, je-li moZno:zvoliti hlavnf osu a tak, aby
a <1 & coz opét 1ze provésti, jezto lim cos hu’ = 1.

w'=0

. Ponévadz pak v tomto p¥ipadé lim G, (2)=/f(2) pro body 2,

lezici uvniti ellipsy u — const, jdouci bodem singuldrnim, tak
7e uvnitf jest funkce f(2) analytickd, bude jisté posloupnost
polynomd interpolainick -G, (#) konvergovati pro body 2z leXfcf
na tsefce — 1 ...+ 1, je-li funkee f(2) na této Gselce analy-
tickd, at jiz bod singuldrnf lezi jakkoliv blizko této tselce.
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To vSak mizeme dokdzati velmi snadno p¥fmo. Ponévadz

cos (n arc cos z)

IO =——ag—
jest _
1 [cos(narccosz) f(£)
R.(s)= 2niJ cos (narccos¢) £ — 2 dat.
Kladme arccos z = p + ig,
tedy 2= cos (p + q).

Je-li ¢ = 0, mozno vzhledem k tomu, Ze cos jest funkce
sud4 utiniti o-g predpoklad, ze ¢ = 0.
Uvazujme konformni zobrazeni dané relaci
2=z + iy = cos (p + iq) = cosp cos hg — i sin p sin hq.
Z ni plyne, Ze
Z == cos p.cos hg,
y = — sinp sinhq

—1’

cos h" + sin h,Q
Yy
costp sinlp

I vidime, ze kiivky ¢ = const jsou ellipsy
a kiivky p = const hyperboly, vesmés konfo-
kélni o ohniskdch. — 1 a -4 1. Kazdym bodem roviny prochdzi
jedind. Je-li ¢ =0, pak y = 0, £ = cos p, tedy stile |z|=1.
Odpovid4 tudiz hodnoté ¢ — O usetka — 1 ... -4 1. Ponévadz
cos h%q a sin h%q jsou funkce stdle rostouci v intervallu pro ¢
0.,.0, bude ellipsa, pii niz g jest vétsi, ellipsu s g men-
8im oinmatl a naopak, v§echny pak budou obklopovati-tsetku
.+ 1. :
Je-li bod # mimo dsetku — 1 ... 1, jest

em’p—nq _+_ em’p+nq

cos (n arc cos 2) = cos (np + niq) =

2 .
Vzhledem k ptedpokladu ¢ > O bude lim e~ = 0, nd-
sledkem ehoZ | cos (n arc cos 2) | = 3 €+ &y, kdei lim &, =0,

n=—uw
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Je-li bod z na usetce — 1...- 1, md cos (n arc cos 2)
hodnotu redlnou a | cos (n arc cos 2) | < 1.

Zvolme nyni ve zbytku

1 [ cos (narccos z) f(§)

5L qe

Bn (z)=2m' Y cos (narc cos§)§ — »

za dréhu integratni S ellipsu uvazované soustavy, obklopujici
fiset(ku — 1 ... 1, tak aby uvnitf i na nf byla funkce f (2)
analytickd ; Ze takovd ellipsa vidy existuje, plyne z pfedpukladu,
ze funkce f (2) jest na tsetce — 1 ... 4 1 analytickd.

Pak bude [cos (narccosl) | =1 + &, limé, =0,
klademe-li { = cos (p’ 4 ¢¢"); probihd-li pak bod §-ellipsu S,
bude ¢ konstantnf.

Uvazujme nejprve piipad, Ze bod z lezi uvnitf ellipsy S
mimo dsecku — 1 ... -4 1. Bude jim prochdzeti ellipsa soustavy
uvazované, jejiz ¢ << ¢’, tak Ze
1 ong | q \»
g€t & | et
TR [CL

e

cos (n are cos #)
cos (n arc cos §)

’

kdez lim 4. = 0.

n=—uwo

Ponévadz pak ¢ << ¢/, jest ..l_z__”i (;e;-)ﬂz 0, tedy i

. | cos (n are cos z
lim ' ( )

= 0.
n=w| €08 (n arc cos §)

Je-li bod 2z na usetce —1...4 1, jest cos(rarccosz) =1,
kdezto | cos (n arc cos §) | = 1e"? 4 &', roste s n do nekonelna,
takze i nyni.

: cos (n arc cos z)

lim | —— )
cos (n arc cos §

n=——ueo

)Jl_:O.

Uzijeme-li pak vzorce .
s
‘ | Ba(e) | < 5, M,
kdez s znali délku drshy integratni a M horni mez funkce

| cos (n are cos z) f©&
| cos (marccos §) §—z|’
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probihd-li { drdhu S, pozndme snadno, ponévadZ na drize S

f(é

jest funkce : a,na]ytlcka ze skute¢né lzm R, (z) =0.

Jiny prlpad tohoto druhu mterpolace nastdvd, uZijeme-li
rozdéleni intervallu ab, které odporuc¢il Gauss p¥i mechanické

kvadratufe. Zvolme opét za intervall — 1 . + 1. Pak budou
body délici z,, z, . .. 2. kofeny Legendrova polynomu X, =0,
které jsou vesmés redlni a v mezich —- 1 ...+ 1 obsaZeny.

Jak Bruns *) ukdzal, jsou kofeny ty v intervallu — 1...
+ 1 rozlozeny tak, ze '

2hkn 2k — 1=
cos‘2n+ T << 08— 1
Z toho plyne snadnou tvahou, ze do kazdého z intervalld
T b I :
OSmT). .. COS ——(m e 6082@"—4—_—1—) .
(4n~3)n (4n+1)7r
Prent D@ )
pfipadne jeden koien.
Klademe-li tedy s = 4kt 1 7, tx == cos Sr, budou s
20@nF 1) ’

tvoriti fadu arithmetickou a bude
by =2, >0 >% ...>%, >,

takZe, polozime-li ¢ = g (s) = cos s pieveden piipad tento na
piipad predchdzejici. **)

*) Bruns: Zur Theorie der Kugelfunctionen. Journal f. d. r. u. ang.
Math., sv. 90.

*¥) Ostatné mohli bychom jako pfi rozdeleni Cebysevove i zde vésti
dikaz pfimo, kdybychom pouzili asymptotické hodnoty pro polynom Legen-
driiv P®) (z), udané v pojedndni p. Lercha, Elementirné stanoveni asym-
ptotické hodnoty Legendreovych mnohoclenii, uvefejnéném v Rozpravich

n v m——————
Cleské Akademie, tF. IL, ros. L, &is. 8, 200 (s)— =+ V= —1) \/’ + Ve — 1
V2nn \/z“ —1
(1 + en), limen — 0, za pf'edpokladu [ 24+ Vz*— 1| > 1. Polozili bychom
Zx+4iy “cos(p+ lq), piedpokladem | z 4 Vet =1 | > 1, z néhoz
plyne, %e ¢ >0, jsou vylouéeny body na useéce — 1 ...+ 1. Pro tyto jest
=0 a P®)(cos p) __\/ sin ((n + _) r+ ._). (Heine: Theorie
nmsinp 2 4
der Kugelfunctionen I. 2. vyd. str. 175.)
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IV,

Dalsi piipad specidlni, kterym se budeme zabyvati, nastane,
kdyz t =g (s) =s, a=¢a, b=2§, () = 1. Usetka ab rozds-
lena jest na rovné dily a v kazdém z nich lezi jeden z boda .
Sem ndlezi samoziejmé ptipad, kdy body, v nichZ funkce jest
ddna, jsou ekvidistantni.*) V piipadé uvaZovaném

b
lim \g, (2) = w (2) = b—i-a f log (& — ©) dt.

n=——aw

Primitivni funkce

flog zdr =2z (log x — 1);

uvdzime-li pak, po jaké drdze dluzno integrovati, shleddme, ze

w(z) =

(s —a)log(z—a) —(z—0b)log (z —b)

b—a 1

kdez u obou logarithmi dluzno vziti hodnoty hlavni. Pak bude

_@—a)logr.—@x—=blgnrn+yp

%
b—a

)

pti temz 7., 7, @ maji jednoduchy vyznam, uzijeme-li grafi-
ckého zndzornéni. », znati privodi¢ od bodu @ k bodu z,
privodi¢ od bodu b k bodu z a ¢ thel mezi témito pravodici,
pocditany kladné nad osou tsefek, zdporné pod ni. Na ose z jest
@ = 0 vné usetky ab, na tsetce ab prechdzi ¢ nespojité od =
k — n; prochdzi-li bod z setku ab shora dold. Snadno nalez-
neme, ze

“J(Z)ZZ;%EZO‘QZTZ’
a z toho
w __ 1 ¥a
lﬁ—b——ao‘quﬁ
w __ @
W b—a

‘ *) Pripadem timto zabyvd se Runge v pojednini: Uber empirische
Functionen und die Interpolation zwischen #quidistanten Ordinaten (Zeit-
schrift f. Math. u. Phys. sv. 46., 1901).
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Kfivky w = const jsou symmetrické v tomto piipadé nejen
vzhledem k ose z, ale také vzhledem k ose soumérnosti asetky ab.

b —
3 1 redukuje se na bod, usetku ab pilici.

Kfivka u = log

Body @, b prochdzi jedingd kiivka w = log (b — a) — 1. Kiivky
u = const uvniti kiivky w = log (b — a) — 1 leZici maji po-
dobu dvou kruhovych oblouki. Kiivka w =1log (b — a) — 1 a
viechny kiivky w — const ji obklopujici maji podobu ellips,
které, roste-li konstanta, nabyvaji stdle vice podoby kruhové.

==
S

Obr. 2.

Snadno se miizeme presvédiiti o tom, Ze, provedeme-li
linedrni transformaci -
— N4 — ’
xr = ax +ﬁ7 Y=oy,
kladouce zdroveii

a=cd + B, b=cl +p

dostaneme soustavu kfivek u = const pivodni podobnych. Stati
tedy pii uvazovdni kfivek w = const voliti za a, b hodnoty spe-
cidlni, na pf. kldsti a = —1, b = + 1, pfi ¢temz vzhledem
k symmetrii mozno se omeziti na jeden kvadrant. PiSeme-li pak
konstantu ve tvaru log 2p — 1, bude rovnice w = const miti tvar

14 2)log ra + (1 — 2) log 7 + yop = 2 log 2p.
3*
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Zévislost pak mezi z, ¥, p mozno zndzorniti fadou kiivek
odpovidajicich riznym hodnotdm p.*)

Numericky pak lze ji zndzorniti tabulkou. V tomto piipadé
Jjest vyhodné, zavésti logarithmy briggické a psdti pak zdvislost
ve tvaru

A4 x)logrea+ 1A —2x)logr, + yploge=21log2p =k
a do tabulky, dle z, y postupujici, zandSeti pfimo £.**)

'_yzor 01 [ 02 | 03 |04 |05 | 06
z=20 0:000 0132 [0-225 | 0:370 | 0477 | 0576 | 0670
02 | 0017 [0°149 | 0272 | 0886 |0-492 | 0591 | 0683
04 || 00071 |0°203 |0-324 |0°435 |0'H38 [ 0633
06 | 01167 {0297 | 0414 {0520 |0°616 | 0°704
08 || 00820 |0-445 |0550 | 0641 | 0724
1 0602 {0670 | 0734 )

Ponévadz kiivky u = const pro p << 1 ftsetku ab proti-
naji, méZe se stdti, Ze posloupnost polynomd G.(#) nekonver-
guje pro vSechny body na uselce ab. UvaZujme na pt. funkei

1 . . _ \
f(2) =1Tx4 pro interval ¢ = — 12 .. b= + 12. Funkce

ta md poly + ¢ a — 4, kterymiz prochdzi jedind kiivka « = const.
Ponévadz protind osu x v bodech + 59282, bude v inter-
vallu obsaZzeném mezi témito body posloupnosti polynomt @, (z)
konvergovati, vné tohoto intervallu divergovati.
Z tohoto: ptikladu jest patrno, Ze interpolace takovd ne-
mizZe vésti k theoremu Weierstrassovu, dle néhoz mozZno funkci
spojitou v intervallu @ ... % zndzorniti posloupnosti polynomd. ***)

*) Viz obrazec, kde bodu stfedovému odpovida hodnota p — 05,
ostatnim pak kfivkim po.fadé hodnoty p — 06, 0:7, 0'8, 09 a 1, kierdz
ptislusi kfivce, jdouci body ab.

**) Tabulka, vynat z pojednani Rungova, obsahuje x, y, & pro inter~
polaci v uisim slova smyslu. (nikoliv extrapolaci).

*#+%) K témuz vysledku dospél neodvisle od price Rungovy Borel a do- .
kézal jej pfikladem jiného razu. (Viz E. Borel: Legons sur les fonctions
de variables réelles, Patiz 1905, Gauthier-Villars.) '
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Ukdzeme nyni, pro¢ divergence polynomi interpolacnich
nenf na zdvadu pii numerickém pocitini, uzivime-li vzorce, od-
vozeného z formule Newtonovy.

Necht jsou body, v nichz funkee je dana, a, a + h,
a+2h...a+ n—1)h=by by > a.

Zavedme oznateni f(a -+ kh) = i, f(a) = y,, /ka =
Yrrr — Yoy ALY = drpr — Yy -

Klademe-li ve vzorci 1. (7) 2, —=a, 2z, =a + h,... x, =
a + (n — 1) h, shleddme na zdkladé rovnice L (6), ze funkce
interpolatni
Ak—l Yo

Je(@yy 29y oo ) = F=1D

Jest tedy
—a)(z—a—h
Gu(@) =9 } h(ﬂ.m Yyt
z — z—a—h)...(2—a—m—1)h)
+( a)( &;'/u . n( )_—) A’?/O’
' 1)

kteryzto vzorec, klademe-li FT m, tedy 2=a -+ mh a

oznacime-li symbolem ( ) binomidlniho soutinitele, mozno psdti

k
v tvaru

m m ‘ n
G (5) = yo + ) 4y, + )dgy.. +...+ 4"y,
1 2 n
| (V)
Piedpoklddejme, Ze posloupnost polynomiu G (2) diverguje,
roste-li » do nekoneéna.
Ukédzeme, Ze pak exlstu,)e za jistych supposic posloupnost
polynomi
, m m m
va;k)(z)zyo—l—(l')Ayo-{—(?)A”yo-i— "+(/;>Ak9°'
’ 2)

Vv niz £ zdvisf na » a kterd konverguje k f(2), roste-li n do
‘nekone¢na. Md tedy fada (1'), vyjadfujici G. (z), charakter fady
asymptotické v tom smyslu, Ze soutet jistého poétu ¢lent po-
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tdtetnich vyjadiuje f(¢2) s presnosti, kterou mozno libovolné
stupiiovati, volime-li » dosti veliké.

Sestrojime-li polynom G.” (z), provddime interpolaci v inter-
vallu @ ... a 4+ (A — 1) h = b, krat§im nez jest intervall pi-
vodni a ¢ . . b. Zbytek

® N ) 1 roe(2) f(5)

BYQ)=10— 006 = o, [0
bude s » rostoucim do nekoneina konvergovatl k nulle, zvoli-
me-li za drdhu integratni ¢dru «*), kterd prislugi k bodim a,
b **), té vlastnosti, ze bod # bude lezeti uvnitf, body singuldrni vné.

UvaZujme piipad krajni, a hledejme takovy bod &, aby
ktivka w, kterd pkislugf k bodim a, b, prochdzela bodem z a
bodem singuldrnim 2" =z’ 4 7y, tak aby uvnitf byla funkce
f(2) analytickd.

" Ponévadz pro bod z nastivd divergence, vezmeme-li cely
intervall @ . . . b, lezi bod z vné kiivky u —=u, = u (', ¥/, @, b,),
jdouci bodem 2 a ndleZejici bodim a, &,; jest tudiz

u @, ¥, a b)) <u(z, y, a, b,)
Podminka, aby bodem z a 2’ prochdzela tdz kfivka k hodim
a, b ndleZejici, jest
w @, y, e b)=u(x,y a b)

Jednd se tudiz o to, rozhodnouti, existuji-li hodnoty &
lezicf mezi @ a b, a.vyhovujici rovnici

w @,y a b) —u (z,y, a, b) = 0.
Tytéz kofeny méd v uvaZovaném intervallu rovnice
F(b) = (b —a) (u (x,7 y'7 @, b) — u (z, Y a b)) =0.
. Snadno nalezneme, Ze
FO)=@& —a)logre — @& —b)logrs + ¥y
— (@ — a) log r« + (x — b) loy 1 — yo,

pHi ¢emZ 7’4, 7, " md vyznam obdobny vyznamu velitin 7., 7, @.
*) Pf‘i tom oviem k ni, je-li to zapoﬂ'ebl, phpo;lme kllcky, tak aby

drgha integra®ni usetku ab obklopovala.
**) Vyznam slov téch, jakoZ i oznaleni u (x, y, a, b), jest patrnj.
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F(b) jest funkce spojitd pro vSechny redlné (a konelné)
hodnoty argumentu &. Derivace F’(b) = log ’;—b jest funkee spo-
Ty

jitd pro vSechny redlné hodnoty argumentu &, vyjimaje pripad,
kdy 7, = 0, coz se stane, lezi-li bod z na ose asetek pro b = z
— . Pak roste F’(b) do nekonelna, nabyvajic s obou stran
libovolné velikych hodnot kladnych. F” (5) =0 jediné pro ", =—vs;
takovy bod existuje jen jeden a obdrzime jej jako priisek osy
soumérnosti bodd z, 2’ s osou usetek.

Z nerovnosti svrchu napsané w (z’, ¥, a, b,) << u(z, ¥, a, b,)
plyne pifmo, ze F(b,) <<0. Pro b =a jest F'(a) = 0; bude
tedy o znameni pii F(a + &), kdez & > O jest {islo dostatetné

malé, rozhodovati F” (a) = log 7;—“, tak Ze F’(a) a tedy i

F(a + & =0 dle toho, je-li ', Z r,. Je-1i o = 14, bude F’ ()
=0 a o znameni pii I'(a 4 &) i I”ia 4 &) rozhodne F" (a)
=z ;i Zde mize nastati pouze pfipad x — 2’ << 0, ponévadz

a

bod z vzhledem k rovnici ', = r, lezi na kruZnici jdouci bodem
s a majici stfed v bodé @, a mimo to musi lezeti vné kiivky
U = u,.

Predpoklddejme nejprve, Ze bod z leZi mimo tsecku a, b,.
Pak I'(b) i F' (b) jsou v celém intervallu @ ...bd, spojité a
konetné. F (b)) <0 a F(a + &) = 0 dle toho, je-li v'v = re.
V ptipadé ', > r, leii tedy mezi a a b, lichy pocet kofent
rovnice F'(b) = 0, v pfipadé +', = r, sudy (neb zddny). Po-
névadZz pak derivace se miZze v onom intervallu jen jedenkrit
annulovati, jest dle véty Rolleovy v prvém piipadé mezi a a b,
kofen jeden, v druhém dva neb Zddny ; ponévadz vi3ak v tomto
ptipadé F’ (a) << 0, ubyvd funkce F'(d) v bodé a, tak Ze vzhledem
k tomu, Ze F(a) <0, F(b,) =<0, neni mezi a a b, zddny
kofen. Sem spadd také piipad ', = r.. Pak totiz F(a-}¢) <0,
F(a+ & <.

Obratme se nyni ku piipadu, Ze bod z lezi na uselce ab,.
Funkce F'(b) jest pak v celém intervallu @ . . . b, spojitd, F”(b)
se stdvd v bodé b — x nekonetnou, jinde viak jest spojitd.
Rozlozme tedy intervall a. . .5, naintervally a. ..z az...b,
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" Rozeznivejme piipady +'« > 7, a #'« << 7.. (Pfipad +', = 7, zde
nastati nemize.) Je-li ', > »,, a tedy F(a + &) = 0, pak se
zietelem k tomu, Ze kfivka « = u, jest stdle konkdvni vzhledem
k ose z, bude 'y, << 7y, tedy I’ (b,) << 0. Lezi-li b v intervallu
Z ...b, dostatetné blizko u z, jest F”(b) = 0. M4 tedy rovnice
F'(b) v intervallu z . . . b, jisté kofen. Pro » <<z a x dosta-
tetné blizké jest rovnéz F’(b) > 0 a ponévadz rovnice F’ (b)
pripousti pro redlné hodnoty b jediny kofen, bude pro cely .
intervall z . .. 5, I’ (b) > 0. Bude tedy funkce F'(b) v inter-
vallu a . .. 2 s rostoucim & stoupati, a ponévadz F(« -+ ¢)=0,
bude F'(x)> 0. Z tychz divodi jako diive bude mezi z a b,
lezeti jeden a jen jeden kofen rovnice F(b) = 0. Je-li #/y << 74,
jest 7'y, > 7y, a tedy F'(b,) > 0. Pro & >z a dostateéné z
blizké jest jisté £7(d) > 0, jest tedy v celém intervallu z...,
F’'(b) > 0, tak ze funkce /' (b) v tomto intervallu stdle stoupd.
Ponévadz I’ (b,) << O jest F(x) << 0. Jezto pak F(a+ ¢) < 0,
nemd rovnice F' (b)) = O koientt ani v intervallu a ...z, ani
v intervallu z . . . b,.

I vidime, Ze rovnice ¥ () = 0 md v intervallu a ... b,
kofen (a to jediny), je-li '« > r.. t. j. lezi-li bod z uvnitt
krubu, jenZ md stfed v bodé « a bodem 2" prochdzi.

Zvolime-li pak & mensi neZ tento kofen, bude F(d) > O,
ponévadZz F'(a + &) = 0. To znamend, Ze bude

u (&, y’7 a,b) > u(x, y, a, b),

neboli ze bod 2z bude lezeti uvniti kfivky, jdouci bodem 2" a
ndlezejici k bodim a, b. Je-li vedle toho splnéna podminka, Ze
uvnitt té kiivky neni jiz singuldrnich bodd funkce f(2), bude

integrsl
: L [0@ 16 4

i J gr(§)E— 2

na onu kiivku vztahovany, konvergovati k nulle. Bude pak po-
sloupnost polynomti G;’(2) konvergovati k f(2) s » rostoucim do
nekonec¢na, volime-li % tak, aby Cislo b lezelo mezia + (K — 1) A

a a + kh, pfi temz ¢fislo b = a jest menif neZ kofen rovnice . -

F@® =0. _ - _
vaahy tuto provedené mozno bezprostiedné pouziti, jsou-li
body. singuldrni funkce f(¢) v okolf tsetky ab isolovdny. V kaz-
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dém vsSak piipadé mozno misto bodu singulirniho zvoliti bod 2’
timto zplsobem:

Nechf o = u, jest kiivka u k bodim a, b, pFislusici,
uvnitt které jest funkce f(z) analytickd. Tato kfivka nechf lezi
uvnité kiivky « = log (b, — a) — 1, kterd k bodim a, b,
piisludi a jimi prochdzi. Bod # pak lezi vné kiivky u —u,, necht
viak lezi zdrovei uvnitt kruZnice ; o stfedu a, v jejimz nitru
jest funkce f(z) analytickd. Protne-li kruZnice & k¥ivku u = u,,
zvolme jeden z téch prisetiki za bod 2 (vzhledem k symmetrii
dle osy z nepadd volba ta na vdhu), neprotne-li, zvolime za
bod 2’ prisetik kruznice & s tsetkou ab,. Ustanovme pak b
z rovnice F'(h) = 0. Pak bude ki¥ivka, probihajici bodem ¢,
a kterd piislusi k bodu a a bodu b, pro ktery jest b << onen
kofen rovnice F(b) = 0, prochdzeti jisté oborem, v némz jest
funkce /(z) analytickd. Kdyby z ného vysla, mohlo by se tak
stdti jediné v bodech, lezicich vné kiivky w — u, a kruZnice %,
kterd md stied « a bodem 2" prochdzi, z tehoz by ndsledovalo,
Ze rovnice F'(b) = 0 md kofen v intervallu ab, i pro body 2z,
lezici vné kruznice X, coz jest dle diivéjitho nemozno.

Y.
Provedeme jeésts vypotet lim \/g, (2) pro piipad déleni

ekvidistantniho pomoci theorie funkce gamma.
Budeme nyni kldsti

(@) =@ — ) (2 — ) .. ... (2 — )
a predpoklddati pro jednoduchost, Ze o
2, = — 1, x, =+ 1, tedy obecné z = — 1 + ’;

Pak bude moZno psiti g.(z) ve tvaru

9.(2) = (— %)ﬂ (2 —1) ZI;I'(k — g (e + 1)).
Uvézime-li, ze
F4+bh=C+t—DE+E—2)...2(),

r(g- (1— z))

r(—% A+ z))’- '

bude kI:_I:(k — e+ 1)) —
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kterdzto rovnice md vyznam pro vSechna z, nesplyvajici se zdd-
nym z ¢éisel x,, r,, 2, . . . Zu.
Bude tudiz

,, F(_’E 1 —2)
gn(2) = (— %) (¢— 1) F(—g-;z-(lh—%)-

Uvazujme log g. (2), omezujice se pii tom na hlavni hod-
notu logarithmu. K tomu potfebujeme zndti vyraz pro logarith-
mus funkce gamma.

1. Je-li redlnd Cdst z kladnd, jest

log I (2) = log \/2n + (z — —é) logz — 2z + o (2),

kdeZ  (2) jest tak zvand funkce Binetova, kterd pro |z | rostouci
do nekonetna konverguje k nulle a dd se vyjadfiti asymptotickou
_fadou Stirlingovou.

2. Je-li redlnd ¢dst z zdpornd, pak

logF(z):log\/fn—l—(z——%)logz—z

+ o (2) —log (1 —e H2niz),
kdez pii poslednim élénu dluzno zvoliti znameni + neb — dle
toho, nalézd-li se bod z nad neb pod osou &isel redlnych. (Pfi
logarithmech piedpokldddny opét hlavni hodnoty.) *)
Abychom obé funkce

log r(-;’i (1—2) alog r(—-g 1+ z))

mohli takto v&jadfiti, vedme si v roviné ¢isel komplexnich body
— 1 a 4 1 piimky s osou ¢isel ryze imagindrnich rovnob&zné.
Tim se rozpadne rovina ve tii obory, které oznatime I, IL., IIL.

V oboru I bude 1 —2 <0, —1—2<0,
n ” II' b ]_x>0, —1_x<0,
» » III. 9 1—.23>0, —1—2x=0.

*) Viz E. Lindelof: Le calcul des résidus. Chap. IV, Pafiz 1905.
Gauthier-Villars.



43

V oboru IIL nastdvd pro obé funkee piipad 1., v oboru I.
pro obé piipad 2., aviak v obou piipadech obdrzime tyz vyraz
pro log g. (2), ponévadz v oboru L. ¢leny vzniklé z log (1 — ¢227%)
se zrusi.

m. II. 1
1-I>0 1-r>0 1-X<0
-1-a>0 -1-x<0 -1-r<0
-1 0 +1
Obr. 3.

Snadnym vypoétem nalezneme, Ze
log g.(2) = mw (2) + log (¢* — 1)+ o (—g— 1— z))

+o(g 0+ )
ponévadz, vzhledem k tomu, Ze o (2) jest funkce lichd,
, n R )
a)(— 9 1+ z))_ co(2 1+ z)).

w (2) jest vetvi funkce analytické, kterou obdrzime, zvolime-li
ve vyraze
4+ Dlog(z+1)—(z2— Dlog (2 — 1) 1
2 .
pii logarithmech hodnoty hlavni. Cleny

w(;’ (1—2)) 8 to(-g—(l-l-z))

konverguji s n rostoucim do nekonetna k nulle.

V oboru IL nastane pro log F(% 1 — z)) piipad 1., pro

log F(% 1+ z)) pfipad 2., bude tudiz log g.(2) roven stej-
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nému vyrazu jako diive, k némuz v8ak dluZno ptipojiti pro
body nad osou &isel redlnych ¢len log (1 — (— 1) et7™®#) a pro
body pod osou iisel redlnyeh ¢len log (1 — (— 1) e—7), Tyto
¢leny maji v8ak za limitu nullu, roste-li » do nekonetna.

Bude tudiz

log g () = mw (2) + log (2* — 1) + o (% a— z))

+w(§ a +z))+ log u,
kdez ¢ =1 v oboru I. a IIL
a  p=1— (= 17" v oboru IL

Definujeme-li pak Vg. () jako jsme to v oddilu II utinili,
bude

lzm V!]n ) =w(2) = (e 1logle+1) ; (e=Dlog(z—1) 1,

Zcela elementarni dukaz Pelzova rozsireni
Daudelinovy véty.

Napsal Frant. KadeFavek, kand. professury.

Budtez 7,, T, tetny kuZelosetky o ohniscich £, f” (obr. 1.).
Spojme tato ohniska s priselfkem v teten T, 7, piimkami
T,, T',, pak, jak zndmo, plati véta, ze Ghel sevieny piimkami
T,, T, rovnd se neb jest vyphikem dhlu piimek 7,, 7",. Spustme
na ramena téchto @hli s libovolné zvoleného bodu F kolmice
a oznalme jejich paty pismenami p,, p,, =, n,, tu, ponévadz
uhly pravé pii téchto bodech stoji nad touz uselkou vF, lezi
body ¢, F, p,, p,, ®, a m, na kruZnici nad usetkou vF co pri-
mérem popsané. Obvodové twhly =, Fp,, =n,Fp, této kruZnice,
jichz ramena stoji kolmo k p¥isluinym rameniim 1ihld sevienych
pHimkami 7,7, a T,7’,, jsou bud stejné neb se vyph'uui a
proto stoji tyto uhly nad stejnymi oblouky. Jest tedy p,7, = p,7,.
Sestrojme si bod o tak, aby byl od bodd 7, =, stejné vzddlen,
pak vzhledem k rovnostem p z, = p,7, & mo0 = m,0 & SoU-
mérnému poloZeni téchto tdsti ke kruZnici K plyne i rovnost
2,0 = p,0, jiz pozdsji pouzijeme. : '
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