Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Karel Petr

O vypoctu elliptickych integralt 1. a 2. druhu pomoci stfedu
arithmeticko-geometrického

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 43 (1914), No. 3-4, 332--350

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109235

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1914

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109235
http://project.dml.cz

332

0 vypoctu elliptickych integrala 1. a 2. druhu
pomoci stiedu arithmeticko-geometrického.
Napsal K. Petr.

Algorithmus podetni stfedu arithmeticko-geometrického byl
zaveden do mathematiky hlavné Gaussem, ktery jej také pouil
ku numerickému vyéislovani elliptickych integrald prvého a dru-
hého druhu. (Viz zejména jeho pojedndni ,Determinatio attra-
ctionis quam in punctum quodvis positionis datae exercet pla-
neta si eius massa per totam orbitam ratione temporis quo sin-
gulae partes describuntur uniformiter esset dispertita“, z r. 1818,
viz Werke, sv. 3., str. 363.) Gauss uvedl zminény algorithmus
v souvislost 8 vipottem elliptickfch integrdli na zdkladé zvl4stni
transformace elliptickych integrdld (po ném Gaussova transfor-
mace zvané). Ze téz prostfednictvim transformace Landenovy
1ze integrily elliptické 1. druhu vypotitati pomoci arithmeticko-
geometrického stfedu, jest zndmo; Ze pomoci té%e Landenovy
transformace lze pfi integrdlech 2. druhu dociliti vysledky jedno-
dudsi (uzfvajici stfedu arithmeticko-geometrického), nez jsou
Gaussovy, zdd se byti méné zndmo. Vibec pak nenachdzim
v mathematické literatufe poukaz, Ze pki uzitf transformace
Landenovy, postupujice ob8ma moZnymi riznymi sméry, uvddime
elliptické integrély prvniho drubu v z4vislost na arithmeticko-
geometricky stfed dvojim riznym zpisobem. A pravé tato dvoji
moznost  ndm dovoluje jednak pro vypotet elliptickych integrdli
ve stfedu arithmeticko-geometrickém d4ti dplné postatujici a
jednoduchou pomicku, jednak vysledky ji docilené nidm dovoluji
na zdklad®$ arithmeticko-geometrického stiedu vypotitati pomoci

K
jednoduché formule &slo g —=¢ X dfleité pti inversi elliptic-
kych integrdld (a tim zase pfi vypotltu ellxptlckych integrald
viech tH drubd).*).

*) Zminénd formule pro vypoéet g znima byla jiz Gaussovi. Uvedena
jest zéroveii s jinymi formulemi tykajicimi se stfedu arithm.-geom. v »Ge-
sammelte Werke, Bd. 3., str 388, fddek 2. V jaké souvislosti k té formuli
Gauss dospél, neni z toho, co na citovaném misté jest podano, pisateli
téchto Fadk jasno — pravdépodobné na zgkladé theorie arithm.-geom.



333

Zaroveti jsem podal na zdklad® vyrazi obdrZenych odvo-
zeni Legendrovy relace mezi E, E', K, K' a pfedeslal jsem
k vili étenafdm Casopisu struény vyklad o arithmeticko-geo-
metrickém stiedu a transformaci Landenové, pokud pro poroz-
uméni dal§im vyvodém to bylo uZiteéno.

L

Vezmeme v dvahu dvé fady &fsel kladnych 3, ¢,; r =0,
1, 2, 3,... souvisicich navzdjem relacemi

be=1@mat o), e=\boeor; ()
r=1,23,...

Pak jest b, > ¢, pro r =1 a budeme i o b,, ¢, pfedpo-
klddati, Ze b, > ¢,. Jest patrno, Ze, ddna-li jsou ¢&isla b,, ¢,
témito dv&ma jsou v8echna ostatni b, ¢, na zdkladé rovmnic (1)
tplné stanovena. Déle jest patrno, Ze fada &fsel

bor bl) bB’ LA (2)
jest Fadou tfsel klesajicich, fada pak

. Co» Cry Coy o v o (3)
fadou tfsel stoupajicich a maji tudiZz ob& dvé fady limitu. Nad
to jest -

7 J— 2
b — ¢ =3 (Vo —Ve2)'=1 (bro1 — &—1)® _

Vo—i+Ves)' ™ @

bpey — Cr—
=11 — - r=1 e S
? ( ! 1) br-—l + Cr—1 + 2Vbr—lcr—l
tedy
by — o < ;‘,‘ (br—-l - cr—l)- (5)

stredu daleko Gaussem propracované ve spojeni s theorii elliptickych funkei.
Pozoruhodno viak jest, Ze ziistal onen vyraz pro ¢ — pokud jest mi oviem
zndmo — nepovdimnut. Zvldsté nezminuje se o ném ani Encyklop. der math.
Wissensch., adkoliv formule ta divd jednoduchy a pro numericky vypocet
jisté nejpohodlnéjsi prostredek k inversi elliptickych integrald ve II B 3,
§ 66. tam projedndvané a ackoliv se tamtéz v § 34. o arithm.-geom. stredu
a jeho nékterych vztazich ku ellipt. funkeim vyklads.

V novéjsi dobé byly Gaussovy zédznamy o arithm.geom. stredu a to
ity, jez diive nebyly uvefejnény, predmétem vySetfovéni L. Schlesingra
v Gdttingen Nachr. z roku 1912, str. 513 a nasl.
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JelikoZz pak rozdil stejnolehlych é&lend obou fad (2) a (3)
dle (5) konverguje k nulle, maji obé& ty fady touz limitu, jez
sluje se zfetelem ku tvaru zdkladnich rovnic (1) stfed arithmo-
geometricky z &isel by, c,. Oznatime jej .J/ (b, ¢,), t. j. klademe

lim b, = lim ¢, = M (b,, c,). 6)

Abychom blize seznali rychlost, s jakou &fsla d,, ¢, kon-
vergujf ke spoletné limité, vezméme v tivahu jeStd rovnici (4),
kterou na zdkladé (1) napifeme ve tvaru
—_ (br-—l - cr—l)q
by — ¢ = S
aneb

b, — ¢, . (br-—l —_ cr—l)u (br—l —_ Cr—l)2
41 8clya 8ch1
Je-li tedy r jiz takové, aby c,y, bylo blizké ku M (b,, c,), jest
odtud patrno, Ze relativni velikost rozdilu b, — ¢, (vzhledem ku
tslu M (by, c,) jest pfibliZné rovna osminé ze ¢tverce relativni
velikosti rozdilu ptedchdzejiciho b, — ¢,—;. Jest tudiz rychlost
konvergence neobydejné velikd.
Pro ndsledujici jest Glelno zavésti zdroveil ¢isla a, rovnici

ar + ¢} = b%; a=0 )
pro tato plati na zdkladé (1) dalsi vziahy

ar + by = by—y, 4a,b,=al,, b — a, = ¢y, ®)

ze kterychZ zejména jednak plyne

' lim a, = lim (by—; — b,) =0,
jednak (na zdkladé druhého vztahu) lze o rychlosti, s jakou a.
konverguje k nulle, uliniti obdobnou poznimku jako svrchu
o konvergenci &fsel b,, ¢, ku M (by, ¢).

: IL.
Landenovu transformaci budu uzfvati na integraly tvaru
P, dg , 2, ay sin® @ do
N T —— ) —_—
Vo —a? sin? Vb2 — a? sin? ¢
0 0

©)
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Zavedeme-li misto proménné @ proménnou ¢, rovnici

b, sin 2¢
a, + b, cos 29 ’

kde a,, b, souvisi s a,, b, vztahem (1) a kterouzto rovnici mi-
Zeme téZ psiti ve tvaru

c
tg(p —9)= - tg 9,
dostaneme snadnym podtem

tg 9. = (10)

do 1 dg,
= 11
Vo —alsin2g - *\b? —a® sino (L
a tedy
f >l (" a9 (12)
A Vi —adsintg A Vb2 — a? sin? @
pii temz @, zdvisi rovnici
tg (@ — B) =19 D, (12')

na P, a stanovi se jednoznatnd zndmym zpiisobem. Opakujeme-li
tuto transformaci po sobé r-krite, obdrzime po r-tém kroku

P Ay LT Ay
Vo —aZsin*gp 27 ) \b2 —alsmtog
0 0
pii ¢emiz '
tg (Br — !Dk_l)zg———itg By, k=12...7

a &isla ay, b,, ¢, souvisf spolu rovnicemi odstavce pfedchdzejiciho.
Jelikoz v8ak lim a, = 0, lim b, = M (b,, ¢,), vidime — mame-li

zejména na zreteli rychlost, s jakou &fsla tato ku vyznatenym
limitdm konverguji —, Ze rovnici poslednf miZeme psiti ve tvaru

P do o, &
D— — + 5’

Vol —alsintg  THM(by, )

0

*) Uzitim rovnic (8) a (10) a kone&né formule
R 8o

g (91 —9) = 1+tgejtge
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kde lim & =0 a tedy v limits, klademe-li lim 2= @,

r=owo 2’.
D, dq) . 6
Vo —aZsintg  M(b, )
0

(13)

Pro integrdly kompletni, pfi nichz @, — %, jest &, ==,

D, =27, ..., O,=217 a tedy @ = CL Jest

f e yrrorat i rn (14

Tim odvozeny v (13) a (14) zndmé a pro numerické vypolty
tasto pouZivané vyrazy integréli elliptickych prvnfho druhu.

IIIL.
Abych provedl transformaci druhého integrélu z (9), stati
vypotisti sin? ¢ z rovnice (10); dostanu
b, + a, sin® ¢, — cos ¢, \/b2 — a? sin® ¢, .
20, ’
dosadime-li tento vyraz, mdme pouziva]ice (11) jakoz i vztahu
al = 4a,b, ihned
D,

sin? ¢ =

a? sm,2 pdp D1 a, (b, + a, sin? @) do
Voi —aisin? g Vo —a? sin® ¢
0

D,
—a, fcos 9 do,

0
kde mezi @, a @, jest op&t vztah (12)).
Vztah nalezeny lze psiti téZ ve tvaru
wo . @1 d
9

V62 — al sin® ¢
0

2, a’ sin® g dp
—ajsintg

a2 sin® g dg
Vo2 —al sin g

= a,b,

(15)

— a, sin D,.



337

Obecndji jest v oznaleni odst. I.

Qr—'l ¢7’ d

i
=ab | —m————
Vb,_l —ai_y sin® g Vb? — a; sinq

]
+ f Vba, sin? ¢ do — a, sin @,

;r— a} sin® g

ai_y sin® g dy

r=123, ...
anebo se zfetelem ku (12")
Dr—1 al_ singdg —oap [ 2 do
Vo, — a2 sin% g -s ng —al sintg

" a? sin? ¢ do
\/b“ a? sin®q

—a, sin @,.

Séitdme-li tudiz rovnice pravé odvozené pro r =1, 2, 3,...1,
dostaneme

P, al sin® ¢ do

Vo2 —a? sin? ¢

= (16)

D, dg

Vb“ —alsin®q

— [a, sin D, 4 a, sin D, + ...+ ay sin O] 4 73,
kde zbytek r;

— [2a,b, + 2%yb;, + ...+ 2%a;0;]

_j'qjl ai sin® g d(p
Vbl —al sin® ¢

8 rostoucim 4 velmi ryechle konverguje k nulle a kde tudiZ fady
v zévorkdch hranatych uvedené mohou roziifeny byti v fady
nekonetné. Uvéime-li jest, Ze ar = by — b, & zavedeme-li
pro krdtkost oznateni

P (bo, €) = 2b, (By — by) + 2%, (b, — b) 17

+ 238, (b — b)) + .. o
22
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méme
P, a; sint ¢ do Y :
—.—r—q—— = I (bO! cO) T3 .3 o
Voi —alsin®e Vo2 —al sin® g
0

@
— 3 ag sin Dy
Ah—_‘l

(18)

pro integrél pak druhého drubu v normélnfm tvaru a oznadenf
Legendreové *)

o)

1
W (3 @o)_ [ — P, e F(—b:, @,

-+ 5 a sin Dr.

k=1

) o

Zv143ts pak pro Gplny integral (dio :%, O, —=n, &, =2,.. )

méme
@G AN _ o, L g% =
boE,(bo > 9 )— [bo P(bm Co)] bo F(bo ' 9 ) (20)
_7(83 — Pty o)
2M (bm 00)
Vyrazu by — P (b,, c,) miZeme na zdkladé rovnic (1), ze kterych
plyne bi(br— — bx) = & (br—s — cr—2)? k& = 2, diti tvar
- P(bo) ¢o) = 1[4 + ¢0)* — 2 (b, —¢)*
—2%(; — ). . ]
. pro praktické potitini zvlast® vhodny.

Gauss ku vyjédfeni- ellipt. integralu pomoci arithmeticko-
geometrického stfedu uZivd 1. c. (v Determmatxo attractloms“)
substituce tvaru

(m — n) sin T sin T'* = 2m swn T’— (m+4+n)sin T

*) Legendre uifva pro integrily elllptické 1. a 2. drulu tyto zi-
kladm tva.ry a oznaéem

fm* e f“"‘””” 4o =B @)

0
lntegrély (9) jsou tedy dle tohoto oznageni

(o) (b"”‘f) 15 (3 0.)
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kde T jest ptivodni, 7' novd integralni proménna. Pro integrdly
prvého druhu a pro integrdly Gplné. druhého druhu dostévd vy-
sledky podstatnd stejné; pro integrdly druhého druhu netiplné
dostavd vyraz ponékud slozitdjsi, nebof misto fady Ia, sin
mé fadu

a, cos T sin T' + a, cos T" sin T" + a; cos T" sin T .. %)

Iv. -

Vysledky v predchazejicich odstaveich odvozené dévaji sice

fady vizdy konvergentni, hodi se vSak hlavn& v tom piipads,
2 ’

kdy modul ?g- elliptickych integrld neni blizky 1. Aviak i pro
tento pifpad lze odvoditi prakticky tfelné formule a wZiti algo-
rithmu stfedu arithmo-geometrického a to, budeme-li transfor-
movati dané integrély substituci inversni k té, jiz jsme svrchu
pouzili. Budeme tedy transformovati integrdl (zvolime si nyni,
abychom se vyhnuli zmatkim, ponékud jiné oznaéeni)

f Vo' — a’! s a" sm2

. Vysin29,
t‘q_ = a'y, + b’y cos2¢,’
anebo v ponékud jiné dGpravé (po odstranéni zlomki)

'

sin (2, — @) =2 sin @.

substituc{

Dostaneme pak na zdkladé (12) vztah

: f Ty =2 f "y (21)
) Vos —aTg sin® g JV5: —alsintg

*) Mezi formulemi v3ak ziskanymi od Gausse na zékladé stfedu
arithm.-geom. jest viak na str. 392. (Werke, Bd. 3., sir, 302) uvedena pro
netiplny ellipticky integral druhého druhu rovnice, kters ve formé a také
asi v podstaté jest blizka rovnici (19). Formule (19) odvozend pomoci Lan-
denovy transformace nachdzi se v Carley, Elliptic fonctions, str. 331.

. QQ*
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kdez dle (8) jest ,
b =d, + ¥, a} = 4a'ib', (22)

sin (0, — Q’)_—smllf
0

Abychom doséhli souvislosti s arithmeticko-geometrickym stfedem,
stat{ kldsti

b, =2V, - a, = 2d/,.
Touto substituci se (21) a (22) zméni v rovnice
f Vo' — a’ 3 sin® @ = f Vo2 — sm2 ’ (23)
oy =3 + ), a’l—Vaob’ (24)

a dostivime obecns

¥, dp B W o ”
Vot — a2 sinty ) \B? —aZsin®g (25)
0 [}

kde o
sin QU, — U,,) =

b,r—l
" -3 (a r—1 + o r—-l), a r = Va'f_; b',-__: .

Cisla ', o', konverguji ku arithmeticko-geometrickému 'stfedu

M, a'y); prejdeme-li tudiz v (25) ku limité pro lim r = oo,

méme znatice lim U, = U,

sin U,_y; (25")

o d¢
f\/b'g—a’g sin? g M(bo; ao)f cos @
0

log cot (—4- — g)
=T H@, 4y

a v oznateni Legendreové
' , log cot (L —_ _g_f)
P (5 wo)= 4 2/, (26)
b \b M, o)
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V.

Pii vypottu integrdld vplnfch miZeme se viak vyhnouti
pouzivini funkef goniometrickych, volime-li &, — 2. xz; ro-
ste-li &, od O spojité do 2"—!' =z, kolisd pravd strana rovnice
(25" pfi r =1 mezi —Zi a —% a kontf hodnotou nullovou.

. R -
Pisludf-li tudiz vyrazu 2%, — W,, jenZ se spojité s &, méni,
potitetni hodnota nullovd, jest i kone¢nd hodnota jeho rovna
nulle; t. j. pHi ¥, =21z jest ¥, = 227, Obdobné jest

U,=23n ..., ¥ = % (Hodnoty W, i1, Wrpg, ... jestlize

r jest jiz dosti veliké, aby b' bylo malo od 1 rozdilné, lidf se
pak malo od %)

Mizeme tudiZz psiti
1

1 (. =
r—1 —_— e
i F (5 2= e )
1 oy mw\_ 1 a, =
b 8=t ).
Jest vSak, jak znimo,*) '
F(l"; %_)=logk+4'+"], B*=1—7,

kde % konverguje k nulle, kdyZz & konverguje k jedné a tedy
¥ k nulle.

aneb t62

*) Vztah tento miZeme odvoditi ndsledovné. Transformujeme-li in-
tegrdl #(k, 4) substituci

tgo.tgg’ -,1‘; k?—1—1k2 (a)

dostaneme snadno

4a g
do 2 do ( 7!) o
F(k, 4)— — ————— — Flk, 5| — F(k, 4°);
e )—f\/l——k’siﬂw fV1—k2sinﬂ¢ 2 (e, 47
0 A
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v, .
Fge g )= (g +u) e
kde 7 =1V
Méme viak (dle (24))

log ¢y =11og (V2 —a®)=11log i (b'roy — a/r_y)*
= log (71— a'i1) — log 43",

?—a'} a kde limy, =0O.

r—mo .

tedy .-
» F (k, %) = F(k, d) + F(k, 4').

" Pti tom jsou 4 a 4' spjaty rovnici (a). Zvolime si 4 v prvnim kvadrantu

a tak, aby 4 — 4‘; pak jest tg’ 4= % a

k, _ —
F( ) 2F (k, 4) — 2[\/1 k2 smﬂ fvc032 ¢ 4 k2 sm2

Rozvineme-li (cos? ¢ + k'2 sin? ¢) 3 — =cos—1qg(1 4+ k2 tg2 ¢)—§ dle bi-
nomické véty, obdrZime fadu stejnomérné konvergentni v intervalu inte-
gra¢nim; integraci pak dostaneme fadu, kters konverguje aspon s takovou
rychlosti jako fada geometrickd s kvocientem k’, jak téméi na prvy pohled
jest zjevno a jak ttendf snadno zevrubné dokdze. Clenové té fady od dru-
hého poéinaje konverguji 'tedy vesmés k nulle pro lim k' — 0. Mizeme
tudiz psiti
4

F(kl)—ﬂ i lim 7 = 0
2 cos¢:+”"k5=mo”-~'

0

dy A)_ 4 v
2 o — 2 log cot 4‘ g ) = log i+ 7"; 1;1'1207”:0'

Tak jest v celku .

4
fv'ijkg—smT- I°8k:+n + ot Zlog i+,

coz jest rovnice v textu uvedena.
Jiné odvozeni této rovmice viz Jacobi, Werke, sv. L, str 522 a nésl.
a Cayley, Elliptic fonctions, r. 1876, str. 46.
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t. j.

log ¢', = 2 log ¢',_; — log 4Y',,

log ¢',—1 =12 log ¢',—o — log 4b',_,,

log ¢/, = 2 log ¢', — log 4¥',.

Z téchto rovmic vyplyvé
log ¢’y = — log 4b", — 2 log 4b',_; — . .. — 21 log 40’,
+ 27 log c',.

Po dosazeni pak do (27) a snadné lipravé obdrzime

1 ! 1 1
EF (ZT:: —g—) v [l094 — 5 log (b5 — a’5) + 5 log V',
1 7 1 ’ 1 ’
+§El09ba+-~-+‘§7 log b's + 5 log b's + 7

aneb téZ, upravime-li zdvorku tak, abychom mohli pfejfti k Ii-
mitd pro lim r = w0,

ay = b’y 4 b, 1 b,
*(5 F)=awwey (oo

1 v,
— 95 Iogb, —], (28)

k—\/l bu)

tim? ddna formule vhodnd pro vypolet tuplného integrilu pro
ten pfipad, Ze 4 jest blizko 1 a pfi nfZ jest pouZito toliko &fsel
vyskytujicich se p#i vypoétu stfedu arithmo - geometrického
z a'y, b, '

VL

Abychom odvodili obdobnou formuli pro integrély elliptické
druhého druhu, staif (jako jsme to uéinili p¥i integrdlech prvniho
dryhu) dosaditi do formule (15)

a4, = a5, by =¥y, 0y = 2a'}, by =20, B, = ¥, O, = ¥,.
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Dostaneme ihned

2 sin? @ dtp _
Vb” —a" sin? @ Vb’2 a’” sin® @

1 0 »m 2
a’i sin® ¢ do

+ a’, sin ¥, + 2
° ° A Vo2 — a'? sin® @

a obecn&
Py . ¥,
a2 sind g dy =1
73 =—a r—lb r—1 3 —
th—ammﬁw Vhﬂ—aHmn¢

? sin® @ do

-'I— a r—1 sin q‘r—l + [me

—a'? sint @

anebo téZ vzhledem ku (25)

We ali_l sine @ d(p — lb' 1[

Vb’,_l —a'’, sty Vo't —a' 2sintg
) [

a'? sin®@ do

—y sin Br_y + 2 f
4 a',_; sin V

b7 —a'? sin® g

SEitanfm rovnic takto vzniklych pfi r =1, 2, ... 1, ndsobenych
dfive faktorem 27—, obdrZime

o a'? sin? cp dtp

me — s g — [a'sd'y + 2a",0"y + 2%a/30"; + ..
0

(29)

2i—1p’ _b _
+ 2=l l]bem__am =

+ [a sin O, —|— 2a sin O, + ...+ 21, sin Q";_l]

4+ ot laﬁsmcquq) '
Vo' — o'l sin®
L]
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Pro posledni integrdl mime

w
A 12 o0
lim a'l sin® g do = M@, o) ¥ sine ~ sin*pdp dm
l=o» bei —a'} sin® @ cos @

4

K téze limits konverguje t62 (pfi lim 4 = oo, viz odst. IV.‘ (26))
Py

r. or 3 ° do
—a'y sin U; + a’3b" — .
Vo2 — a'2 sin® ¢.
0

— M(b o0 Q1) sin W4 M@, a') log cot (—— —3 )

Oznatime-li -

L1 (2]
! a'sin? @ dy
V'3 —a'} sin® @
0

'y

. ° d
-+ a'; sin ®; — a"3b"; L = ,
Vo2 —a'2 sint @
. 0

miZeme rovnici (29) psiti nésledovné

2
be‘2 S (.1(p = —[ab, + 2a",¥', + ..

—a'; sin? @

¥,
+ 2ty — 2aib'] f Vo — (30)

a'l sm2 P
+ [@', sin W, 4+ 2a', sin ¥, 4 ...+ 212, sin ¥,
— 2%’ sin 03] + ;.
Zévorce hranaté lze ddti (i se zfetelem k jejimu znaménku) tvar
a' by + 2(a"sb'y — a' ) + 2%(a'yd'y — o' V) + ...
+ 24 (a"38"1 — a"1ab'1—).
Vyraz tento miiZe prodlouZen byti do nekonetna, dostaneme fadu
nekone¢nou velmi rychle konvergentni, kterou mizeme psdti na
zdkladé relaci
2 (a"V —a t—1b'z—1) =2 [(2b't+1 - b'l) b — (2b'l — b'l—l) b'l—l]
= 2i+1 b'l(b’l+1 —_ b'z) + 2l(b’t_1 — b))
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ve tvaru .
B —2(b,—b")) by — 22(B, —b'y) b, —23 (Y, —b's) by —
coZ jest dle oznateni odst. IIL. 3'2 — P(¥'y, @'y).

PiSeme-li i druhou hranatou zdvorku ve formé fady ne-
konetné, mdme se zfetelem k tomu, Ze lim r; = 0

w, a'g sin® P d@ o [b" _ P(b, a )]f
A Vo't — a2 sin® @ Ry AV sm2 ®
- — [, sin B, + 2 (a'; sin U, — a’, sin T,) (31)
-+ 22(a’, sin Uy — o', sin U))+...],
kterazto rovnice pievddi vypolet integrdlu druhého druhu na

integrdl prvnfho druhu. Pro integrdly v normélnfm tvaru Le-
gendrové z nf ndsleduje:

b\ E (b,, af) P, dy) g (;‘:0 af)
+ [@'y sin T, + 2(a’, sin U, — a0 sin &) 4 ...].

Abychom odvodili si vyraz uZitetny pro integrdly dplné druhého
druhu, klademe opdt (jako v odst. V.)
n

U, =2"'n, tedy &, =22x,... O,y ==, U, = 5

Pak zavofka hranaté se redukuje na -
a4 &,
kde &, s restoucim s kenverguje k nulle. Provedeme-li dosazenf

uvazivie, Ze
a
E(b,", 2"‘171) = 2'E(b, , —’2’ ),

a T
F(, Lo 2"‘171) - 2'F(b, , 2)

méme’ dslice Jeﬁté éislem or
oy = ‘ a, = &
b'oE('T:‘: 3—) P(bov ao) F(ﬁ: ?)"l‘ a' +'§F} :
aneb koneéné nechdme-li » vzristati nade vSecky meze,

. (a’. A\
v (52 )= U @'+ g7 P O a0 (52, )09
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VIL

Z rovnic pro uplné 1htegr:ily druhého drubu odvozenych
vyplyvé nejprve dilezitd relace, zvané Legendreova. Oznatme
pro strucnost :

, o :
F(k —2—) K, ;‘(k', ?) —K, E (k, -2-) =
E(k’, %) = E,

a kladme & = -2 a tedy B=2S
b, b,

_-P(bm co)
b2

a dle (32) (zavedeme li &', =¥‘,, a’, =¢,)

M(b,, P
(1;1 Co) + ('Z’ﬂ ¢,)
0 0

. Pak jest dle (20)

E=

E= K,

Jest tedy

EK + E'K = bi M@, ¢,) K + KK,
0

pouZijeme-li pak jeit& rovnice (14)
EK' + EK — KK' :%,

coZ jest hledand relace mezi Uplnymi integrdly.

VIIIL

Dal¥f pouziti odvozenych formulf, ma]ici vyznam prakticky,
jest vypotet Eisla

nkK'

g=e ¥

ddlezitého ph inversi elliptickych integrdlid a pH vypoétu elhp-
tickych integrdld vSech t¥f druhid pfisluinjch modulu k.
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Uzivame-li oznateni predchézejiciho odstavce a formuli (14)
a (28), mdme

7 K _ﬁTb’;——
b=
jﬁblm [log%—log%—%log—i—:—é%log—::— —.. ] ;
k= %:- K= ?,—“’ ,
26 kterych ibned vypls"vé, po dosazenf
' 1 L
= ’;; Z: Iz:—; (2—:)2 . (%)”2. .. (33)

soutin, ktery rychle konverguje a pro numericky vypolet &isla
g jest vhodnéjii nez obvyklé methody vypottu, zejména ne’ vy-
potet fadou

4 6 S
+32" + 1031+ aog5 ¥+
Jelikoz postaéi »(vzhledem ku mozné linedrni transformaci theta-
fankef ('t, ——i—-)) omeziti se pfi vypoltu sla ¢ na piipad

ksvz, postatf, jak z vyvodi numerickych odst. nasledujicfho
vyplyv4, pfi vyipottu ¢&fisla ¢ formulf (33) ponechati si 4 prvé
faktory a kldsti b; — b, == b, . . ., chceme-li ¢ vypotitati pfesnd
na 9 cifer. Pi tom miZeme poloZiti b, — 1 a tedy

by=1, ¢, =%, b,:l_;k, e, =V, ..

IX.
V predchdzejicim byly vyloZeny dvé methody pro vypotet
elhptlckych integrdld pomoci sti'edu arlthmo-veometrlckého Prvni

vede rychleJl k cﬂl, kdyz k= b jest blizko 0; druhd, kdyZ
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= V1 — %" jest blizko nulle. Ob& poskytnou i'ady ptibliznd
stejnd konvergentni, kdyz k = &/, t. j. kdyz & = 1\/2. Mizeme
tudiz poklddati tento ptipad & = 1V2 jakoito krajni a prvnf
methody pouzivati, kdyz % jest v intervalu (0, 1\/2), druhé
pak, kdyz %’ jest v tom intervalu. Pak jest piipad k —=7%'=1 \/2
pro potitdni elliptickych integrdli na zdklad® vylozenych method
nejnepiiznivéj§i a vySetienim rychlosti konvergence v tomto pif-
padé ziskdme si i orientaci o tom, kolik éldnkid nejvySe jest
vyéisliti v ostatnich ptipadech, jednak p¥i potiténf stiedu arithmo-
geometrického, jednak pfi séitdni p¥isluinych fad, vyskytujicich
se ve vyjddfenich elliptickych integréli (chceme-li dosici jisté
pfesnosti).

Podévdm z té piitiny v ndsledujicim vysledky vypottu
arithmo-geometrického stiedu z &fsel \/2, 1. Dostdvime p¥i po-
titani 14-timistném

b, = V2 = 1-4142135623731,
¢, =1
by=1 2071067811865
¢, = 1-1892071150027;
b, = 1°1981569480946,
¢, = 11981235214931 ;
by = 1:1981402347939,
¢; = 1°1981402346773 ;
M(bg, ¢,) = 1°1981402347356 . . .

b, a ¢, li8f se, jak z vyrazl pro b;, c; patrno, az na 21. de-
setinném mists. b, a ¢, pak o méné nez 2.10*, M (b, c,),
takze pfi 8ciferném potftini miZeme jiz kldsti s pfesnosti do-
statetnou b, = ¢; = M (b,, c,).

Pro vypolet 8-ciferny postati tudiz, at poéitdme kterykoliv
ellipticky integrdl pomoci formuli svrchu uvedenych, poiftati
toliko dva geometrické stiedy a lze klisti s dostateinou ptes-
nosti by —— ¢ =Dby=cy=... M(d, c,)

Tak ku pt. pro délku kvadrantu elliptického, je-li jeji nu-
merickd vystfednost men3i nez —= V_ a jeji poloosy 4, B, dosts-
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vdme s pfesnosti jisté 8-ciferni tento vysledek dle (20)
A (A+ B —2(4, — B
’

8 * Aa
kde - ’ o
A B —_ y:| B
4, = 'g , B, =V\4B, AQ:_%_,
Bﬂ-__VAlBl ’ Aa——'——;——'v

obdobnou pak formuli (obsahujici pFirozené logarithmy) i v pi-
padé, 7o & > —=, obdrzime z (32).

V2

Studie o radich Laméovych vytvoienych
cyklidami Dupinovymi.
L. Seifert, professor redlky v Praze-I.

Tvorf-li t¥i fa(fy ploch system tiikrate orthogondlni, jest
kazdé plocha jedné z téchto fad protata plochami ostatnich dvou
fad v obou systemech &ar kfivosti (fheorém Dupiniv). Dle
Darbouxa zoveme pak radou Laméovou takovou fadu ploch, jeZ
mize byti souddsti systemu tfikrdte orthogondlniho. S hlediska
geometrického nejvice zajimavosti poskytuji fady vytvofené cy-
klidami Dupinovymi disledkem té okolnosti, ze tdry kFivosti
. obou systemé jsou kruhové. Theorie téchto ¥ad, dik slavnym
pracim Darbouxovym, Haagovym a Demoulinovym (Comptes
Rendus 147, 148) jest jiz témé&f ukonlena, ale vysledky jeji,
ziskané pottem infinitesimdlnim, jsou takové, Ze takika nabddajf
k tomu, aby se odvodily téZ zpisobem <&isté geometrickym.
O to pokusil jsem se v této prdci uzivaje centrdlni projekce
prostoru ttyrrozmérného na obylejny prostor trojrozmérny. Tak
tplnd bez pottir lze odvoditi viethny zndmé vty a vniténi sou-
vislost jejich stdvd se zde Je§té patrnéjsi nez jest pottem viibec
mozno ,

- - Zejména viak zajimavym se zd4 odvozeni systemu thkrat
orthogendlnfho slozeného vesmds z cyklid Dupinovych a zpisob,
jakym se zde dospéje k transformaci Ribacourove.
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