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0 rychlém odvozeni dvou vzorel gonio-
metrickych.

Napsal
dr. F. ). Studnigka.

Kdyby vzorce, jeZ hodldme zde kratkym splsobem odvo-
diti, nebyly jeBté znamé, platilo by o cesté, jakou tu k nim
pfijdeme, plnym prévem, co Zannery o podobnych methodich
pravi slovy: ,Méme en Mathématique c’est souvent par des
chemins peu sirs que l'on va & la découverte.”

Ukol, jej# tu méame na zfeteli, hleds napied vyjédient
hyperbolického kosinusu K a sinusu S argumentu n-ndsobného
pomocf mocnin kosinusu argumentu jednoduchého, #4d4 tedy,
aby vySetfen byl vzorec tvaru

S o) =% (o, Ko(a)

nacez se zndmym splisobem prejde k sinusu a kosinusu kykli-
ckému, symbolem sin a cos znacenému.

L

Ponévadz tu platf, jakoZ povédomo,

K(nz) = em—; L , (€3]
Ke(e)= LT, @

obdrzfme ptedevifm, poloZime-li, na zfeteli majice jakost hyper-
bolické funkce K,

K(nx) = A K"(x) — 4,K—%x) + A, K—4(x)— ...,
kdeZ n jest &fslo celistvé a positivni, soucinitelové pak
AO ? ‘A2 ) 'Al 3 ¢
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predstavujf neurtité dosud hodnoty, jeZ se zfetelem ke vzorci
(2) nahraditi moZn4 jinymi pomoci relac

» 4, =2,
Ay = 2-%-By, (k= 1,2 38,...)
Podlé vzorce (1) a (2) vznikne tu tedy
e g0 = (e>f-e—)* — By(¢* +¢)" 2+ By (e* -t —
z &ehoZ plyne, rozvineme-li jednotlivé cleny na pravé strané
podlé binomické poucky *), napred
|- g
=m0 - m (Do | 6T oy n—8)s L
— B,[e—2% | (n — 2),6%9% |- (n — 2),et—07 |, ]
+ B,[e®% 4 (n — 4);e07 | ]

Porovname-li pak souéinitele stejnych funkef exponencidlnich,
obdrzime fadu rekurrentnich vzorci

n, — B, =0,
n, —(n— 2),B;, + B; =0, '
ny — (n — 2),B, + (n — 4),B; — By =0, 3)
Ny — (n — 2)],._.1B2 + (n -_ 4)].,__2B _— « = 0,
z nichZ vyplyne postupnym feSenfm
B, = —111'— ,
B4 - 'g' (n — 3,
B, =5 (n—4),

........

takZe soudime, Ze tu vSeobecné plati

*) Zavedeno tu nejjednodus¥t oznadeni binomickych soudiniteld.
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sz = % (n —_k— l)lc—-l ) (4)

pifmym FeSenfm soustavy (3) podlé Bx a tedy vyloucenfm ostat-
nich B zjednd se pak pifmo vzorec independentnf

ny 1, 0, ceey 0
ny, (n—2) 1, ceey 0

B2Ic:n:'n (n— 2)2) (n— 4)1’ ) 0 )

. (n—-2),,__1, (n—4),,,_,,, ey (n—2k4-2),
z ¢ehoZ se taktéZ postupné obdrii hodnoty souéiniteli

B,, B,, B, ...

splisobem arci ¢im déle tim obt{Znéjsfm.

I bude tedy, uZijeme-li 2 na doplnéni mocnin,
2K (nw) = [2K(@)]* — = K@ + - (n — 3),[2K (@)

— 5 (n— 4, [2K @) +7 2 (n— LK@ —. .., (6)

kteryZto vzorec platf i pro sudé i pro hché n. V prvnim pif-
padé, kde rozezndvati moZnd” ~ -

n=2k a n =4k,
bude miti posledni soucinitel hodnotu
A =—1, Ap=-+1,
kdezto v ptipadé druhém se obdri
Ajppi=mn, Agyys=—n.

UvéZime-li konecéné, Ze -

K(ix) = e tﬁ =cosx,

obdrZfme ze vzorce (6) pifmo vzorec kyklicky
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n n
2 cos nx = (2 co8 x)" — T (2 cos 2+ 5 (n — 3), (2 cos 2)n

— 5 (n—4), @2 cos w1 (n— ), @ cosay—= — .. (1)

kteryZ arci taktéZ pro sudé i liché n jest platnym.*)

1L

Abychom podobné vyjadfili S(nz) pomocf jednotlivych
mocnin K(x) a podlé toho sin nx veliinami cos «, uZijme vzorce
s neurcitymi koéfficienty

S(n)

S(x)

a zavedme opét oznacenf

= A K (@) — AK(@) + A K P() —. .

A, =271
Agety = 2%%"1By, ,
naceZ obdrZfme pomoc{ vzorce

eM — e—nz

8(ne) = ——5— 8)

se ztetelem k vysledku algebraického délenf na strand levé
a ke vzorci (2) na strané pravé napfed

*) Zde budi% zéroveii poznamenéno, Ze vzorec (7) a tedy i (6) moZnd
pséti ve formé determinantni takto:

COS x, 1, 0, cey 0
1, 2cosx 1, ooy 0

COS nx — Q, 1, 2cqsa:,..., 0 ’
0, 0, 0, ceey 2COBZ

jako# jsem ukdzal v pojedndni ,Eine neue Anwendung der Ketten-
bruchdeterminanten® Sitzsb. d. k. b. Ges. d. Wlss 15. Jénner 1886.
Determinant jest zde stupné n-tého.

9*
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em: — e—”—‘ﬂ

pry—— — e(n—1)z _l__ e(n—3) + en—5)z + .
= (¢ - 2y — By(er 4 )3 - By(er oS — .5

‘vyvineme-li pak jednotlivé ¢leny pravé strany podlé binomické
poucky, zjedndme si, porovnavajice soucinitele stejnych vyrazi
exponencidlnich, fadu rekurrentnich vzorci

l1=(m—1); —B,,
1= (n— 1), — (1 —3), B, +B,,
l=m—1); —(n—3), B; 4 (»n —5), B, —B,;

---------------

1=(@0—1)— (@ —3)—1B; 4 (# —5)—aBs — ...,

z nichZ se obdrzi postupnym feSenim

%,:En-—?;l,
s =(®m—3),
B, = (n— 4),, O

......

nacez pak se soudf, Ze plat{ vSeobecné
B21;+1 =m—k—1);

piimym pak FeSenfm j)odlé Bokta, pfi Cemz predchdzejicf B
nutno vylouditi, se zjednd konecny vzorec independentnf

(n—1),—1, 1, 0, ..., 0
(”_1)2—‘1: (n_'3)1) 1, M) 0

Bon = (n—1);—1, (n_3)2) (n_js)la se 0 , (10)

(1)1, (—3)p—t, (—B)as -+ oy (n—2—1),

kde? jest determinant slozen podobné, jako u vzorce (5).
I bude tedy vSeobecné

| ngz)) = [2K(@)]* — (n— 2), [2K (@)~ + (n— 3), [2K ()]~

— (0 — 4)3 [2ZK(@)]*" 4 (n — D)y [ZK@)]*—* —... (11

kteryZto vzorec opét i pro sudé i pro liché n platf; zdroven
pak jest poslednf soudinitel, jako v pipadé piredchédzejicim,
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bud +1 nebo +=n, podlé toho, znaéf-li se piislu$nd pifpona
¢fslem lichfym nebo sudym.
Uvédzime-li konecné, Ze

6% g—it

e . .
g =tisinw,

S(ix) =

obdrz{me z poslednfho vzorce p¥imo

Slﬂ nx

Sinm = (2 cos 2)*1 — (n — 2),(2 cos )" 2 - (n — 3),(2 cos x)" 5

—(m—4), 2cosx) "4+ (n—D5), Reosax)y*—. .., (12)

coz platf i pro sudé i pro liché hodnoty cisla n.*)

*) I zde mo¥nd uziti formy determinantni, jelikoZ se pfiméfenym obra-
tem obdrzi

2cos2z, 1, 0, ..., 0
. 1, 2cosx, 1, ..., 0
sinnw __ 0
e — (?, ?, 2008, ..., : ’
0, 0, 0, ceey 2cC08®

kdeZ determinant jest stupné (» — 1)ho. Kdybychom jej rozlozili
v soutet determinanti dvou, kladouce na prvnim misté
2cos x—=cos « -} cos ,

obdrZeli bychom z ného znidmou relaci

sinnx __ sin (n — 1)@

sinz ~  sine
anebo zavedeme-li oznaceni

n—1ax=y, tedy nza—==x-ty,
v obvyklej§im tvaru
sin (x 4 y) = sin 2 cos y - cos = sin y,

¢imZ i sprdvnost obou vzorch jest dotvrzena.

Koneéné budiZ tu jesté poznamendno, Ze piimé vydisleni de-
terminantu pfedchdzejiciho, uZije-li se vzorce (21), uvefejnéného
v pojednénf: Studnitka ,Piispévek k nauce o zlomcich Fetézovych
aneb fetézcich* Casop. pro péstov. math. a fys. Ro&. IIL pag. 69.
jest nanejvy§ jednoduchym a poskytuje piimo vzorec (12), nalei
mozn4 z poslednf relace urciti taktés
sin (» -+ 1)z — cos « sin nx

sin =
a i 8 této strany pfijiti ke vzorci (7), jehoZ koéfficienty se podlé
toho sklddaj{ z koéfficienth vzorce (12), coZz jest obdobou podoby
vzorci (5) a (10).

.cos z 4 cos (n — 1)z,

CoS nx —
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