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O stanoveni soucinitell v mocninném rozvoji
funkee ¢ (s).
Sdili M. Lerch v Brné.

Funkce R (w, s) definovand prvkem

-3 1
R(w) 3)—%(10_._!_7))3 )

konvergentnim pro hodnoty s, jich% redlnd ‘st prevySuje jed-
notku, dd se vyjddriti tvarem

1 1
(s—l)ws—1+2_w‘
r v—1 By [s + 20 — 2 1
+ =D 121)( -;v—-l )W+%(w, 9, ()

kde zbytek je ddn integrdlem (B.» znaéi Bernoulliova &fsla)

——_1__ 7 — WX S—1 1 1 1
“""‘r(s)ofe ” d”(l e = 2

iy P w’v—l).

R (w, s) =

=1 (22)!

Tento integral konverguje, jakmile Real. s > — 2p°— 1, a tudfz
podivd souasné identita (1) roziifeni oblasti funkce R pro-
ménné s, kterd dle toho md vlastnost, ze rozdil

1
R (w, S) —_ ;—:
je celistvd transcendenta. Pii tom se omezujeme na hodnoty w
redlné a kladné.
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Vzorec (1) neni nic jiného neZ zvlaStni piipad zndmého
vzorce vedoucfho k Eulero Maclaurinovu vzorci summaénimu. *)

»Riemannovu* funkei ¢ (s)

tis) =3 2

=k
lze pséti

EG) = 2’—+R(n, 8)

a ocenf-li se pro velikd » hodnota R (n, s) pomoci vzorce (1)
s vynechédnim zbytku w,, mime

1
g(s)—f’—’f{ %"‘(—1)”8—1"’?1{8
Brfs+2w—2y 1

Eer BT e

Tato limita je stejnomérné kouvergentnf v kaZdé konelné C4sti
komplexni roviny (s), a dle zndmé véty Weierstrassovy obdrzi
se derivace jeji derivovdnim vyrazu za znamenim limity, také

pro derivace na misté s —1, odette-li se dfive na obou stra-

. 1
nich vyraz o

Klademe-li tedy
1 _ @ m e t\m
§(3)—s—_—1—20(—1) o7 & — L%
obdrzime dle (2)

n=—awo

. n—1 1 . m 1 m
tn = lim { o tog b g (log ) ®

g Qogny™ 2 (o),

kde

2uner 2 —1 ns—1

*) Srov. nade Daldi studie v oboru Malmsténovskych fad, kap. II,
& 2, str. 24 az 27. (Rozpravy &eské. Akademie cisafe Frantidka Josefa
pro védy, slovesnost a uméni, tfida Il., roé. III,, & 28, 1894).
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Znamenédme-li pak obecné (raciondlni &fslo)

m (S+Hu—1\__
(P T )= @
bude

" s+20—2\ 1
D [( 2 — 1 )F]

n

=z (—l)m—“(ﬁ)'(log n)"= (e, 2v —1)

o=0

a tak se objevi

P
1) =5 g X

By E‘(— 1)“( )(logn)"‘"“(a, 2v—1),
t. j. po obriceni pofddku séitzini

Tu (=3 (— 1)a( ) (log mym—2 % (— 1y—1 22" (@, 2 — 1),

] (5)
Konvergence limity (3) je tim rychlejsf, &im vétsf jest tislo p,
ale pro velkd p tfeba nicmén& vziti pfimétend velikd x, aby
sblizeni bylo uspokojivé; uzitetn&jsi jest védsti, jak velikého
sblizeni se docflf pfi pomérné malych hodnotdch » a p; tu
moZno ukézatl, %e na pf. pro p =4, » =25, 6,... docilime
jiz hodnot na vice ne% osm mist spravnych. '

=1 Qun2v

Ponévadz
lim @ (n) = 0,
platf jiz
en=lim "= L (log Ky + = (log nym — —2— (log mym+1
T rme i1 K (tog +2n g m 41 gn }’

3
ale piftomnost @, (#) ve vzorci (3) &inf jej prdvé cennym
u pfirovndni se vzorcem (39), ktery je ¢isté platonickym.

Jesté zdloubavéji konverguje limita vznikajicf vynechdnfm
¢lenu
tim L9

n=® 2n

kterou podal Stieltjes*).

*) Correspondance d'Hermite et de Stieltjes, publiée par les soins
de B. Baillaud et H. Bourget. Paris 1905, Str. 151 a nésl.
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Aby se vypodet dal uskutelniti, tfeba je§t& zndti &isla
(m, u), definovand vzorcem (4). Ta se mohou urtiti oviem
piimo, ale je pohodiné vyjadfiti je jako soutinitele jistych fad.

Rovnici (4) mozno psiti

S
(”23 f") =(— l)u Ds-—l( @ )’
a odtud mdme pro

Ln== 3 (m, )z (6)

=0

vyraz
Ln= D;"_l 3 (— D)= (_ S) xv = D7 log (1 — 2)~5,

L _[=lg @ —a

t. j. == )
Odtud vychdzi vztah rekurrentni

A=) Loy @ = (m+1) [ L @) dz. ®
Méme pak postupné ’

© x? x| xt
L, =2:xu l—2x)L, == +‘—£-—|——+———|—...
L = + 12 22 4 12 2% + 285 24 + 24 2% - 2% 28
+ 2% 2"+ ...
L,_x”+2x3+2”x“+3‘ x® 4 422 x°+5;3x7+...
L=z} 23 2% +4’x5+6‘m°+8120 4.,
L,_ac“—l-?m:'i + 58 2% 497 +
Li=2*+1 x“-{-”x’—l—.
L, = z°® 4 4x" +.
Dle toho znéji vzorce (5) pro prvnf hodnoty
B_s_ 137

o, (n)_lognz(—l"‘1 By —[B' By 1

2vne2r

. ) .Bv
— 2 v y—1
(Ds.(n) = (log n)* 3 (— 1) Son®
. B, .
- 2log n[2 "—-47:!4 O -"_6):‘i W — 8n48 2i+ - ]

B, _,_i. B4 ]
"‘[4”4"2' LB+ s b — ..
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Dalifho zjednoduseni vysledku se docili zavedenim oznaleni

Ta —wfl (=g ;,. (@ 2 — 1), 9)
%=%—w+% R
=gt B e gt
T, = — 2@-44-346-6 59-3%-4-...
T=— 4n4+%f 8%62%‘8-—!-...
T__3é98—9§£‘§+...

T == g+

Ts_—4§%g+

T, ‘s—}-.

Vzorec (5) se pak pise
¢moo==<wgnynTo—-(T)(wgnw-l11—+(Z)(wgnw—21;

—(’g) (log m)"=3 T, + . .. o)

Rozhodneme-li se pro jisté », na pf. » =10, vypoiteme veskerd
T», natez se s indexem s, méni jen exponmenty u log n a sou-
Cinitelé binomidlni.
Volime-li #» = 10, moZno upraviti vypotet takto:
Potitdme postupné &leny

B _10—= B _ 10 B __ 10—°
miT 12 dn* 7 12 ' 6mfT12.21°
B, 10

T T T 212
coZ odpovidd volbé p — 4 a ddvd 11 neb 12 mifst.
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Takto vypotteme pro » = 10
T,= 000083 25039 26

T, = 000083 18146 05
T, = — 000000 16521 28
T; = — 000000 08168 04
11426 3649
T, = Joiz ’ T, =101’
167 42
.Ts = —F)‘IT_, T., = -—--lT)—m.

Vzorec (3) pak ddvé sbliZenou hodnotu (» = 10)

R | S | n _ (log n)™+1
Cm _—‘é‘_k_ (log L) +% (log "’) - m + 1 + dj”‘)

@o= 1T, (og ny* — ( ’;‘) T, (log ny™ (10)
+ (’;‘) T, (log m)™=* — ... 4 (= 1)" T,

Hodnota ¢, je zndma, totiz t. zv. ¢fslo Eulerovo a Maschero-
“niovo (na 8 mist redukované)

¢, = 057721566.
Pro hodnoty ¢» (v =1, ...4) jsem vypodetl, uzivaje hodnot

pfirozenych logarithmi ¢fsel od 2 do 10 omezenjch na osm
mist, nédsledujici ¢isla

¢, = — 00728158
¢, = — 0:0096904
¢ = 00020538
¢, = 00023254

Tyto vysledky shoduji se s-&fsly, jez slozitym zpiisobem ziskal
J. P. Gram (Akad. Kodaiskd, kvéten 1895) na Sestndct mist.
Dle ného jest
e _2_4_
' 41— 10
tedy sblizené o
¢4 = — 0:000210.
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Ze mocninny rozvoj funkei ¢ (s) a R (w, s) podle s — 1
je stile kenvergentni, plyne z toho, Ze

1
B (w, ) — -5
je celistvd transcendenta. Dikaz ustaviéné konvergence Fady
@ G
>y — R m
> )™,

v nfiz koefficienty definovdny limitnim vzorcem

"5t (log k) (log m)ym+1
(k—l k m -1 )’

by mél pro theorii funkce ¢ (s) vyznam teprve v piipadé,. kdy-
by z jiného pramene bylo zndmo, Ze tyto konstanty c. jsou

Cn = lim

n=—w

derivace funkce ¢ (s) — s—i——l na misté s=1; beze zjisténi

tohoto fakta nemd tato konvergenéni otdzka vibec ceny. Ostatné
je sporno, je-li moZno vésti fddny dikaz této konvergence pro-
sttedky podstatné Jednoduséiml neZ jsou ony, jez zjistuji ana-
lytickou povahu funkce ¢ (s). Uvahy, jez jsou této otdzce véno-
védny na str. 33. ro¢. 39. tohoto Casopisu, piisluiny dikaz ne-
poddvaji, jsouce zaloZeny na mylném pfedpokladu.

Funkce
(log )™
P (@) ="—
m4 derivaci '
¥ (1) = —— 2= (log 2,

a tedy ¢ (z) roste pro 1 =< z << em, klesd pak od x = e™ po-
tinaje; jeji maximum obhndsi

9 (=) = (%)’".

= Gog B _ [log (r + 1]+

v pipad® m =5, r=19 obnddf — 31723 a neni obsaZen

Rozdil
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v mezich
(log 2+t (log 2 _ (log DH
T m 41 2 m4+1"
jak by mél dle dvah na u. m. podanych.

Jiny prosttedek pro vypolet funkce § (s) a jejich derivact
podivd znidmd identita Eulerova

1}.iocva:" =,,§o dve, . = :c)"'*‘l )
v nfZ . .
de, =41 — ¢,, A%, = dc, 41 — dc,,
Tato platf pro dosti mald =, a pravd strana Casto divd propa-
gaci funkce za obor plvodni konvergence.
Zejména pro
= w0
Tt YT
bude fada na pravé strané konvergentni pro z=— — 1, ¢imz
vychdzi pro funkei : :
—3 =1y
P00 = 2wt vy
TOZV0j

f(w,s)_z(—l) ”231:, dw=1, w=>0. (11)

O tomto snadno se ukédZe, Ze konverguje v celé roving kom-
plexni proménné s. Pro w =1 to ddvd

@ ¢ AV W—5)—
£ = 50(— 1y G e, 12)
kde
fo=32"=a -2 (12"
Znéme-li koefﬁclenty v fadé
N 4 A4,
fA406)=4, — Ala—}-ﬁ—!’;az—? e3+.. .

obdrzime odtud snadno koefficienty pro funkei
ta4o=EED

2—-0'
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Pro veli¢iny 4, pak nim (12) pod4

R L | (log w)"
A= 3= 1y g L }

’
Jw=1

tyto fady vSak konverguji sice absolutné, ale pifli§ zvolna, a
nejsou v praxi potfebny Mizeme viak provésti rozklad

ro=E g

+ (=D (9,
coz vzhledem k (11) pod{wé
A,,(log n)

n—1 (log k)" ®
— 3 (— k—1 /7 — -1y (— 1 v
PG i R GV AC)!

Qv+1
kteryzto vzorec je zpisobily k Eiselnému potitdni, - zvolfme-li
na pf. » = 15.

Poznamenejme zvldste, ze dle zndmych vlastnost{ funkce
¢ plyne z (121

Ay =1log 2, — A, =log 2 (C — } log 2) = 0°159868889,
kde
C=—I"(1) = 067721566

je konstanta Eulerova.

Rovnice (12) lze wuziti k ¢iselnému politéni; na p¥. pro
s =0 mime jiz du— =0, a tedy

FO =4, to={% =_1,

1 1 1 -1
feD=g—g=3 sn=D = L
f(—2)=—;——% -22__0 £ (—2)=0.

Je zndmo a lze velmi jednoduchymi prostfedky ukdzati
Ze obecné § (— 2rn) = 0, coz zde d4va identitu

2n
3 (— 1)v- v 19 =0,
=0

déile jest B
E(=2n+ D=(—1" g,
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coz davd ve spojeni s (12) pro &islo Bernouilliovo B,

n—1
(— g @n — =3 (— 1y

Qv+l

Av lﬂn—l.

Méme tak zndmou vétu z theorie &fsel, Ze vyrazy

Ln=(— Ly 20 @ — 122

jsou tisla celistvi,

Zn

2n—1
L, =— 50(_ 1)y 2%—v—1gv 121,

odkudz vidime, %e pro kmenny modul p
L,=1L, 2 (mod. p),

jak se v m,ebmcich slozitéjsimi prostfedky ukazuje.
Na pi. p = 5 davs

L2k+n = Ln.
a tedy
sz = 2, L2k+1 =1 (mOd. 5.)
Hodnoty
B=3% By=35 Bi=15n Bi=g;
davaji
Ly=-1 L,=2 L,=—16, L,=16.

Pro p = 7 méme
Lyyn= L., tedy L,=0L, (mod. 17.);
skutednd jest '
L,— L =16.17+41
délitelno 7. Pro p = 3 vychduf
L,+1=0 (mod. 3.).

17.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T13:59:57+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




