Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Ladislav Bene§
Poznamka k asteroidickému problému tii t€les

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 43 (1914), No. 5, 531--539

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109215

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1914

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109215
http://project.dml.cz

531

astroidy a druhd kruhu (o, 1), jest spojnice bodu » se stfedem
pfepony f#g normdlou kiivky R, tak Ze lze téz jeji teénu v bods
sestrojiti.

Pozndmka k asteroidickému problému tri téles.
Napsal Ladislav Benes.

Asteroidicky problém tif téles — dvé hmoty koneiné ve-
likosti na koncfch téZe spojnice konstantni délky otileji se
v kruZnicfch kol spole¢ného t&zité v jisté pevmné roviné a pii-
tahuji nekoneéné malé téleso v téZe roviné se nachdzejici —
jest zevieobecnénim problému, kdy obé& kone¢nd télesa jsou pevna.
Tento jednoduchy problém d4 se pfevésti na kvadratury, a uéinil
tak nejprve Euler. Upottebi se pfi tom s vyhodou elliptickych
soufadnic, to jest soustavy konfokdlnich ellips a hyperbol, jejichz
spoleénymi ohnisky jsou obé kone¢né hmoty. Zavedl jsem také
do asteroidického 'problému elliptické soufadnice. a doufim, Ze
rovnice, které zde podivdm, nebudou bez zajimavosti.

Nechf vzddlenost konednych hmot m, a m, (m, = I,
my = my, = 1) jest rovna 2¢ = 1, potom jsou vzdélenosti t&chto
hmot od spolegného t82i8t& v poméru m, : 1. Nechf jsou dile
& a 7 pravotihlé soufadnice tfeti hmoty s vzhledem k osdm
prochizejicim t&ziitém obou hmot m, a m,, z nichZ osa £ leii
stile ve spojnici m,m, a &td se kladnd od leva na pravo ve
sméru m,m, ; kladnd ¢4st osy 7 lezf od kladné &dsti osy & o 90°
ve sméru rotace obou koneénych téles — ve sméru protivném
pohybu rutitek hodinovych. Jsou-li = a y pravoihlé soufadnice
télesa m vzhledem k podobnym osdm, av8ak prochdzejicim pi-
lictm bodem spojnice m,m,, platf potom

_ 11—m __, 1 -
x—g__é_l—{—m,_g 2k)y‘_'17'

Volime jednotku tasu tak, Zze gravitaini konstanta jest rovna 1;
thlovd rychlost otdfeni konelnych téles jest ndsledkem toho
ddna vzorcem

n=\TF m,

34*
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Zivé sfla t8lesa m v soufadnicich & a 7 jest:
=im £ 4 9 + 20 (&' — &) + n® (&* 4 9¥)];
v soufadnicich x a y:
T'=3m[z + y? + 2n (zy' — x'y) + nky' + n* (a* + y?)
+ ntka 4 n%k%?],
a funkce silové: '

m mm, m mm,

U= ——
Vy*+(ac+c)‘-‘+\/y*+(x—c)" & &

Kone¢né zavedeme elliptické soufadnice pomoei vzorcd :

xQ yﬁ _ xg ! y2 _
ata—a=b Etaza=1
kdez 4 =1} (o, + ¢,), tak Ze A =c a ¢% = 2%?
p=7 (0 — ) lu| =c¢  cyt=(A%—c? (c2—p?.

Snadnymi vypoéty dostaneme z toho:

x’g + y’g — (12 _ M,Q)Ii 142 + Mln ]
. 12 —_ 62 CQ —_ ‘uz

n____!ﬁ 12 — o2

[4
myl -_ :x:'y —_ yﬂ.‘ Vm — )-.!4' ’————62 — ‘l,l,g
o Fyt=2At 4 pt—ct =i+ e=4i—p

Vyjadfen_a‘fv soufadnicich 4, u, bude potom Zivd sfla:

- 1 1 o e X }il‘j ”'12
T'= m{(}. — )[12_02 +-,

—u'2
+ ‘Zn [yl’ V m -_ l‘u’ m

T __ 2 72 2
oo\ — e <]

02_"2

SRR R
a funkce silové ‘

U= [ m) 2 — (L —m) 4]
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Tyto vzorce umoziiuji ndm nynf psiti rovnice pohybové
ve tvaru kanonickém. Zavedeme dle obvyklého oznaéovdni

— 2 —_ _?_1_‘ _ﬂ'
G =4 @=un pl—mn pz_—'()y"

Také jiz nebudeme psdti faktor m, jenz pfedstavoval velmi
malou hmotu, jeZto jim miZeme na obou strandch rovnic pohy-
bovych kratiti. .

Nisledkem toho jest :

A2 ‘ ' c? — 5
P, _—lg—"z 4 n(n + k) —%
12 — 2

2.——62
i na+ka -

Kanonické rovnice pohybove télesa nekoneéné malého jsou
proto:

Dy = 2

do, oM dp, _ OB
dt —op’ dt — 0y,
dg, __oH dp, _ _0H
dt op,” dat — bq,'

H Jest tak zvand funkce Hamlltonova, a jest H T,—T, -,
kdez T,, resp. T, znai ¢leny stupné druhého, resp. nulltého
vzhledem ku A4’ a u’ ve vyrazu pro zivou sflu 7. Vyjddi-li se
2 a u' pomoci p, a p, dle nahote udanych vzorcd a dosadf do
vyrazu pro H, dostane se:

1
H =3 q—){(‘h - 02)[171 — 2pn \/q Q2 (9«2 + k(h)
17

+ n’ (99 + kq,)* ]

+ (2 —ad) [pz + 2pyn QI _ 2 (‘h ~+ %q,)
b) 9 — 2

+m 8 2(q.+kq,)]

-1
— g — D[t o} — ¢t ey | — U= uwren
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Presvédtime se viak snadno vypoftem, Ze viechny <&leny
v tomto vyrazu pro H nezdvisici od p, a p, (vyjma vyraz U)
se znané zjednodudi; soutet viech téchto ¢lend jest roven nulle.
Upravime-li je§td vyraz pro H a polozime-li.
U 1A )
T g * T 0g,’
dostaneme partiellni differencidlni rovnici, jejiz feSeni dle Jaco-
biho theorému jest equivalentni s feSenim hofentho systému
rovnic kanonickych. Tato part. dif. rovnice md tvar:

(q_f—‘){(q )(391 2

—2nV(g} — A (2 - 93) (92 -+ k91 — (% + 92)
99,

2 o\ —_ — ]
NG qa(a%) |~ v=1, )
kdeZ L jest konstanta. '

Polozime-li v této rovnici n = 0, t. j. gravitaini konstanta
jest rovna nulle, dostaneme zndmou rovnici pro problém jiz
zminény, kdy ob& konetnd télesa jsou pevna kterouzto rovnici
mozno bezprostfedné fesiti.

Pro kanonické rovnice dostaneme nésledujici vyrazy:

g, __ 1 2 2
—n (g2 + %q)) V(g1 — ¢%) (¢* — 3)]

= = B

+ e+ +) V@ — ) @ — )] @
W — — Wt + Nip, + Popy — M} + By
ap,

= (Myp? + Ncﬂ: + Pop, — Myp; + Ry),
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kdeZ znati: .
¢t —q; 9; —¢®
= ’ M”':";_o'
1 Qf‘—q; 9 SR — Qa5
n le2 — q
M:—W{(‘h Q)(Q2+kQI)q1V-_12—cz

+ [k (97 — Q1) — 2(9y + #9,) q,] V(’h — ¢ (?— 92)}
_ 91 - :
N +'(_q—"_—2—)§' {((ll ‘lz) (22 + L%) s q;
= [t — o) + 2(g + k) Gl V@t — A (F— D)}
— n 2 ___ 2 /02 —q;
Pi=+ ol — ) i o V=S
+ 0@ —ad) — 2 (@ + %) 6, 1Vig? — e (c* — 1)}

Py=— @?——nTz)E @ —ad) (@ + ) g, &:-;E

— [k (2 — ¢3) + 2 (¢, + %)) 0,] V(@7 — ¢ ¢ — D}

1 2
@ 1@ — ¢d) (1 + m,)

—2 [(1 +my) g — (1 — ma) %] 91}
h=~4 g 2), {@—a—
—2[(1 + my) ¢ — (1 —my) ¢,] 92}.-

Z téchto kanonickych rovmic moZno odvoditi Jje&t&. nésle-
dujfcf kombinace, které, kdyby se podafilo rovnice Fesiti, byly
by kontrolou vypottu:

(0 + bg) 2B 4 W+ k) S22

B =—

== [+ k) € —adoy + (00 + ) (@ — ) 2]

a ddle kombinaci

M2 % —M, %,
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kterdz vypottena dd:

d
(97 — ¢ 9, "'ﬁ' - (¢ —13) 4 p2

1 E— .
=5 n V(@ — D) — ) {[k(E— e q
9 — ¢

— (C’ — @)l H k(e —qD g — (@ — ¢ @u]p, }
91 : [((11 +(”) 22 ¢! +”’2)— ('12 +LQ) h (1 — m, )]

Predpokléde]me nynf, %e nekonetnd malé t&leso své rela-
tivnf polohy vzbledem k ob&ma koneinym télesim po veskeru
dobu trvini pohybu neméni, &ili Ze jeho relativni rychlost jest
rovna nulle. Tato moZnost jest zndma z Lagrangeovych piesnych
feSeni problému tff téles a z Hillovy prédce o kfivkdch relativni
nullové rychlosti. V libovolném takovém bod& nullové relativnf
- rychlosti jest tedy ¢, = konst, ¢, = konst. Dle rovnic (2) musf
také p, = konst, p, = konst, a jest dle téchto rovnic

b, —"(’h‘l"]“h)\// — -p Po=—n(q +L92)\/q' Q
2

Aviak p, a p, museJi soutasnd vyhovovati rovnici (1),
kdez bylo polozeno
oW _owW
3 P T g
Dosazenfm téchto hodnot do rovnice (1) dostane se: .

n® (47 — ¢%) (0 + £9y)* + n% (¢® — q3) (93 + %q))*
+2h (g2 — @)+ 2[(L+m)) 9 - (L — my) ] =0.  (3)
Tato rovnice podéva novy zpisob, jakjm mo#no sestrojiti
Hillovy kiivky relativni nullové rychlosti, je-li ddna konstanta

h. P tom v3ak nutno miti na zfeteli, Ze q, a g, museJi vyho-
vovati podminkém

P =

: ) Q1=c; IQ2I=\C° (4)

L Provedeme zde diskussi pro pét zdkladnich bodd, tak
zvanych libratnich center, jestlize m, — m, = 1. V tomto pif-
padé jest :
1—m,

k= 14m,

=0, nt=14m="2
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Rovnice (3, jest potom:

(i—eMg+C—@ % +20+r@i—e)=0. ()

Dle podminek (4) moZno vyhovéti rovnici (5) jen tehdy,
je'li B < 0; bude miti proto % jisté negativni maximum, Pokl4-
ddme-li 7 za funkei veli¢in ¢, a ¢,, musf toto maximum spliio-
M _ % _

29, 9¢,

Dle rovnice (5) tyto podminky jsou:

(91 — 43) (497 — 2¢%%, + 2) — (9 — c¢f + 29)) 29,

- (c'z - (13) Q§ . 291 - Oa
(11 — 43) (2¢°q, — 443) + (¢* — @) 43 - 24,
+ 91— ¢ 91 + 20,129, = 0.

Z druhé z téchto rovmic plyne, Ze g9, — O a dosazenim
této hodnoty do prvni rovnice dostane se 9} — 1 =10. Z rov-
nice (5) potom pii ¢, = 1, ¢, = O jest urtena maximélni hod-
nota pro h —= — 1*. Jeito ¢, = 0 znalf osu z =0 a ¢, = 4
=1=2¢c =13 (o; + 0o), jest o, = ¢, = 2¢. Tim dostanou se
dva body (nad a pod osou y = 0), které tvoii se zdkladnou
mymy, = 2¢ dva rovnostranné trojihelniky. Body tyto se nazy-
vaji libraini centra.

Dle podminek (4) soudili bychom podobné, Ze v rovnici (3)
. musi nutnd % << 0. Poznali bychom viak jako dfive, Ze maxi-
mélni hodnota pro % dostane se pro ¢, =1, ¢, = 0. Zavedenim
téchto hodnot do rovmice (3) dostane se vieobecny vyraz pro
hmar pro libovolnou hmotu m, =< 1. Tento vyraz jest:

vati podminky

2 max = — 3 (1 + my) + —1-7”1151— (6)
2

Jestlize 2 co do absolutni hodnoty jest velmi velké, tu dle
rovnice (B) bud ¢, a ¢, se mdlo od sebe lidf, obé& jsou blizké
hodnoté ¢, nebo jest ¢, velmi velké, V prvém piipadé sestivd
kfivka Hillova ze dvou uzavienych od kruZnice se madlo lisfcich
ktivek kol hmot m, a m,, v druhém piipadé z podobné aviak
jediné kfivky, ktersd obklopuje ob& hmoty. Pi vzristajicim A
splynou koneénd ob& kiivky v jedinou a maji na ose y =0
dvojndsobny bod. Pro bod ten plat{ proto ¢, = ¢ a mimo to
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musi differencidlni kvotient rovnice (5) dle ¢, rovnati se nulle.
Tomu jest tak pro ¢, = 0 a z toho s — — 4. Bod tento lezi
uprostied mezi hmotami m, a m,, jak se musilo ostatné dle
symmetrie otekdvati, a jest tfetim libratnim centrem. Rovnice
oné kiivky s dvojndsobnym bodem v elliptickych soufadnicich
jest tedy

(0 — el +(*—ad) 5+ 20 —4 (1 —9)=0.
Zsroveii viak jest to rovnice kfivky, kterd obklopuje obé&
hmoty zevné ve v&tii vzdalenosti od politku soufadnic. Prise-

tiky téchto kiivek s osou y = O dostanou se, polozi-li se do
hofeni rovnice g, = ¢, tedy plati

¢ — (44 ¢ + 2, + 42 =0

Pribliznd fedeni této rovnice jsou ¢, = 0'9, ¢, = 3. Prii-
setfk zevni kiivky s osou z = O dostane se, polozi-li se ¢, =0,
to jest plati:

¢ — (4 4g +2=0.

Piiblizné FeSeni jest ¢, = 1'8.

Pri daldfm vzriistu A vzniknou opét dvé od sebe oddélené
kiivky, které viak obé télesa soulasné obklopuji, kone¢né viak
také ptejdou jedna ve drubou, tak Ze maji dva dvojndsobné body
na ose y = 0. (Viz na pi.: Charlier, Die Mechanik des Himmels,
IL. sv. pag. 117.) Pro tyto body plati ¢, = ¢ a dif. kvotient
rovnice () dle ¢, musf byti roven nulle. Tedy

95 — (¢ — h) q} + 29, — he* =0, 29 —(c®*— D) q, + 1 =0.

Vyloutenim % z téchto rovnic dostane se rovnice

Q% — 2¢%% — @ 4 ¢*q, — 2 =0,
jejiz jeding piipustny koten se ptiblizné rovnd ¢, — 1'2. Timto
dostanou se na ose y = O dva body, které jsou dalsimi dvéma
libra¢nimi eentry. Dosazenim za ¢, = 12 do obou hotfenich
rovnic dostane se pro / ptibliznd hodnota 2 — -— 3-5. Rovnice
této kiivky tedy jest
@ — D+ (—a) 05+ 20 — 3D (i1 — ) =0.

Rovnice (5) poskytuje vieobecnou rovnici Hillovych kfivek

relativnf nullové rychlosti pro my;, — m,; konstanta 7 nesmf
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viak prekrotiti maximalni hodnotu hper = — 2 = — 2'75. Pro
libovoinou hmotu =, = 1 plati rovnice (3) a (6). Rovnice (3)
nazyva se také Jacobiho integrdl asteroidického problému tii
téles; pro rychlosti obecné jest jim rovnice (1), kde nutno do-
saditi za p, a p, obecné hodnoty.

0.plose kardioidicko-Sroubové.
Napsal Viadimir Masek, assistent teské techniky v Brna.
(Dokonéeni.) -

Dospéli jsme  ku konstrukei uﬁikursalnych cirkuldrnych
kiivek 3. fddu piimo z teten i bodd dotyku. Je-li ddna zdkladni
kruznice % nad primérem AB (obr. 6.) a myslime-li si kardi-

Obr. 6.

oidu s co tdpatnici této kruznice pro pél A, mizeme rozdgliti
kiivky, které nadf konstrukef pro riizné polohy pélu O dosta-
neme, v ndsledujici skupiny:

o) Nachédzi-li se pél O uvnitk kardioidy s, dostaneme’
k¥ivky s redlnym dvojnym bodem. Pro:polohu pélu O, dostali
jsme trisekénf k¥ivku Mac-Laurinovu. Stotozni-li se pél O se
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