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(Pokracovéni.)

O separaci kofent rovnice algebraické
dle realnych casti korenit a o dikaze fundamen-
talni véty algebry.
Napsal K. Petr.
(Dokonéeni.)

2. Dfiive jesté neZ pfistoupime k vySetfeni, za jakych
- podmfinek p¥i zmé&n& proménné & se v fadé (9) méni polet zmén
znaménkovych, vyjadiime si' virazy Ci, ¢ pomoci souliniteli
4;. Nejprve lze (, a ¢, psdti v disledku jiz zavedeného ozna-
tenf (pro k=1, 2,...m) ve tvaru '
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a jest platuy pro né tedy tento rekurentnf vztah
Si+ ASii+ A8 g+ ... A0iSy = Ayis1 i=0,1,2 ...

ve kterémz ta A, jichz index prevysuje 2m, jest klasti, rovna
nulle. Determinant pro C. se zjednodasi, ptiéteme-li ku 7-tému
sloupci sloupec prvni ndsobeny A4, , sloupec druhy nésobeny
Asi—sy ... a sloupec (¢ — 1)-ty ndsobeny A,, potom uZijjeme
- rekurentnfho vztahu a kone¢né proviadime obdobnou transfor-
maci s Fddky (ku j-tému Fddku ptiditdme prvy nédsobeny
A j.2, druby ndsobeny A,i_, at. d.). Dostaneme tak novy deter-
minant pro Cyx o elementech %;;, jeZ jsou ddny vyrazem

Wij = Asiyoj—s— Ay Asiysjs+ Ay Avigajs—...... + Agia Asj_s.

Jelikoz determinant novy jest rovnéz symetricky (U;=2U;), lze
v této relaci poklddati ¢ =j7.*) Podobné se transformuji deter-
minanty pro ci; tam se pii¢itd ku ¢tému sloupci sloupec druhy
nasobény A,:_,, pak sloupec tfeti ndsobeny Ay ... a rovnéz
tak jest tomu pfi fadeich. Tu dostaneme determinant o elemen-
mentech a;;, rovnéz symmetricky (a;; = a;;) a elementy jeho jsou
dény vztahem (pro 1= j a pfi ¢ a j rizném od jedné)

Qjj = A2i+2j-—5"‘ 4, A2i+2j—6 -+ AnAzn 97 ™ + a0 — AinsBzi— 2
Asm—
a,=— —;14"—— , Qi =5 = Agi_3.
2m

Jest patrné pHi i >1, 1> 1
0ij == Wi, j— Aoi—gAsj—n:

Jsou tedy C), C,,... Cn T€SP. Cm, Cm—1, - . . ¢, ddny jako
fady hlavnich subdeterminanti v determinantech symetrickyeh

Q,I-n) 9[12: R e ) — Oyyy —Qiay + o Qim
Wiy Aoy . . . A — Qgyy—Qgqy « - — G2 ‘

219 %2 2m resp. 21 20 " m Asm (ll)
Wnm1s ?Imz ‘?Imm —0m1y—0m>y « « — Qmm

a sice, oznatime-li hlavni subdeterminant obsahujicf fddky a
sloupee o indexech r,, 7y, ... 7 A(ry, 7y ... 74) TESP. A (ry,
7y, ... 7x) dle toho, b&%i-li o prvy resp. druby determinant,

*) Viz citované pojednani »O symmetrickych soustavach &isele, kde
tato transformace ob3irngji jest vyloZena.
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miizeme fadu (9) pséati ve tvaru
1, A1), A1.2),..., AL,2,...m)=a(1,2,...m) Aom,
0(1,2,...,1”—1)143”,.. y a(lb)Agm:Agm_y, A.Qm.

Clenu Cn = ¢» = A (1,2, ... m) Fikati budeme stiedni ¢len fady;
¢lenové 1 a Ay, jsou krajnimi Eleny fady, ostatni ¢leny budeme
nazyvati vnitinimi Cleny. Pro fadu tuto miZeme ze zndmych
vlastnosti determinanti symmetrickych vysloviti ihned vétu:
Vymizi-li n8ktery vnitini ¢len fady pro jistou hodnotu, kterou
dime proménné & a jsou-li leny sousedni s timto ¢lenem od
nully rizné, maji ty sousedni ¢leny protivnd znaménka.

(12)

Iv.

Vyfetfujme nyni, jak se méni pofet zmén znaménkovych
v fadé (9) resp. v fadé (12) — coZ jest totéz —, kdyz £ roste.
Zména v poltu zmén znaménkovych nastati miZe patrné jenom
tehdy, kdyz & prochdzi hodnotou £, pro niZ néktery nebo né-
kolik z ¢lenti fady v dvahu brané stdvd se rovno nulle. Tako-
vych hodnot &, a vibec nullovych bodé vyrazi A (r,,r,,.... ri),
a(ry, 7y ...7c) jest jenom koneény polet. Zvolime si kladné
tislo & tak, aby v intervalu (£, —e, & —¢) neleZel jiz Zadny
nullovy bod hlavnich subdeterminanti determinanti (12). .

1. Budi nejprve A (1, 2,...m)=a (1, 2, ..m) Agm pro, =—§&
od nully rizno a rovnés tak A,.. Pak jest & nullovym bodem
jednoho nebo nékolika vnitfnich élend nasf fady. Jsou-li ¢lenové
fady sousedici s témi, jez pro &=— £, stdvaji se nullou, rizny
od nully, neztrdci se a také neziskdvd se pii prichodu £ hod-
notou £, Z4dn4 zména znaménkovd, jak plyne ihned z véty
v odstavci pfedch. ke konci uvedené. Aviak ani tenkrdte, kdyz
&, jest nullovym bodem n&kolika po sob& jdoucich ¢lenti vniti-
nich, neméni se pii priichodu hodnotou £, potet zmén znamén-
kovych. Nechf ku p¥. nékolik ¢lend po sob& jdoucich z prvni
polovice fady dané

1, AQ), AW, 2), ..., AL, 2,...m) (»)

Jsou rovny pro ¢=¢§, nulle (prvy &len jakoZ i posledni — tento
v disledku ¢inéného predpokladu — jsou riizny od nully). Vy-

-
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znatujme hodnotu, jiz dostdvime, kdyZz za & dosazujems &, do
A(1) tim, ze pfipojime index & ku A(1) pigice A (1) )¢, @ Ob-
dobné p¥i jinych funkeich. Vhodnym vybérem &isel r,,ry,..., i
mezi tisly 1, 2,...m lze (dle zndmé véty Gundelfingerovy) se-
strojiti fadu hlavn(ch subdeterminanti

1, A (rl)eo, ﬂ(rn 7".')50’ v A(ry, rey ... 1',,,)50 )

- tak, Ze dva sousedni &lenové této Fady nejsou ziroveit rovny O
(posledni ¢len v ¥ad& (¢) shoduje se s poslednim &lenem v fadé

(p) pfi £ =§, a jsou oba soutasné od nully riizny). Nasledkem
toho jest v faddch

1, A )gy—o A (riy g —er e ooy Ary, gy o oo rm)g —es (7)
1, A(r)g,te A(ry, 7;2)5"0—{—” cony Alrpry, ... Tm)g,de 'S

stejny potet zmén znaménkovych (dle prdavé provedené uvahy).
Ale potty zmén znaménkovych v téchto faddch shoduji se dle
zndmych v&t o determinantech symmetrickych s poéty Zmén zna-
ménkovych v Faddch

I AWg, —e, 91(1,2150__6, con A2, L om)g e (D)
1, m(1)£0+6, b (1,2)50_{_5, ..y 91(1,2, e 112)50+8 ('lt)

nebot &lenové Fad (v), (s), (¢), (u) jsou vesmés od nully rizny
dle ptedpokladu. Tim jest dokdzdno tvrzenf, Ze i kdyz pro

= ¢, né&kolik tlend sousednich soutasné stivd se rovno nulle,
nemén{ se pii priechodi proméuné & hodnotou &, potet zmén
znaménkovych v fad® (12); nebof obdobnou avahu lze provésti

stejné i pro druhou polovici fady (12).

Diisledek. V uvaze predchdzejici jest obsazen dikaz funda-
mentdlni véty algebry, a to dikaz algebraicky. Ze kazdd rov-
nice stupné lichého md kofen jeden (redlny), se predpoklddd ja-
kozto od jinud zndmé, rovnéz se predpokladd, Ze kazdd rovnice
drubého stupnd m4 kofen, a postali tudiz dokazati, Zze kazda
rovnice stupné sudého mé kofen. Pripustme tedy, Ze existuje
rovnice stupné 2m nemajici kdfene, pii ¢emz rovnice stupné m
a stupiii niz&fch kofen maji (a maji jich vibec tolik, kolik ob-
ndif jich stupei). Sestrojme pro tuto rovnici fadu (12); v nf
pro Z4dné & nebude ¢len posledni roven nulle (nébof rovnice

L3
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nem4 kofen redlny), avSak nebude i ¢len prostfedni roveii nulle
pro z4dné & Nebot pak by polynomy

FEFD+IE—n S CE+D—/E= )

proto uréité & mély spoletnou miru (jiz bychom dostali Eukli-
dovym algoritmem), hodnoty # Cinfci spoletnou tu mfru rovnou
nulle (a jez dle pfedpokladu existuji) by byly takové, Ze by ty
oba polynomy a tedy i f(§-+7), f(§ —n) — kde & % jest to .
urtité ¢ a k nému naznalenym zpisobem stanovené u — byly
rovny nulle. Neméni tedy Fada (12), kdyz £.se ménf, pocet
zmén znaménkovych, avSak hned od poéatku vime, ze pii pie-
chodu od —oo do -+ oo se v fadé (12) ztrati 2m zmén zna-
ménkovych. Neni tedy mozno, aby byla rovnice stupné 2m ne-
majici kofene, maji-li rovnice stupné » a nizstho kofen. Jelikoz
rovnice stupid 1, 2, 3 maji kofen, maji kofen i rovnice stupiii
4, 6 a tedy'i stupfii 8, 10, 12 a tudiz i 14, 16,...24 a t. d.

2. Ptipustime nyni hodnoty %,, pro které A (1, 2,...m),
resp. - stavaji se rovny nulle. Aviak u¢inime nejprve nékteré
omezujici pfedpoklady.

Prvni pfedpoklad, ktery zavedeme, bude, Ze rovnice dand
nemd ‘kofend mnohondsobnych. K tomu jest nutno a postatitelno,
aby t diskriminant dané rovmice mnebyl rovnj nulle. T. j. jest
k tomu nutno a postatitelno, aby byla splnéna jistd podminka
mezi koefficienty dané rovnice, jiZ budeme psiti ve tvaru

R, (ay, gy . . . () F= 0. (%)

Druhy pfedpoklad bude, Ze rovmice pro poloviéni soutty
kofend, t.j. rovnice A (1, 2,...m) =0, nemd (felime-li ji dle &)
kofeni mnohondsobnych. To ndm d& druhou podminku tvaru

R, (@, ayy oo am)=F0. ()

Ttetim predpokladem budeme pozadovati, aby pro Zz4dné
€., pro které A (1, 2,...m) =0, rovnice g (X)=0 (felena dle
X, pii temZ se zérovei klade & —¢§,) neméla kofendi mnohona-"
sobnych. Rovnice ¢ (X) =0 md jenom pro takovd & kofeny
mnohondsobné v X, pro kterd diskriminant té rovnice, jenz jest
jistym polynomem v &, jest rovaym nulle. Postati (a jest nutno)
ke splnéni tfettho pfedpokladu pozadovati, aby resultant vyrazu

T
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A(1,2,...m) a tohoto diskriminantu nebyl rovn§ nulle; te
ndm d4 treti podminku

R, (a5, a9, . .. a2m)F0 (v)

splnitelnou, neni-li oviem Ry identicky, t. j. pro kazdé a,,
gy « « . @am, TOVDO mulle. Ze R, neni identicky rovno nulle,
snadno zjistime, uvaZujeme-li nékterou specidlni rovnici; po-
"lozme ku pf. @, = ,==...= @sm_ = 0 & a5, = 0. Pak jde v pod-
statd o to vysetfltl, zda tfi rovnice

(E—l—n) 4+ (¢ — )™ 4 200m =0,
—[(é +9" = (=™ =0,
R ) R ™ =0

-

maji pfi vhodné volb& pro & spoletné feSeni v 7. (Eliminaci
X —n* z prvé a druhé rovnice dostivime v tomto specielnim
piipadd A (1,2, ... m); elimivaci z prvé a tfeti ndsleduje diskri-
minant rovnice prvé, t. j.-rovnice g (X) tohoto specielnfho pfi-
padu.) AvSak posledni dvé rovnice mohou miti spoletny kofen
toliko » =0 pro § = 0; neZ pro =0, § = 0 neni splnéna pfi
asm =+ 0 rovnice prvd. Z té piitiny jest R, pro e, —a,—=...=—
= ayw—1=0 8 a.,F0 rizno od nully a neni tedy identicky
Tovno nulle.

Prochédzi-li £ rostouc hodnotou £,, pro niZ A, =7 ({) jest
_rovno nulle, pak, ponévadz predchazejici tlen v-fadé (12):t. j.
Aoma=f (3), jest dle prvého predpokladu od nully rdzny,
ubude po pfechodu tomto na konci fady (12) jedna zména zna-
‘ménkovd (jak obecnd jest zndmo z dikazu véty Sturmovy).
Jestlize v¥ak jest &, polovitnim souttem dvou kofend rovnice
dané, ku pf. kofeni e,. a,, pak mnohotleny g (X), & (X), maji
spoletnou miru, jez jest v disledku druhého pfedpokladu (x)
stupnd prvého, tedy tvaru X — &n, a piisluiné ¢islo @, (odst.
I1.) 2 jenom toto jedno z tsel O jest rowvno nulle pro to &.
PHi tom jest &, &tverec polovxéniho rozdilu obou kofenid «;, a,,
takZe jest

“1=§o+vz;’ %-“—éo*\/!:-

Jé-)i Em kiadné, jsou oba kofeny e«,, @, redlné, je-li . zdporné,
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jsou oba kofeny komplexné sdruzené; nulle pak &, byti rovno
nemize v disledku prvého pfedpokladu ().

Jelikoz 6, =0, redukuje se dle rovnice (4) Dn_,(X)
na vyraz

Dpa(X)=6,0,,...0,_, . (X —eu)[1,2,...,m—1]
a tedy .
Cna=(1,2,,. m—1)= 0,60, ,,.__,[l 2,..m—1F
m=a(1,2,. m——l)'———O@ Ona(1,2,...,m — 1%y,

Tato ¢isla jsou v disledku ttetiho predpokladu od nully riizna
a maji protivnd znaménka, je-li &, =0, t.j. je-li & rovno polo-
vitnfmu souttu redlnych kofendi; stejnd pak znaménka maji,
Jestlize £, jest rovno poloviénimu soudtu dvou komplexn& sdru-
zenych kofend. ‘

Jestlize tedy & prochdzi (za danych 3 pfedpokladd) nul-
lovym bodem & vyrazm A(1,2, ..m), neméni se pfechodem
timto podet zmén znaménkovych, jeli £, soultem poloviénim
dvou redlnych kofenii; je-li vSak £, poloviénim souétem dvou
komplexné sdruzenych kofend, zménf se v disledku tohoto pri-
chedu potet zmén znaménkov;’mh o 2 jednotky.

AvSak ménf-li se £ od —oo do - oo rostouc, ztrati se
bshem této zmény celkem 2m zmén znaménkovych. M4-li viak
toto ¢fslo byti dosazeno, musi se pii ka?dém priichodu hodnotou
&, rovnou poloviénimu souétu dvou komplexué sdruienych koteni
ztratity dvé zmény znaménkové.

Mizeme tudiz vysloviti vétu: V rovnici alqebrawké stupné
n=2m )

z? 4 a,x"! + a,x""’ 4.z 4+ a,=0 O3]
jest v Fadé |
LA, A@Q,2),..., AL2,...m)=a(l,2,...m)4,...

’ A1) An=4uy, 4. (12)

lolik amén znaménkovijch, kolik ta rovmice md korend, jiché
redlnd édst jest vétsi nei & Pri tom se pfedpoklddd, Ze £ jest
takové hodnota, Ze v fad® pravé napsané ahi %A(1,2,..., m),
ani A,, ani dva po sobd jdouci ¢lenové fady nejsou rovny nulle,
a déale, Ze soutinitelé rovnice dané hovi podminkdm svrchu vy-
jidfenym nerovninami (1), (u), {»).

7#
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_ 3. Aviak nerovniny (4), (), (+) nejsou nezbytny k platnosti
véty pravé dokdzané. Budiz «\”, a{”,...«’” systém hodnot, pro
které jest splnéna jedna anebo i vice z rovnic

‘R (a(o“' w))_o ?R (a«» (0)):0, R, (a(o» .. (o))__o

1)
pak lze zvoliti ¢tisla 4al”, du“’ .. a tak, ze

Auio’[—f—lduio)[—}—...—]—[AaLO)|<6,
kde & jest jisté &slo kladné libovolnd malé, a, Ze zdrovei,
klademe-li
a,=u"4 40, a,= a0+ a0, ... a0 ;= a‘°’+Au‘°’
jsou vesmés spinény nerovniny (4), (v), (»).
Radu (12) pro rovnici
o+ T P8 P =0 (4,)

vyznatme takto -

1, A1)y, AL, 2y - (12,)
Budtez ¢leny této fady takové, Ze dva po sob& jdouci nejsou
soutasné rovny nulle, a zaroven, ze U (1, 2, ... m), (4a), jsou

razny od nully Pak zvolime-li si 0 dosti malé budou — jelikoz
A, 2,...40,a,2...%k) A, jsou spojité funkee koefficientd
dy, gy« ..y, -— Cleny tady (12) stejnolehlé k tém élendin Fady
(12,), jez jsou rizny od nully, rovnéz rizny od nully a téhoz
znaménka. Tudiz obé Fady (12) a (12,) maji stejny polet zmén
zhaménkovych. -

Zgroveit viak jest patrno, ponévadz A(L,2,...m),a(dn)
jsou rizny od nully, Zze rovnice (4,) nems koi‘enu , jichZ redlnd
cast jest rovna £. Je-li tedy o dosti malé, ma rovnice (4) stejny
potet kofend, jichZ redlnd st jest vétSi nez &, jako rovnice
(Ao, nebot i kofeny rovnice (4) jsou spojité funkce koefficientit
@y U, - - \ )

. Odtud ndsleduje ihned, Ze véta svrchu vyslovend jest platna
i pro takové rovmice, pro néz Jedna nebo nékolik z podminek
().), (s), (») neni splnéno.

Pozndmha. Ze, prochdzi-li ¢ rostouc nullovym bodem &,
vyrazu A(1, 2,...m), se ztriceji, jeli £ rovne poloviénimu
‘souttu - dvou komplexné sdruzenjch kofend, v fade (12) dvé
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zmény znaménkové, a dile, Z%e se neméni p¥i tomto priichodu
potet zmén znaménkovych, je-li ., rovno poloviénimu soultu
redlnych kofent, lze dokdzati také pifmo a to bliz&im vySetfo-
vanim ¢lend sousedicich s A (1,2,...m). K vili struénosti vsak
toto Setfeni tu neuvadim, '

V.

-Ke konci uvedu jesté nékolik vét z &dsti bez dikazu, jez
lze snadno odvoditi jako disledky ivah piedchdzejicich odstavci.
Véta 1. Rovnice

@+ a2 gt L g1z 4 a, =0
a rovnice
R P s S Pl S + A(a, 2"t 4 azzn-3 4 ....)=0

maji, je-li A kladné, etefm/ podcet korenu, jiché redlna Cédst jest
Eladnd.

Pocet kofeni o kladnych realnych ¢astich rovnice prvé do-
staneme pH » sudém pomoei fad (12), klademe-li v nich prosté
Ap=ay ; aviak velitiny Ui, aix jsou pak vesmés linedrni homo-
gennf vyrazy v koefficientech a; 8 lichymi indexy. Odtud tvrzenf
ihned ndsleduje oviem pouze pro » sudé, aviak neni nesnadno
je roziifiti i pro » liché (ku pf. pomoci daldf véty 2.). - Véta
jest platna i tenkrite, kdyz nékohk tlend fady (12) po sobé
jdoucfch jest rovmo nulle. _ )

Je-li 2 zdporné. maji ob& rovnice véty 1. dohohromady
n kofenl, jichz redlnd &ast jest kladnd, politd-li se joSué
k tém kofentim kazdy kofen, jehoz redlnd &dst Jest rovna rulle
s véhou 3.

Véta 2. Rovnice lichého stupné (pii a, %O) '

x"+a A Y s TP +ay=0

md lolik korend s realm Cdsti kladnou, kolik rovmice stupné
0 jednu mensiho

a1 +(———a + a,0,) 27~ ’—I—az"‘3+(—as+a4al)m"‘4+
az™ 4.4 (- GaF a1 @) 2+ 021 =0

md téch kofentd, je-li un—y s an stejného znaménka. Neni-l1i
v$ak @,_1 S an stejného emaménka (t. j. je-li bud @,—, Znam.
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protivného znaménku &isla a, aneb a,—, rovno nulle pii a,=0)
md proni z téchto rovnic o jeden koFen s redini édsti kladnou
vice neé rovnice druhd.

Véta 3. Rovnice sudého stupné
" 4 a " 4. +a,,::0.

md tolik korenti s redlni ddsti kladnou, kolik rovnice stupnr‘
"o jednu menstho

2 (= 1y agm) @' 22 (e a) e+

an-—l

—Lxrs Ll +~_x+a,,al._0

md téch korentd, je-li a, kladné. Je-lz a, gdporné, md pront
rovnice o jeden koren s redlni édsti kladnou vice mes rovnice
druhd.

Jak by v této vétd bylo lze dociliti zjednoduSeni pouzitim
~ véty 1. (tim, Ze by se odstranily zlomky v rovnici druhé). jest
. na snadé. RovnéZ jest patrny vyznam véty 2. a 3. pro prakticky
vypodet pottu kofend, jichZ redlnd ¢dst jest kladnd. Nebylo by
nesnadno odvoditi tyto véty pomoci véty Cauchovy v Gvodu
citované.

0 isogonalném zobrazeni étyi thetafunkei Jacobiho,
jichZ modul jest ¢islo ryze imaginarni.

Napsal K. Dusl.

Z trigonometrickych rozvoji &ttyt Jacobiho thetafunkei
plyne bezprostfedns, Ze thetafunkee, jickd modul jest &islo ryze
tmagindrné, tedy v==1¢ (pfi CemZ musi ¢ > 0, aby thetafady
konvergovaly) maji pro redlné hodnoty argumentu pribéh ve-
skrze redlny, takze lze jo graficky zndzorniti. P tom sta®f vy-
Setfit! dvé z téchto thetafunkei, jezto jest, jak znémo, pro kazdé
v: @)= (v + 1), &, (v) =9, (v+}). Zndzornime-li (za
pomoci ndkolika v&t z elementdrni theorie funkef elliptickfch)*)

#) Krause-Naetsch: ,Theorie der elliptischen Funktionen®. Lipsko.
1912. Str. 64 a nésl. '
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