Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Karel Rychlik
O kvadratickych télesech ¢iselnych [II.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 50 (1921), No. 2-3, 177--190

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109176

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1921

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109176
http://project.dml.cz

Ptiloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 kvadratickych télesech éiselnych

Dr. Karel Rychlik.
(Dokonéeni.)

§ 8. Cislo celé, délitelnost jednotky a éislo associované

vzhledem k p v télese éisel racionalnych
4
Kazdé Cislo raciondlné a lze psiti ve tvaru a :%T, P,

kdez p je racionilné prvodislo, ', a” jsou &sla celd nedélitelnd
p, r tislo celé; r nazyvd se #ddem Cisla a vzhledem k p; polo-
#me | a |, = p~.*) Je li » =0, nazyvd se éislo a celé vzhledem
k p; pak | @ |, = 1. lhned pak je patrna platnost véty: Z ra-
ciondlnych &isel a,1/a (a == 0) jest aspoil jedno celé (). Véta
tato pro celistvost v obydejném slova smyslu neplati. Cislo celé
(») lze psiti ve tvaru a —a/a”. kdez a, a” jsou &sla celd
(v obyt. slova smyslu) «' nenf délitelno p. I lze ihned dok4-
zati, Ze soudet, rozdil a spuéin dvou éi-el celjjch (v)-a, = a,/a,",
&, = a,/a,” je zase éislo celé p. Jest totiz

a,a,)" +a,"a, a, a,
a, ¥ a3 = - a gl r 4 a3 = a.Ta.m?
1 Qg 1 Yy

pti lemz ¢&itatelé jsou Efsla celd, jmenovatelé tfsla celd neddli-
telnd p.

. . ’
Jeli ve zndzornéni &fsla a:Z—T,p', r=0,tj|al,=1,

dostivame &fsla celd (p), jichz pfevratnd hodnota je zase &fslo
celé (p): ta nazveme jednotkumi (p). Soudin a podil dvou jed-
notek (p) je zase jednotka (p). I lze vyjddFiti kazdé &fslo racio-
nélné a ve tvaru a — pre, kdez e je jednotkou (p).

*) Misto »vzhledem k p< budeme psati kritce »(p)<.
: ) 12
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Zavedeme nyni pojem délitelnost: (p) pro &fsla celd (p) a,
b= 0; a je délitelno (p) b, je-li a/b &islo celé (p). Tu pak plati
véty: Je-li cislo a celé (p) délitelno (p) éislem b==0 celym (p),
b délitelno (p) éislem ¢ celym (p), je a délitelno (p)ec. Jsou-li
éisla celd (p) a, b délitelna (p) Cislem d celym (p), je a £ b
délitelno (p) éislem d. KaZdé éislo celé (p) je patrné délitelno
(p) viems jedmotkami.

' Dvé tisla raciondlnd a, b, jichz podil je jednotka (p), na-
zveme spolu associovanymi (p), coz oznmatime a~ b (p). I plati
vatahy: a~a (p); 2 a~b (p) plyne b~a (p); 2 a~b (p),
b~c (p) plyne a~c (); ¥ a,~b, (p), ay~ by (v) plyne a, o
~b; by (D) ayfa, ~b,[by (p).

Cislo celé (v obylejném slova smyslu) je celé vzhledem
ku vSem prvocislim a téz opak plati.

& 9. Cisla cela, déliteinost, jednotky, éisla associovana vzhie-
dem k p v télese kvadrarickém.

Cfslo « z t8lesa kradratického 12 (\/m) je celé (p), je-li ko-
tenem rovnice druhého stupné z* + a, 2+ ¢, == 0, kdez a,, a,
jsou &fsla racionalnd celd (p). Je tedy « téz koienem rovnice
tvaru b, 2® 4 b, « + b, = 0, kdez b,, b,, b, jsou iisla celd ra-
ciondlna, b, nedélitelné p. Tuto rovnici Ize uvésti ve tvar (b, z)*
—~+ by by (by 2) 4 b2 b, = O, z tehoz plyne, Ze b, « = B je &islo
celé z kvadratického télesa (v oby¢. slova smyslu). ZLze tedy
éislo celé (p) z R (\\'m) vyjddriti jako podil éisla celého 2 R i\/m)
a raciondlného éisla celého mnedélitelného p. Té%z opak plati:
Podil éisla celého z R (\/m) a &isla raciondlného celého nedé-
litelného p, je éislo eelé (p).

Kazdé éislo y z R (\/m) lze vyjddFiti jako podil dvow
éisel celych (p), dokonce lze pak za jmenovatele zvoliti mocnost p.
Vyjadtime-li totiz y jako podil &fsla celého g a celého raciondl-
ného b, y = B/b, b = p* e, kdez e nénf délitelno p, je y = «/p",
pii ¢emz x—p/e je tislo celé (p).

Cislo celé z R (\'m) v obylejném slova smyslu je celé
vzhledem ke vsem prvolislim a naopak, je-li &slo z R (\/m)
celé vzhledem ke viem prvotislim, je to celé Uslo z R (\m)
v oby¢. sloya smyslu. _—



179

Zase plati véta: Cislo « celé (p) & kvadratického télesa,
které je raciondlné, je raciordlné éislo celé (p). PoloZme ¢ = /b,
kdez (8 je celé ¢islo v oby&ejném slova smyslu z 2 (\'m) a b
raciondlné celé &fislo nedélitelné p. Jezto « je raciondlné je téz
» B = b raciondlné. Je tedy 3, jakozto Cislo raciondlné a zdroven
celé z R (\/m) v obyt. slova smyslu, raciondlné celé fslo a
a = /b pak skutetné celé (p).

Soulet, rozdil a soucin dvou éisel w,, a, celyjch (p) 2 R (Vm)
je zase Cislo celé (p).

Vyjddteme o = 8,/b,, @, = Bo/b,, kdez g,, B, jsou &isla
celd z R(\/m) a b, b, tisla celd raciondlnd neddlitelnd p. I bude

a, *a,= Bibs lbzbi—éﬁli, a0, = %, z tehoZ tvrzeni ihned vy-
105 b,y
plyva. ’

Cislo « celé (p) je délitelno (p) Cslem § == 0 celym (p),
je-li «/ tslo celé (p). Pro délitelnost (p) plati véty obdobné
jako pro délitelnost v obycejném slova smyslu (str. H6).

Podobné bude & jednotkou (p) ¢islo z télesa kvadratického,
je-li 1/e &slo celé (p), Platf véty obdobné s onémi pro jednotky

v oby¢. slova smyslu (str. 56).

Cislo celé (p) z télesa R (\'m) je jednotkou (p) tehdy a
jen tehdy, je-1i jeho morma jednotkou (p). Dikaz obdobny jako
pro jednotky v obylejném slova smyslu (str. 56, 57).

Zase nazveme dvé ¢isla a, ¢ z 12 (\/m), jichz podil je jed-
notka (p) spolu associovangmi (p), ¢~ fB(p), jeli jich podil
jednotka (p); plati v&ty obdobné s onémi na str. 57, 58).

§ 10. Base télesa kvadratického vzhledem k p.

Basi (p) nazveme dvojici &isel linedrné neodvislych o,, o,
kterd md tu vlastnost, Ze ¢isla celd (;) daji se zndzorniti ve
tvaru ao, + ho, 8 koeficienty a, b reaciondlnymi celymi (p). Lze-
snadno dokdzati vétu: '

Base télesa R(\/m) v obydejném slova smyslu je také
basi ().

Je-li ,. w, bast R (\/n) v obydejném slova smyslu, jsou
jisté &isla tvaru aw, + bw,, kdez a, b jsou tisla raciondlnd

12*
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celd (P), Usla z R(\m) cels (p). Je-li pak « ifslo celé (p), lze
je zndzorniti ve tvaru «/c, kdez « je celé z R{\m) & c racio-
ndlné celé (ob& v obyt. slova smyslu) nedslitelné p. @ lze znd-
z0Tniti ve tvarn e« =—aw, 4 bw,, kdez a, b jsou &fsla racionslni
celd, tak %8 « = aw, + bw,, kdez u = c/c, b = b/c jsou &isla
raciondlnd jisté celd (p).

Zndme-li jednu basi (p), v,, w,, lze kaidou jinou 0@,, oy
vyjddriti pomoct §i ve tvaru 1.) o, ==¢,,®,4 ¢ 30y, W¢=¢;,0,+
+ey,0,, kded koeﬁcienty jsou éisla raciondind celd (p) a deter-

‘11 12

minant C—l Jje jednotka (p).

2! 23

Jezto @,, w, je base (p), je D(w,, ©,) F=0. Md-li byti
)y, @, té% base, musi byti rovnéz D(wl, w,) =0 a musi byti
mozno vyjddienf w, = ¢,, 0, + ¢,,0,, @, = ¢y, + c“w,, kdez
koeficienty jsou celé (p). Jich determinant oznatme C. I bude
D (0, 0g)= (D (w,, @,), D (@, @) = C*D (@, »,) & odtud
(3Ct=1, CC==1 a jeito C, C jsou &fsla celd (p), musi byti
(. jednotkou (p). Podminka ta je také dostaujici. Z 1.) plyne
o, = 0,39, — €130y, Co, =— ¢y 0,+ ¢,, 0y, pii Eemz C je jed-
notka (p), tak Ze w,, o, je vyjidieno pomoci ©,, w, zase
s koeficienty celymi (p).

Z té okolnosti, Ze determinant C je jednotka (p), plyne,
ze pro viechny base.(p) mé diskriminant tyZz rad (p).

Za basi (p) 1ze dle véty na prede§lé strance zvoliti tsla
', @ tvofcf basi v obytejném slova smyslu.

Lze v8ak snadno nahlédnouti, Ze v pfipadé m= I (mod 4),
p liché, je basi téz 1, \/m, ponévadz mezi dvojicf 1, \/m a 1,
jsou vztahy 1 =1, @ =14 1Ym; 1=1, \/m:—_—-2 + 20,
kdez koeficienty pro p liché jsou celé (p). Je tedy base (p)
vzdy , Vm _vyjma piipad m =L (mod 4) p =2, kdy je bast (p)

3 (L4 Vm). .

§ 11. Nejvétsi spoleéna mira dvou éisel celych vzhledam kp
v télese kvadratickém.
Neni-li a délitelno B ani B délitelno o vzhledem k p, je .
<« t 8 délitelno a 4 B vzhledem k p.
Uvazujme podfl @/f. Ani podil ten ani jeho pfevratnd hod-
nota neni &slo celé (p). Z toho plyne, Ze to meni ifslo racio-
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ndlné. (Viz str. 177.) Necht je «/f kofenem rovnice kvadratické
8 raciondlnymi koeficienty az® 4tz + ¢=0. O &slech a, b, ¢ 1ze
ptedpoklddati, Ze jsou to ¢isla celd nesoud&lnd. JeZzto /3 neni
celé (p), je koeficient « délitelny p. B/ je kofenem rovnice kvadra-
tické cx?+ bz 4+ a=0 a jeito to neni celé &islo vzhledem k z, je
nutné ¢ délitelno p. b pak nesmi byti délitelno p : jest to jednotka (p).
jeztoa i ¢ jsou délitelny p, b nenf délitelno p, neni a— b - ¢ délitelno

\ a
o : « B .
»: je to jednotka (p). UvaZujme podil — — =—=———_. Rovnici,
at+p @
TR

jiz vyhovuje, dostaneme z rovnice ax® 4 bz -+ ¢ = 0 pro «/B,
klademe-li z / (x + 1) = u, tedy 2 = » / (1 — u). Rovnice ta
tedy jeau? + 0 (1 —w)u+t+c(l—w)?=(@— b+ c)u?+
+ (0 —2)u+4¢c=0. JeZto u« — b + ¢ je jednotka (p), je

e /(¢ 4 p) celé (p). Podil - _‘5;_ ﬂ: p 1 je kofenem rov-
—+1
5t

nice, kterou z rovnice pro «/3 dostaneme, klademe-li 1/ (xz
+ 1) =w, t.j. 2=(1 —v) [/ v. Rovnice ta je a (1 — v)* 4
+b(1l—v)+ =@ —b+c)v*+b—2a)v +a=0
a z nf je zase patrno, Ze 8 / (@ -+ B) je tislo celé (p). _

Jsou-li déna dvé &sla «, 8 celd (p) z R(\/m), nazjvi se
jejich nejvétsi spoleénou mérou (p) tislo celé (p), které md tyto
vlastnosti: 1. je spoleénfm dglitelem (p) sel o, B, 2 kazdy .
spoletny délitel (p) » Csel @, # je délitelem 6 vzhledem k p.

Takové nejvétsi spol. mira (p) v télese R(\'m) vidy eksi-
stuje a je uréena v podstaté jednosmadné, t. j. viechmna Eisla
celd o vlastnostech 1. a 2. jsou spolw associovdma (p).

Jeli « délitelno (p) B, je nejvétsi spoleénou mérou (p)
tisel o, p tislo 8 a podobné, je-li g délitelno (p) «, je ji @.
Nent-li o délitelno (p) §, ani g délitelno «, je jich nejvétsf spo-
letnou mérou (p) « + B. Vlastnost 1. je dle véty predeslé
splnéna, vlastnost 2. je ihned patrnd. Ze nejvétsi spoletnd mira
i{p) je uriena v podstaté jednoznaéné plyne ze 2. Dejme tomu,
ze bychom méli dvé ¢fsla spliiujief 2., J, a J,. Dle 2. musi



182

pak byti ¢, délitelno (p) &, a téZ naopak, t. j. iisla 0, a d,
musi byti pak associovina (p).

§ 12. Rozklad éisel z kvadratického télesa v prvoéinitele
vzhledem k p.

. Nazveme cislem nerozloZitelnym (p) slo zz celé (p), které
neni jednotkou (p), a je délitelno (p) pouze samo sebou a jed-
notkami (p). Kazdé ¢islo celé (p) bud je s = nesoudélné (p)
nebo je m délitelno. :

Dokdzeme si, ze, uvazujeme-li v télese kvadratickém deli-
telnost (p), mé ¢islo meroslozitelné (p) m vlastnost prvocdisla.
Je-li souéin dvou Gisel «, B celych (p) délitelny (p) =, je asposi
jeden z éinitelt o, B délitelny (p) .

Dejme tomu, Ze neni o délitelno (p) #. Pak jsou &isla
o, = nesoudélnd (p). = mizZe byti délitelno (p) « jen jeli «
jednotkou (p). Pak plyne z toho, Ze «p je délitelno (p) =, Ze
téz [ je deélitelno (p) .- Nenfli « jednotka (p), nenf ani «
délitelno (p) #, ani » délitelno (p) «, je tedy e« 4 = nejvétsi
spoleénou mérou (p) &isel o, #; jeZto jsou to Cisla nesoudélnd
(p)- je « + 7 = ¢ jednotka (p). I bude e 4 3z = &8 a jeito
af3 je dé&litelno (p) m, plyne z toho, Ze g je délitelno (p) ~.
Z toho je platnost véty vyslovené ihned patrna. Dile je jasno,
ze plati véta: Je-li soudin prvocisel (p) =,, my...7r délitelny (p)
prvodislem (p) m, je m associovino (p) aspon s jednim z Eini-
telti my, nyy ... 7k

Kazdé éislo celé (p) 2 R(\'m) je bud jednotka (p) neb
prvocislo (p) neb soucéin koneéného poétu prvodisel (p).

Cisla celd o normé& jednotkové (p) (¥idu O vzhledem k p)
jsou patrné jednotky (p). Aby byla véta -dokdzdna, stati tedy
diikaz, Ze z platnosti jeji pro &islo celé (p) s normou Fadu <<m
vzhledem k p, plyne platnost pro &fslo « celé (p) s normou
t4du m vzhledem k p. Je-li « nerozlozitelné (p), je to dokdzano.
- Je-li e« rozlozitelné, ¢« =gy, | Ng|,>1 |Ng|,> 1, pak
Na = N3Ny, | Np|p <|Nalp, | Ny |, <| Nal,. Maji tedy
g i y normy fddu << m vzhledem k p, i plati o nich dle p¥ed-
pokladu véta vyslovend. Tim pak platnost jejf dokdzdna obecné.



183

Rozklad éisla celého (p) v prvodinitele (p) lze provésts
v podstaté jednoznainé, pokldddme-li takové dva rozklady ea
v podstaté stejné, w nichi 1. zménén jen povddel cinitelu,
2. CGinitelé nahragent isly s nimi asseciovanymi (p).

Dejme tomu, Ze bychom pro ¢islo celé « méli dva roz-
klady v prvotinitele (p) « = =7, .. .7 == 0,0, . .. 01 Soutin
prvocisel (p) =7, ...mc je délitelny g,, je tedy aspoi jedem
z prvoéinitell s,, 7, ... n: associovdn (p) s g¢,. Nechf je na pf.
7, ~ ¢, (p). Pak mym, ... ~ 0,0, ... 01 (p). Podobnou uvahou
bychom seznali, ze ¢, je associovéno (p) aspoil s jednim z prve-
¢initell =, ... 7y, na pi. s 7, tak Ze by pak 7,7, ... 7~ 0,0, ... 01
at. d.

Norma kazdého prvocisla (p) z R(Vm) je &islo celé (p)
délitelné p. Z toho plyne, Ze prvoéisla (p) z R(\Vm) jsow déli-
telé (p) raciondlného prvoéisla p. Je-li rozklad p v R(\m
v prvolinitele (p) » = n;#, ... 7;, musi byti pro normy j;* =
= | Nayp [ Nag[p - - [ Nayp & Jeli | Nag ), =pfh, ...
| N7y |, = pft, musi byti f, + /o + ...+ fi = 2. Cisla celd
kladud £y, f,, - ../ jsou stupné prvoiisel resp. =, @, ... n.
I musi byti bud f, =1, /, =1 neb f, = 2.

V ptipadé f, = 2 zlstiva p v R(Ym) prvotislem (p).

V pifpadé f, =1, f, = 1 rozpadd se p v I (\m) v sou-
¢in dvou prvoéiniteli (p) =, =,. Je-li = libovolné prvotislo (p)
z R (\'m) (takZe = ~ 7, neb =, (p)), je také ¢islo sdruzené =
prvoéislo (p) a jeito | Nw i, =p je za' ~ p(p), takZe m je
associovano (p) s jednim z prvolisel (p) =,, mw,, ' s drubym.
Jsou dvé moZnosti: bud jsou v télese dvé prvoéisla (p) spolu
neassociovani (p), za néz pak lze zvoliti prvoéisla (p) spolu
sdruZend =, =, neb jsou vSechna prvoiisla (p) spolu associo-
vana (p), takie »' ~ a.

Mohou tedy celkem nastati tfi piipady:

1. V telese R(\m) jsou dvé prvoéisla (p) spolu associo-
vand (p) o norm& Fddu 1, za néz lze zvoliti ¢isla spolu sdru-
zend =, o', p~nn'(p), Nz =Na'~p (p). Kazdé tslo celé (p)
z R(\/m) lze psiti ve tvaru exka W kdez ¢ je jednotka (p), &

k' jsou raciondlng celd tisla == 0. Jeito kazdé ¢islo-z R (Vm)
je podilem dvou &isel celfch (p), jsou vsechna ifsla z R (Vm)

»
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dédna ve tvaru em*m't, kde% k, k' jsou tisla raciondlnd celd.
Z véty o podstatnd jednoznaéné rozloZitelnosti plyne, Ze pomoef
Jiného prvotfsla = ~ = (p) by bylo totéz &islo znézornéno v tvaru
enkn'¥, kdez ¢ je zase jednotka.

2. V télese R(\/m) jsou viechna prvodisla (p) spolu asso-
ciovdna (p), norma jich md Fad 1, p ~ =2 (p), o' ~ 7 (p),
Nz~ p(p). Cisla z R(\/m) lze zndzorniti ve tvarn en*, kdez &
je jednotka (p) a & raciondlné celé &islo. Pro &islo celé je k=0

3. Prvotislo racionilné p ziistdvd v R (Vm) prvotislem (p),
kazdé prvodislo (p) z R(\m) je s nim associovdno (p), normy
jich maji ¥ad 2. Cisla z R(\/m) lze psiti ve tvaru spt, kdez ¢
je jednotka (p), & celé &islo raciondlné, pro &isla celd pak £ =0.

V ptipadé 1. a 3. je raciondlné prvolislo p délitelno (p)
prvnf mocninou prvodisla (p) z R(\m): v ptipadé 2. druhou
mocninou. Proto v piipadé 1. a 3. nazyvd se prvodislo (p)
z K(\/m) prvodislem prveko #didu, v ptipads 2. druhého Fddu-

Konetnd lze snadno nahlédnouti, ze za prvotislo (p) =,
které je tislo celé (p) z R(\/m), lze voliti &islo celé z R(\/m)
v oby&ejném slova smyslu. Dle § 9. str. 178 lze poloziti = =n/e,
kdez = je celé ¢islo z R (\/m), e raciondlné celé &islo nedsli-
telné p. JeZto e je jednotka (p), je = = me prvoiislo (p), a je
to nad to &slo celé z K (\/m) (v obyt. slova smyslu).

Pro p liché lze prvoifslo (p) z R(\/m) voliti v tvaru
z 4 y\/m, kdez z, y jsou &sla raciondlnd celd. PH m=2, 3
(mod 4) plyne to z predeSlého, pti m =1 (mod 4), jeito base
(p) je 1,\/m, bude prvoifslo (p) tvaru z - y\/m, kdei =z, ¥

sou &fsla celd (p). I bude z+y\m _Z-H/ Vm

—, kdez z, ¥
jsou &fsla raciondlnd celd, e &fslo celé nedéhtelné p, tedy jed-
notka p. Pak bude z -+ yVm také prvotislem (p) z K(\/m).

§ 13. Stanoveni prvotisel (p) v télese kvadratickém.

Budeme se nejprve zabyvati prvodisly raciondlngmi p bi-
chymi. Bast (r) t8lesa je 1, \/m. Zjistime nejprve, kdy v R(\/m)
je p ~ * (p) (pHpad 2.), p¥i temz = = z + y\/m (=, y, &isla celd). Ze
vztahu 7% = 2® 4 my? + 2ry Vm ~p (p) je patrno, ze musi
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byti 2 4 my® i 2xy délitelno pw Aby bylo 2zy délitelno p,
musf byti bud x neb y délitelno p. Kdyby bylo y délitelno p,
pak by z té okolnosti, Ze z? -+ my® mé byti délitelno » plynulo,
%e té% x je délitelno p. Bylo by tedy = délitelno » a nemohlo
by byti #% ~ p,

UvaZujme piipad, Ze y neni délitelno p, je viak z dsli-
telno p. Aby bylo z? -} my® déliteluo p, musi byti m délitelno =,
Naopak, je-li m d8litelno p, je a=\m prvotislem (p) v

R(\m) a je skutetné n?=m ~ p, Nz =m ~ p (p). Tedy liché
prvoééslo raciondlné p rozpadd se v R (\'m) vzhledem k p
v étverec prvodisla (p) (je druhého Fddu) tehdy a jen tehdy,
je-li délitelem m.

Necht tedy dile p neni obsaZeno v m a ptejme se, kdy
p se rozpadne v soutin dvou riznych prvotisel (p), p ~ = n'
®), n=x 4y \Im, (2, y &isla celd, y == 0). Ze vatahu nn' =
=22 —y®m ~ p (p) je vidéti, Ze musi byti x'—mﬁ_o

(mod p), ( ) —m =0 (mod p) t. j. musi byti Feitelna kon-

gruence z2—m =0 (mod p). Naopak, je-li tato kongruence
TeSitelnd, existuje kofen r takovy, Ze #%2—m=]z0 (mod p?).
Je-1i totiz s kofen té kongruence takovy, ze s* — m = 0 (mod p?%),
bude, polozime-li r =s + §'p, s=7r — &' p, r2—m — 25'p, =0
(mod p?), tedy jisté r* —m =0 (mod p), zvolime-li viak s’
nedglitelné p, nebude r* — m délitelno p®. Klademe-li pak = =
=r+Vm, #'=r—\/m, bude 72’ =r*—m=0 (mod p)
=20 (mod p?), tedy skutetnd ==’ ~ p (p).

Pryoéislo raciondiné p neobsaZené v m rogpadd se v
R(\/m) v souéin dvou neassociovanijch prvoéisel (p), tehdy a jen
tehdy,, je-li Fesitelnd kongruence z*=m (mod p), t. j. je-li m
kvadratickym zbytkem (mod p). Zdstane tedy p prvoéislem (p)
v télese R (\/m), neni-li kongruence ta resitelnd, t. j. jeli m
- kvadratickym nezbytkem.

Obratme se nynt k prvoéislu 2. Je- 11 m =2 neb 3 (mod 4),
je basf (p) t&lesa R(\/m) zase 1, \'m. Pro m=2 (mod 4) je
2~at (2), a=\m, n' = ———\/h_zf» 7. Pro m=3 (mod 4) je
2~ n? (2), =14 \Im. Jest totiz na’' =1 —m~ 2 (2), ‘

P= T i e e

4
’
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(2) je celé &islo, je =/m’ celé &fslo, jehoZz norma je jednotka (2)
a tedy = ~ =" (2). '
Jeli m =1 (mod 4) je base (2) déna &sly 1, 1 (L4 \'m)
Rozezndvejme dva pifpady m=1 a 5 (mod 8). Pro m=1
(mod 8), t. j. m=1+4 8m' je 2 associovdno se soucinem dvon
prvoéisel_(?) neasociovanych spolu (2). Lze zroliti n =
36+Vm), 2 =106 —\Vm). Pak je na'=1(2%—m)=
=6—2m' =2 [1—2 (m' —1)]~2 (2), Z = 5+VT
_ M , n' 5 — Vm
2 — .
=14 V"i_ =1+ —7?- Jezto \/ m je jednotka (2) (norma
5 — Vm 4

Vm je totiz iednotka (2)), neni =/z’ celé &slo (2), takZe jistd
nenif w ~ 2’ (2).

Pro m=5 (mod 8), m=>5 -+ 8m' zistivda v R (\/;z)
2 prvodislem (2). Pro prvotislo . vzhledem k 2,
w=2z4+ 1 (1 +Vm y musi byti Noz=(z + 3p)* — I my*

délitelno 2, x2+xy:1—';"i y? =0 (mod 2) t. j. a®-+

Il

+ 2y —y%*=0 (mod 2). Té rovnici. Ize vyhovéti jen tak, Zze

=0, y=0 (wod 2). Musi tedy byti = délitelno 2(2), z éehoz
ihned plyne, ze 2 zistane v R (\/m) prvotislem (2). Celkem
vidime, Ze prvocisla druhého rddu jsou délitelé diskrimi-
nantu. d télesa.

§ 14. Divisory v tdlese kvadratickém.

Abychom mohli vyjddfiti pohodlng pravidla d8litelnosti
v kvadratickém telese R (\/m), zavedeme pojem divisord. Viem
prvotislim spolu associovanym (p) ptifadime jeden a tjz prvo-
divisor. Stupet a ¥4d onoho prvoéisla (p) bude téz stupném resp,
rddem prvodivisorw. Tak dostaneme pro kazdé prvoiislo racio-
nélné jeden nebo dva prvodivisory. Budeme pak uvazovati divi-
sory, vyrazy to z koneného poétu prvodivisord p, g, .. .7
utvofené b —= p* ¢! ...1», kdeZ %, [,... n jsou raciondlnd celd
Usla. Pro divisory budeme dofiinovati rovnost, soudin a podil
Zavedeme nejprve divisor jednotkovy j, pro ktery plati dj =
=id=0D, ?j=0; pP=¢ =...=1°=j. Jeli db=1ypkq
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.. v mizeme psdti t6z d =pk qf...vm8° ... t°, kdeZ 5”,.. . t°
jsou prvodivisory. Tak lze dosici, Ze ve vyrazech pro nékolik
divisord vyskytuji se tytéz prvodivisory. Dva divisory b, =
=pk gm0 oad, =pgks gyl2... 1”2 budou rovny, bude-li
k, = ky l, =1y, ...ny =m,. Soulin a podil budou definoviny
D Dy = phr F ke ghit ey e oy = pf b qr =l
M1 - ng , .
Pro v8echna prvoéisla st (p) spolu associovand (p) ma (Nn),
tutéz hodnotu p’, kdez / je stupefi prvotisla (p)z. Nazveme
(Nm), mormou piislusného prvodivisoru p, Np =pf. Je-li pak
divisor d = p* g¢'...12, polozime Nb® = (Np)¢ (Nq)...(Nv)=.
I bude Nbd, b, = N?, \D,, VD,/0y = ND,/ND,.

Divisor d=p* o .. .12 je cely, je-li =0, { =0,...
n = 0. Divisor b, = p¥r g't ... v®1 je délitelny divisorem d, —
=ypke gl2... 1™, je-li /0, divisor cely. K tomu nutno a po-
stati, aby &, =%k, I, =1, ... n, =n,. Jsouli diny divisory
celé », = pk1 ghr... vm1, D, ==pk2 gfz. .. v7: utvofme divisor
b= pk gl 1, kder B Min (k,, k), = Min (I, l,).
n = Min (n,, n,).*¥) Oba divisory d,, d, jsou d délitelny a kazdy
divisor obsazeny v D, a b, je v D obsaZen. Zadny jiny divisor
nemd tdchto vlastnosti. Dejme tomu, Ze divisor b m4 je téz.
Jezto kazdy divisor obsazeny v b, a b, je obsaZen v b, bylo by

v délitelno b a naopak, jeito také kazdy divisor obsaZeny v d,
a b, je obsazen 0. bylo by b délitelno ». Platily by tedy rov-
nice > ==Dde, 0 = df, kdez ¢, { jsou celé divisory. Z nich by
plynulo ¢f =], ¢emuz nelze vyhovéti jinak nez Ze e =j=—j.
Divisor d nazyvé se nejvélsi spoleénow mérou divisord d,, 0.
Je-li to divisor jednotkovy, nazyvaji se divisory d,, d, nesou-
déiné. Podobné by to bylo pro vice divisord.

Budiz « &slo z t&lesa R (\Vm) Je-li « a &slo s nfm sdru-
" Zzené kofenem rovnice «;z® -+ a, x +a, = 0, kdeZ a,, a,, a,
jsou raciondlnd ¢éfsla celd nesouddlnd, miZe byti &slo nejed-
notkou pouze vzhledem ku konefnému poétu raciondlnych prvo-
tsel p, g,... r, totiz vzhledem k prvolinitelim &fsel o, a «,.
Je-li « celé &slo z R (\Vm), je nejednotkou vzhledem k racio-

*) Min (a, b) je mensi z obou &isel a, b neb spoleénd jich hodnota,
Jsou-li si ¢isla a, b rovna.
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nilnym prvolislim obsaZenym v normé «. Prvoifslo p nechf se
na pt rozpadd v R (\/m) v soutin dvou prvoifsel (p) neasso-
ciovanych (p), p ~ = =’ (p), jimz p¥ifadime prvodivisory p, »';
g necht je associovdno se E&tvercem prvolisla (q) g ~ %% (g)
a x ptifadime prvodivisor q; r necht zistane v R (\/m) prvo-
tslem a ptifadime mu prvodivisor r. Je-li pak & ~ #* =’ (p),
a~ul (q),... ¢~ o2 (r), pfifadime ¢&slu e« divisor p*. p*
ql... 19, ktery’/' oznatime té% («). Divisory pfifadéné k &islim
télesa nazveme divisory hlavnimi. (Shleddme v nasl. §, ze eksistuji
télesa, v nichZ nejsou vSechny divisory hlavnimi.) Pak bude
patrné (1)=j a téz (n)=/j, znati-li % libovolnon jednotku
z R (V'm). Pro prvodisla raciondlnd bude (p)=pp' (9) =gq%
co. () =r. Cislo « bude celé tehdy a jen tehdy. je-li divisor
mu odpovidajici («) cely, coZ plyne ihned z toho, Z¢ podminkou
nutnou & postadujici pro celistvost « je, aby bylo celé vzhledem
ke viem prvodislim racionilnym. Snadno lze dokézati. ze
(e, @) = () (@), (ety/ay) = (;)/(a,). Aby celé &slo «, bylo
dglitelno celym ¢&fslem o, je nutno a statf, aby bylo «,/e, celé,
tedy i divisor (e,/a,) cely, t. j. divisor (e,) d&litelny (a,).

Podminka nutnd a postaiujici pro délitelnost dvou éisel
je délitelnost piislusngjch divisord. Pro associovanost Cisel
o, a o, dostdvdme pak nutnow a postadujici podminku, aby
divisory (v,) a (a,) byly si rovny.

Zavedeme ddle délitelnost mezi divisory a ¢&isly, nabra-
divSe pfi tom vidy ¢islo piisludnym divisorem. Pak plati véty:

Je-li celé éislo « délitelno celym divisorem b, pak je a4
téz délitelna b, af je A jakékoliv celé ¢islo.

Jsou-li celd éisla «,, o, délitelna celym divisorem b, je
té5 o, + a, délitelno . Necht je d=—ypkyp's o/...1". Jeito
i a, je dé&litelno d, je «, i , d8litelno (p) =* 't tedy té% «, +
~+ «, délitelno =* ='*' (p). Podobné je «, -4 «, délitelno x!(q)... -
72 (r). Z toho je ihned patrno, ze «, + «, je délitelno b.

Nejvétsi spoleénd mira Cisel celych e,, &, bude ne&jvétsi
spolend mira divisord (e,), (v,). Bude to divisor, jen vyjimetné
divisor hlavni, jemuz odpovidd &slo celé z tdlesa. Bude li to
divisor jednotkovy, nazveme &fsla a,, &, nesoudélnd

Pti oznadenf jako svrchu odpovidajf prvodivisory p, p’ prvo-
dslim (p) spolu sdruzenym; nazveme je prvodivisory spolu
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sdrufemyymi; z téhoz divodu poloZzime q —gq, v =1 = (r).
Jo tedy pp'=(@) =D=M ' =¢@=()=Wg)=
=(N¢).... vt = (r®) = (NY) = (Nv').  Dirisor b sdruéeny
s danym divisorem b budeme definovati jako divisor, ktery z
dostaneme. nahradime-li kazdy prvodivisor prvodivisorem sdru-
zenym. I je patrné b V' = (Nv) = (N?'): Pro divisor hlavni («)
je divisor pfidruZeny, jak lze snadnou tvahou zjistiti, («').
Ponévadz («) (¢) = (ea') = (Na) & té% () a¢') = (Na))=
= (N(«")) jsou raciondlns &isla N« a N(a)*) spolu associovéna,
a jeito N(e) je dle definice kladné, je N(a)= (Ve).

§ 15. Piiklad: Téleso R(\/—5.)

V&imnéme si nyni t8lesa R (\V—Db). Base jeho je 1, -5
a to je téZ base vzhledem ke vSem prvoéfslim. Diskriminant
je —20, jedind prvoélfsla drubhého fidu jsou prvotinitelé tohoto
tsla 2, 5. Dle § 13.je 2 ~ (1 4+ 5)*(2), kdez », =1+ \/—b
je prvotislo (2) z R (Y 5). Priftadme mu prvodivisor g,.
I bude (2) =q?. Didle je x, =\ -5 prvotislem (5), takze
5= — x2. Pifadme \/—b5 prvodivisor q,, tgkze (5)=q2.
Abychom rozhodli o 3, uvazujme kongruenci z%= — 5 (mod 3).
Mé koten » = 1 a nenf 1 =—D5 (mod 32), takze 3 ~ (1 4 \/—b)
(1 = V—5) (3) a prvotisla (8) =, =1 + \—b. 2", =1—\=5H
nejsou spolu associovédna (3). =, piifadme prvodivisor p,, z',
pak prvodivisor p’,, takze (3) =y, p’,. Podobné je kongruence
22=—1>5 (mod 7) feSitelnd a mi kofen 3, nenf 3* =—5
(mod 7¢), takze 7T~ (34 \—5) (3—\—5, (7) a prvotisla
(1) 7y =38 4+ \V—5b, n’, =3 —\ b nejsou spolu associovina
(1). =, ptifadime prvodivisor p,, »', prvodivisor p’y; i bude
(T)=yp, ¥’,. Naproti tomu kongruence z*= 5 (mod 11) nenf
feSitelnd. Zistava tedy 11 v /¢(\,—5) prvodislem. Divizor g,
nenf hlavni: nepislusl mu g&slo v R (V=5) Kdyby bylo
9, = (x + yV—D5), (r, y raciondlnd &isla celd), musilo by byti
N@+y\V->5)=~Nq, =2, x*-+5y*=2, kterouzto rovnici
nelze splniti. .

*) Zde znaéi Na normu &isla a, N(a) normu hlavniho divisoru («).
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Viimnéme si rozkladi v nerozlozitelné C(initele: 1) 6 =
=2.3=014+V=5)1 —\"—5). Zde je (2)=q%(3) =0, V..
Cisla 1 4+ \/—5 a1 — \/—5 dluzno uvazovati vzhledem k prvo-

_tinitelim 2,3 jich normy 6. 1 je 14 V—Db==x,.2); ==,,(3);
takze (1 -|—V B)=q,», a pro &islo sdruzené (L —\— D)=
q, ). Konetné je 6=q2p, p,. 2) 9=3.3=@2+\—5H)
(2—V—05). Zde je (3)=p, p'\. Jeito V 24+ V—H =47
(2 —V--5) =29, dluzno &sla ‘ta uvaZzovati vzhledem ku 3. I je
(A —-VB)r=—2 @+V=0) takie 24V -5 ~a'} (3),
(2+V—5)"‘P 2—\—b)=p: 9=pip". 0)21;3~7:
= (44V5) G —V By=(1+2V=5) (I —2V- 5); (3
=P, 95 (D=p, P; 4+V——5-—3+(1+v-—o>—-7—w-—
V—5) takze 4 +\—b ~=,,(8); ~a',, (1);ije (44 \V—5)=
=P, ¥, (4 — \V—B)= ', p,; podobnd 142V —5H=3\ — 5+
4+1—=V=5=7—2 (3—\/—5) a proto l+‘)V~——‘)Nﬂ1
(8); ~ 7'y, (D; takze (1 +2V-5) =y, 1 —2V—dH=
P 2L=p, ", pu ¥y

Experimentalni stanoveni cisla » uzitim poctu
pravdépodobnosti.
Napsal Dr. Antonin Hrazdil.

V druhe polovici osmndctého stoleti francouzsky mathe-
matik a fysiolog G. L. Bufton (*1707 — +1¢88) piedlozil k e-
Senf tlohu, zndmou pod jménem ,problém jehly* (probleme de
I'aiguille), kterd umoznila uzitim peétu .pravdépodobnosti usta-
noviti experimentdlné tislo 7.

Problém ten zndl: ,Na vodorovnou tabuli, pokrytou systé-
mem aequidistantnich rovnobézek ve vzdélenosti 2u od sebe, hdzi
se vilcovd jehla délky 2: (=2a); jak velkd jest pravdépodob-
nost, Ze jehla padne kiizem pfes nékterou z téch rovnobézek?“

Resenf tohoto problému podal jednak Buffon sim, jednak
— a to mnohem elegantnéji — Laplace v ,Théorie analytique
des Probabilités“ str. 359—362. Let oba byli nuceni pouziti
k nému pottu vys§siho, infinitesimalniho. Experiment4iné zkoudel
jejich vysledky R. Wolf a nagel z 5000 hodd pro z hodnotu 3-159.
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