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—— T — T — .
rohy SNonoN nlNznstnaN a SMym, M, m, M,m, M;m;M,, z nichito
prvy je do kuzele SNoN,N,N;N, vepsany, a druby okolo kuzele
SM,M, M, M, M, opsany. ,

0 soustavich boddt a jich sznamu v analysi.

Pige

M. Lerch v Praze.
10

Jiz Cauchy vytknul vétu, Ze pro kaZdou fadu mocninovou

tvaru
@ ao+a!w+a2w’+...+a,x”+...,
kterd konverguje pro jistd « a pro jind diverguje, existuje kladn4
veliéina ¢ té vlastnosti, Ze fada (1) konverguje pro viecka x
absolutné mensf nezZ g, a dlverguJe pro viecka x absolutné véts{
neZ g@. e

. Nékteii spisovatelé starsf Skoly dokazujf tuto vetu nésle-
dovné: KonvelguJe-h i‘ada (1), a znalf-li w, obecny JeJI ‘¢len

a,, c”, bude lim = =1, tj. x. lim 2% < 1, takie ti'eba klé.stl
. V—o ¥V Y=o 4

o= lim—?-"—, aby véta byla dokdzdna co do prvé édsti.
: V:w“"—i—l

Zd4 se mi, Ze témto autorum ani na mysl nephpadla
mo2nost, 7e existujf ¥ady konvergentn{, v nichZ o ex1stenc1 veli-

¢iny lim —t nemize byti redi.

‘ll
. Rady, u nich¥ tato vehcma existuje, ndleZeji sice k nej-
zndméjsfm a k nejcastéJéim v elementarné analysi, celkem jsou

ale velmx ﬂdké Nebot le jednoduché i'ada desetmna :

2 _
g9 =0721272... ,fl T
v nf% a,:a,:asz...:az,._l.l_...Z'?i

UGp=a, =0 =...=am=...= 2,
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Upyy @y 1 bud

oGy R
mé obecny ¢len u, = 10,., a tedy znadf v, = a, "10

hodnotu 270 aneb 720, jak Je v sudé neb hché a tedy patrné

0 néjaké limité tohoto vyrazu nemlZe byti feéi. Tato okolnost
nejlépe ukaque, jak mnoho se nékdy v mathematice myslf.
Jeitd vice je to patrno z. nésledujictho pifbuzného pﬁkladu
Rada

TES= et b et ot ) el ettt
_a+bw+awz—[—bw3+am‘+bw‘+... ’

konverguJe pro |z| <1, a velifina hm

- tu neex1stuJe Pro-
v
takové jednoduché funkce je tedy hotejsf dikaz nedostagitelnym !
Za svého pobytu na’ université berlinské podrobﬂ jsem vyraz»_

vztazenj ke konvergentni fadé kladnych élem‘i
(2) : O ol SOt SRR o REPE

pfesné analysi;a nalezl jsem nejen obecnejél vétu, kterd tutn*) 34 pﬂ-

P vl

padé kdy vyraz L nemd limity pro rostouci v, nahrazu_]e,
9

- ale shledal jsem téZ, Ye zde o neJaké nutné podmince, kter'é. hy
hodnoté.m tohoto poméru vykazovala, néJakou hornf mez, nemiZe

- byti Fedi. Nalezlt j Jsem i'adu tvaru (2), kde podﬂ "‘H bule se brzy

' hodnoté ) hbovolné dané ale ‘men3{ ne 1, brzy dosahoval hodnot

libovolné velikych. - Jinymi slovy: moje rada méla tu vlastnost

Ze pro hbovolné dand dvé ¢isla & < g, jakkoli nepatrné € a pro
Il‘ .

A sebe votst g emstuJe cehstvé cislo n, tak ie bud

<£
gg"

aneb ""

>g, Jakmlle 'u>n ‘a Ze obé tyto nerovnostl se. splni
. pro Jlsté. v>n.

N Tj. vétﬁ;'ie:ﬁd; @ kdnvefgﬁjé.f’fo hm'%ﬁ< !.i._‘ ’
v s ‘>'.' .. Yo YT
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Je-li d =0, pak je pfiklad na snadé : fada (2), v niZ », =

+2£+1 ) + 1(12 ) , takie u, mé.'hodnotu. pr} nel? -

jak je v sudé neb liché, konvergpje, sestdvajic z fad 2.'-217,' a

z @-—_2—Fi)—z pa.trné konvergentnich.

"2
Hodnota. u,, > rovnd se tu bud veli¢iné CESE neb
z nichZ prvé nekonecnu, druh4 nulle se bliZi, zvétSuje-li se v ne-
omezené, - . -
Ze viak také Fady Fedené vlastnosti pro 0>0 exxstuJI
vidno z nésledujictho prikladu: - :

Rada ¢lendi*) u, = d*—(en glsw). H konverguje, jestlize
je & libovolng hodnota kladng menst neZ 1, g vétS{ neZ 1 ale
tak, aby 0¥ g<<1, a kde symbol (Igv) znadf celky briggického
logarithmu ¢isla », t. j. jeho charakteristiku ¢ili o jednotku zmen-
Seny poéet decimalnych jeho cifer.

* Nenf-li v tvaru 10 — 1, pak je (lgv+ )= (lgv), a proto.

=<t

v
je-li viak v = 10* — 1, bude  (Ig v—l— 1) — (lg v) = 1 a proto

u,
::H = 9 g(lzi)-}-z g(lsvH-l

kterdito veli¢ina s rostoucfm » prevysf kazdou hodn_otuf
DokaZme nynf konvergenci této ¥ady.
Ponévadi (Igv) =Igv, bude za utinénych hypothes ]

' (g )+ (go)+(gs)?
- glsn- d —V;(\sv)+(lev)’<(%—) e )
) . 20, )_(] » s 1Y
takve ‘ ‘ u, < dw— gy)—(1gw.
N 2 | 2dsy)Hdgm?.
a tedy L Vg, <OmT T

¥) Viz mé pojednsdni ze zprév o zaseddnf krdl. Seské spoletnosti nauk:
2PHspévky k theorii fad nekoneénych“. 13. bfezen 1885,
R U T

N




214

kterdZto  hodnota se pro nekoneéné rostoucf »  blff veliting
d<<1|ano lim =— lgkv ), takZe fada konverguje. - -

V=wn

2.

Abych tyto a jiné véty strucnéji mohl vyjadriti, zavedl
jsem novy pojem, ktery zahrnuje pojem limity jako zvl4stni
piipad.

Méme-li nekone¢nou ¥adu hodnot realnych

(1) Aoy Byy By o oo Gy, o
miiZeme tyto velidiny predstavm fadou bodu které bud’tel stejné
oznadeny.

O bodech pffmky pak miZeme nésledujici pi‘edpoklédatl
Libovolny bod « pffmky bud

1. leZf uvnitf jistého mterva.llu, v némz se ié.dny z bodd
a, nenalezd, neb

2. bod « splyva s jednfm z bodil a,, jenZ se v fadé naf

jen v koneéném poctu opakuje, a je moZno obehnati jej na obou
strandch intervallem, v némz neleéi Z4dny z ostatntch bodﬁ ay,
aneb

3. bod z ptichdzf v Fadé (1) nekoneinékrit jako prvek,
aneb posléz

4. bad. = néleif budf fadé (1), prichdzeje v nf v poctu ko-
neéném anebo v nf neptichdzf, ale v obou pffpadech m4 tu vlast-
nost, Ze kazdy sebe mensf intervall obsahujfef uvnitf bod
obsahuje neomezeny pocet bodd fady (1).

‘ Jiné pifpady nastati nemohou, any tyto dxsmnkce nutné
viecky body pimky vy&erpajf.

Pfi tom zvl48¢ podotykdm, Ze také k bodu = — oo t¥eba brati
zfetel; pro tento bod nenastane pffpad 2. ani 3.; p¥ipad 4. na-
stane, nemaji-li velxémy a, hornf meze, v opacném ptipadé na-
stane 1,

Viecky body « vlastnosti 3. a 4. shrnujeme v soustavu‘
kterou zoveme arithmetickou derivact SOUStAVy (Gg, @y, -« Gy + . .)
= (a,,), neb Jeji soustavou meznow a znafime D (a,).

y=o

Mé-li soustava a, Jedmf bod vlastnost1 3. neb 4., pak
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existuje veli¢ina lim a, — . N4§ symbol D (a,) zahrnuje tedy -
v sobé jako zvlﬁéit’:impﬂpad symbol lim a, ” -

Pi‘iklady.'Snadno shleddme, iev;;ytky nésobkll irracional-
ného ¢fsla -,1? po odeétent (-:elkﬁ, t.j. veli¢iny Z (v . —,1?) , =1

2, 8, ...) tvoti soustavu bodii rozloZenych viehusté po celém
intervallu (0...1), tedy Ze té% hodnoty sin » napliujf intervall

(—1...41) ve viech c¢éastech, takZe arithmetickd denvace
D (sm v)=(-1...41)
sestdvd ze spoptého mtervallu (—1...41).

Dale ném poskytu;t horeJéi dve konvexgentni fady pro
ay , resp. a’,:—u—— hodnoty
v

14 (=™ | 1—(—1)H |

20 DT
Ul (=1 1— (=1
‘ ’ 9v+1 + v: o

(gv3)—
a,,,_d‘ \gg =) gi[(lEﬂ"l'l)"—(lg‘r)z]

, tyto soustavy -méme anthmetlcké derivaie: resp.
D (%) =, °°): D (“'v) = (4, ).

Tento po;em anthmetlcké derxvace pobéda nés k20becnent
mnohych vét analyse.
- Tak na pt. véta — ,Rada w; 4 %, + u, ... konverguje,

Vi1

< 1, pfedpoklddaje existenci této hodnoty — dé_

je-li hml

se nasledovné zobecniti:*) "
Rada % + u, - u, + konverguge, sestava-h arithme-

) z hodnot

41

| tj. soustava D (
9

V=0

tickd derivace soustavy

v Uy
vesmés men§ich jednotky®.
Ze tato podminka neni nutnou, uka.zun hoi'e,]&i dva. pi‘f—
klady.

*) Viz totéZ mé pojedndni. s
14*
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Ana tato pozndmka nemi byﬁ kopif citované mé préce,
odkazuji ¢tendfe na tuto, v ni¥ nalezne diikaz fedeného prévé
kriteria, jakoZ i zobecnéné kriterium Raabeovo a j. :

3.

"~ Tak jako mdme limity drubu dvojtho, abych tak ¥Fekl
diskretnf a spojité, tak mame také soustavy mezné dvou druhi.
"' Limijty drubu prvého jsou ony, u nich¥ se prechod mezny
déje tim, Ze jisté celistvé Cislo roste neomezené, kdeito limity
zplsobu - druhého k spojitému meznfmu pi'echodu se vztahuJ(
sinz -
Jako na pi" hm—-——, ap
Anthmetlcké derivace, studované v pfedchoztm cIsle, vzta-
hujf se k celistvému ¢fslu », a ponévadZ soustava a,, jsouc d4na
Fadou bodd, sluje prvé mohitnosti*), tedy miZeme tyto mezné
soustavy nazyvati arithm. -derivacemi soustav prvomohitnych.
" Nynf poddm.nékteré soustavy mezné s pfechodem spojitym.
+: a)-Méme v, intervallu («...f) definovanou realnou funkei
realné . proménné @ : spojitou a jednoznaénou. Bud @ uréitd po-

loha bodu @ uvnitf (...H), a studujme pomér L2 —J1) @ —fa) ) ﬂ“)
pobliz bodti ‘o, Veecka realns sla od — oo do’ +m rozpa-

'il'aj {'Se'v" ﬂasied{ljfci kategorie (pH éemz k vili prehledu uZivém
mluvy- geometrické) v
@) Body z té vlastnostl, Ze Je mozno sestropu mterva]l

obJImaJ(cI bod z tak maly, aby mu odpovtdala. jistd dosti malé.
veliéina @ v ten zpﬁsob e véecky hodnoty poméru L2212 f&) —fa) ) ﬂa)

- -pro  vBecka - |oc-—-a| < d leZf mimo onen mterva.ll obJImaJIct
bod z; a'pak . -

p) v body zt6 vlastnostl, e takovy mtervall sestro,)m
-nelze ‘tak¥e uvafovanému bodu z pFichazejf hodnoty poméru

;oZ(Iiil(‘bvéh(I)' f(x) ‘—ﬂa) = f @) pro’ * nekonedné’ malé “hqdnoiy

rozdﬂu dx llbovolné blfzko : :
Véechny body vlastnostx ﬂ) shrnu,]eme v soustavu, kterou

'-\x 9

*) Dle Jirlho Cantora (Michtigheit). , . .



217

af

zoveme soustavou mezniyjch hodnot rozdzlu 1z Pt spojitém pie-

chodu = =a, Cili soustavou meznou onoho vyrazu, a znatfme
L (4F®)

u-—a d:l!
Pﬂmky vychézejicl z bodu ¢ = a, y = f(a), majfcf za smér-
mce véecky hodnoty soustavy L( (m)) tvofl soustavu teden

kfivky y = f(x) vbodé = = a, y = f(a). Sestdva-li tato soustava
z jediné pfimky, méme tu obyéejny ptipad, kde kfivka md jedinou
tangentu v uvaZovaném bodé. Nicméné miZe ale tato soustava
teCen sestdvati z nekoneéného poctu pﬁmek a mﬁie byt1 sefa-
ditelnou neb nikoli.

V pifpadé jediné tangenty, odpovidajicf hodnoté 2 = 2,,mime

%=L (df(w)) (df (z)) = fla);

mé,me tu tedy rozéﬁ'en pojem dxﬂ‘erenclalnfho poméru.

© 'p) Méme-li funkei fz) definovénu pro viecka mista. uréi-

tého mtervallu, mitZeme utvotiti meznou soustavu L[ f(w)], kters
=a

'charakterlsuje pribéh funkce v okolf bodu a7 - #i i wled
... .¢) Podobné lze definovati mezné soustavy v. rovmé .Zgjmena
ph theoru funkef komplexnf proménné:. tak bude na gi‘ u funkqe

1
e® soustava mezné. L (e') sestdvati ze viech bodd roviny

, d) Mysleme sx néjaké téleso hmotné a v ném urcnty bod a.
Pak rozdélme kladna Cisla od 0do o v nasleduJIci dvé ka.-
tegorie:

. @) V ¢isla x té vlastnostl, Ze se daJi obehnati mtervallem»
dosti malym, jemuZ odpovidd dosti mald veli¢ina d, tak aby
pomér véhy k objemu viech vykrojké onoho t&lesa, obsahujicich
uvnité: bod a, kteréito vykrojky leZf uvnitf koule o -stiedu a
S polqmélu J, leZel mimo onen intervall, objimajicl ¢islo z,
a pak '

ﬂ) v cIsla, kterzi tak)‘m mtervallem obehnéna byti nemohon,

lakze jim hodnota, q , kde ¢ znaéi vahu, v objem vykrojku
uvnitf oné koule polomeru d, pi‘lchézi Tlibovolng blizko.
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" Tato ¢fsla vlastnosti 8) tvoif jistou soustavu L (—Z—) , kterou
6:0

chei nazjvati soustavou densitalni uvazované hmoty v bodé a.

Obsahuje-li tato soustava jediné ¢fslo, jest to ono, jeZ sluje
hustotow oné hmoty v misté a. Zajisté mohou v piirodé existo-
vati télesa, kterd nemajf v Z4dném svém bodé uréité hustoty,
za to ale urcitou soustavu densitalnf. ZkuSenost zdd se ukazo-
vati, e body soustavy densitalni nachézeji se v jistych dosti
tzkych mezich.

Konstrukce teden krivek cissoidalnych.

Napsal
V. JeFabek,

professor v Brné&.

V ni4sledujfcich F4defch vyvineme konstrukei teGen kiivek
stupné tfetiho, které velmi dzce souvisf s Queteletovou fokélou
vieobecného kuzele stupné druhého strofoidou a cissoidou
Diokleovou. '

K téelu tomu budiZ dén trojihelntk ABC (obr. 1.), jeho
strana BC jest pevna, a jehoZ vrchol A pohybuje se v kruZnici
ABD jdoucf bodem B. DokéZeme, e geom. mfstem présedtku M
vySek AM, BM, CM trojihelnika ABC jest kfivka stupné tfettho.

_ ProdlouZend strana AC protind kruZnici ABD ve vrcholu A,
* druhého trojihelntka A,BC, jehoZ vyiky A, M, , BM,, CM, proti-
naji se v druhém bodé M, mista geometrického. Ot4cf-li se
pHmka AA, kolem bodu C, vytvoif vysky CM, CM, involuén{
svazek paprskovy, jelikoZ BA BA, té% takovy svazek vytvoff.
Svazek vydek (BM) jest prométny s mvolucnfm svazkem paprski
~ (CM, CM,), a proto jest vitvarem obou svazkﬁ ktivka K stupné
. tretfho.
Otoéf-li se A.A1 do kolmice !A'A, vztycéné v bodé C
-na BC, sjednotf se body M, M, s bodem C, ktery za p¥iinou
tou jest dvojnym bodem khvky K, a meznf polohy secen CM,
. CM, jsou tetnami bodu dvojného. Ze viak vysky CM, CM,
- gtéle stoﬁ kolmo na hybnych strandch BA, BA,, museJI i tecny
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