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0 krubu deviti bodd.

Pro idky strednich skol napsal
V. JeFibek,

professor v Brnd.
.V kaZdém trojihelniku nalézaji se st¥edy stran, paty vijsek
a stiedy hovejdich tsekid vysek v kruz‘;’mcz, Lterd slove kruZnice
deviti bodi. B
Dikaz. BudiZ H spoleénym bodem vySek Ae’, Bﬂ’ Cy
trojihelnika ABC a sestro,]me_ kruh O’*), ktery jest vzhledem

k stfedu podobnosti H a poméru g—g’ —% podobné poloZen

s kruhem ABC ¢ili O; dokazeme, Ze O’ jest kruhem deviti
bodi.**)

Vrcholim A, B, C diametrdlné protilehlé body v kruZnici
ABC nazveme a, b, c. Jelikoz HB a Ca stojf kolmo na AC, jest
BH||aC; podobné lze dokézati, 2e CH || aB, prodeZ jest BHCa
rovnobéZnfkem, ve kterém thlop¥ény BC a Ha na vzéjem v bodg
a’ se rozpolujf. T jest tedy o’ stfedem strany BC, a ponévadi o
jest té% rozpolovacim bodem useky Ha, jsou o’ a a body po-
dobné polozenym vzhledem k sti'edu podobnostl H a poméru

*) Pro kruh a jeho stied volime za pi'ft‘,mou jednoduchosti totéZ oznadenf, '
**) Viz jiny ddkaz ,Jacob Steiner’s gesammelte Werke, 1. Band, p. 491¢
.-a v tomto’ ,éasopise" rod. I. &ldnek prof. dra. Em. Weyra na str. 190.
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ga ; : a %e bod a-ledf v krutnici ABG, musf o nalézati
se téZ v kruZnici O’, kterd jest dle t;éhoi'sti‘edu H a poméru —%—

podobné poloZend s kruznict ABC. TotéZ platf o stiedu & strany
CA a sttedu ¢ strany AB. KruZnice 0’ obsahuje tedy sti'edy
viech stran trojthelnika ABC.
Budte? «, 8, p priseciky prodlouienych vyéek Aa’ Bﬁ’
Cy s kruinici ABC, pak jest A BHo’= A Bee’, nebot oba
trojihelniky . jsou  pravohlé, - maji -spole¢nou - odvésnu -Be’.a
X HBe’ = ICHAC = 3 «BC. Ze shodnych téchto trojuhelnikll
plyne Ha’ = o'e, a dle analogie Hp'=p'p, Hy = y’y aneb
Ha’ Hﬂ' ]_ AR
—Hf — = : o g
z ¢ehoZ opét, jako dﬁve plyns, Ze i paty o, B, ¥ vyéek Au’
Bf’, Cy' v kruZnici O’ se nalézajf.
Konetné nazveme A’, B/, ¢/ stfedy" horejsIch usekﬁ AH,
BH, CH; tu plyne bezprosti‘edne _
HA’ __HB’ __HC _ 1 g
"HA THB — —HC —
z CehoZ opét poznavéme, e body A, B’ C’ kruzmcl 0 nale-
Zeti musejf. '

Drobné zpravy

Napsal N
M. Lerch v Praze

(Dokon{on( )

o P Stolz do¥el k tomu vystedku, - Ze pi'edpoklé.fié.me-h étvero
axwmﬁ Euklezdovych 't. j. mame-li ‘na zreteli soustavu vehém x
té vlastnostl, %e 1. ka¥dé dvé jejf velitiny mohou’ byu oznaceny
bud Jako rqvny, aneb jedna z nich jako vétdf, 2. Ze se velitiny
stitaft®) ‘tak jako piirozens fsla, tedy - zvladt, - #e soudet’ Jest

a1 ®) Po,]em élsté expenmentalnf na Jehoé osta.tn!ch okolnostech qdm ne-
zileif . _ R , o
- 18
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opét veli¢inou soustavy, 3. je-li pak A <<B, md existovati jedind
veliina X soustavy na$f, aby A--X=DB, a posléz 4. Ze -
mezi kardyma dvéma veliCinama soustavy nalezd se jesté
tretf,*) " a vedlé ka¥dé pfichdzf velitina jeSté men3i, takZe
?4dnd. z nich nenf nejmenSf — kteréZto soustavé propijcuje se
dolni mez :nulla jakoZto :pfipojend, nevlastnf veliina — nemi-
Yeme ani dokdzati délitelnost vSech veli¢in soustavy, ani t. zv-
axiom Archimédiv, Ze toti miZeme kaZdou sebe mensi veli¢inu
tak; zmnohenésobiti, Ze nésobek prevysf jistou veli¢inu libovolné
danou.. Ponévad? se ndm ale jednd o formalnf uvédomeénf si
viech elementarnych vlastnost! délky a p¥fmky, jakoZ i jinych
métenych veli¢in, musime se ohlédnouti po dal§fm ndjakém
axiomu, ktery by doplnil uvedené ¢tyry vlastnosti, tak aby tvo-
fily dostateény zdklad pojmu méfeni,

- Takovy - axiom nalezl p. Stolz ve formulovini a supposici
spo;ztostz soustavy. Tuto- definici zde podati je na¥fm wkolem.
- Z_velitin- soustavy 2 lze vybrati jiné, které tvoii soustavu I,
jez mé tytéZ tyry vlastnosti jako Z.**) Pak nazjvime mezerou
(Liicke) kaZdé rozvrhnutf veliin soustavy IZ, neb nékteré jejf
¢asti IT ve dvé skupiny ndsledujicich vlastnosti:

. 1. Bazd4 veli¢ina z IZ, neb i (IT) ndlez jediné skupiné; 2. je-li
P, veliina prvé skupiny, bude jf kaZd4 veli¢ina P <<P,, a je-li-
P, veli¢inou skupiny druhé, bude ji téZz kazdd P> P,, takie
vidy P, <P,; 3. je-li P,(P,) veliina skupiny prvé (druhé) na-
lezd se v této jeSté vidy veliina vétSf (mensf). ***) A tu tfeba
rozezndvati dva pifpady.: bud.je rozdil P, —P, vidy véts neZ
jistd stdls velidina (kters ostatné mdZe byti sebe nepatrngjif)
ze soustavy II,, a pak mdme mezeru v pravém slova smyslu,
mezeru 1. zpiisobu, aneb se mi%e rozdfl tento stiti menifm nez
kterdkoli veliina dand (a kterou mi miZe kaZdy, kdykoli si
vzpomene , pl‘,edloiltl) a. pak. sluje mezera. druhého zpiisobu
¢i zkratka rezem (dle Dedekmda) soustavy I7, neb &dstky jejf IT.
: Tyto ,d;oﬁ mezery zavdé.vaJI podnét k rozvrieni soustav I, ¢i

£y Tedy neomezené ‘mnoho. ' ’
. **) Takovou skupifiv tvoff na pf. viecky délky, jez mmi k jednotce ra-
cionalnf pomér.
- %) Kxistence takovych. mezer a soustav spadd V obor empirismu, mus{
pozndna byti emysly. (Ref)).

St
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IT ve dva druhy. M4-li soustava tato pouze fezy, sluje naskrze
kondensovanow (allenthalben iiberalldicht), kdeito je naopak to-
liko méstné kondensovanow (stellenweise iib.-d.), vyskytuji-li se v ni
té% mezery prvého zpisobu. Nésledujfcf jest nynf ona predileZitd
definice spojitosti. ,Soustava veli¢in £ je v mezich A, B spojitou
vidy a jen tehdy, mohou-li se z jejich veli¢in utvotiti soustavy
IT v tetenych mezfch naskrze kondensované, a piislusi-li kazdé
mezefe prvého zpiisobu v tdchto soustavich IT nekoneéné mnoho
velicin S soustavy X, z nichZz kaZdd je vétsi neZ viecka P,
a men§f nez vSecka P, (P;, P, maji feCeny vyznam), kdeito
kazdému tezw ndleZé vidy a to pouze jedna veli¢ina S sou-
stavy X,

\ Pozorujme nyni, jak se chov4 tato definice vzhledem k dané

skutenosti. Soustavu délek = predstavme si vzddlenostmi jedno-
tlivich bodt pifmky od pocdtku libovolné vytknutého O. KaZdd
délka, kterd stanovi vzddlenosf nékterého bodu m od bodu o,
pojata bud do nas{ soustavy Z, kterd se nemd z jinych velitin
skladati.

Z této soustavy X miZeme vidy vyhati soustavy II v daném
intervallu naskrze kondensované,*) miZeme se také presvédciti,
je-li mezera ndjakd Yezem neb mezerou prvého zpfisobu, ale:
nikomu pod sluncem nepodaf{ se dokézati, Ze kaZdému Yezu
pifsludf jedind veliCina, kterd je vét3i neZ vSecky veliiny P,,
a mensf nei viecka P,, t. j. Ze existuje bod urlity a jediny,
jenZ separuje nekoneéné skupiny bodd P, P,. Nezbyvé nic, neZ
pFijati tuto vétu za sprdvnou, prdvé tak jako ptfedpokldddme
tizi, éther, fluidum! Ale.pfec d4 se ddsteénd dokdzati, t. j. redu-
kovati ‘na - zvlaStn{ pifpad, na aziom Cantortw.. Mylf se - tedy -
p- Stolz, praviv na str. 518, Ze Cantordv axiom nenf dokazatelny;
kdyby tento nebyl dokazatelnym, nesméli bychom povaZovati
axiom Archimeddv a délitelnost délek za dokdzané; tim pravé,
7e tyto vlastnosti dokazujeme, predpoklddajice spojitost, pfed-
pokldddme axiom Cantoriiv, a nelze mluviti o tomto jakozto
novém axiomu, povaZujeme-li spojitost za odévodnénou.

*) Pi{klad neuvddim, atkoli chh 1ze nabytl ve znaéném poétu cestou"‘
ryze geometnckou B S

16*
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O kaZdé spojité soustavé X uvedenych vlastnost! dokdzal
p. Stolz mimo jiné nésledujici véty:

1. KaZdou veli¢éinu A ze X lze déliti v libovolny pocet
n rovnych dild, t. j. vidy existuje X tak, aby nX = A.

2. Kazdé veli¢ina mZe dostatetné zmnohondsobena pie-
vySiti kazdou danou veliinu (stejnorodou).

3. Kondensovana soustava JI, obsahuje veli¢iny men$f neZ
ka¥d4 dan4 veliCina E soustavy Z.

III. Vyvoj theorie mnoiin.

Mno¥inou bodit neb éfsel (Punct- o. Werthmenge, Mannig-
faltigkeit, systéme, ensemble) nazyvime souhrn jistym zplisobem
definovanych boddt neb éfsel. Tak na p¥. tvoff 20 libovolné vy-
tknutych bodd, vSecka racionalnf ¢fsla, vSecka &fsla celistvd
neb kmennd mnoZinu. Nauka o mnoZindch dékuje sviij phvod
pracim pp. Weierstrassa, Camtora, P. du Bois-Reymonda, Har-
nacka, Stolze — v poslednf dobé vynikl p. Bendizson — jakoZ
i ptbuznym pracim Liouvillea, Riemanna, Dedekinda a t. d.
Nejvétsfch zasluh ziskal si na tomto poli bez odporu p. Cantor.
Jeho préce jsou zdkladem tohoto referatu, nehledfme-li k cito-
vanym vyse splsﬁm pp. du Bms-Reymonda a Dini-a. Pfi tom
omezim se na zjevy nejzajimavéjsf.

1. Ackolj je é&fsel racionalnich naproti- celistvym nesmirné-
krét ‘vice, ackoli tvoff t. zv. mnoZinu naskrze kondensovanou &
_ pantachickou, prec daji se viecka sestaviti v jednoduchou neko-
neénou fadu tvaru -

Qgy Ggy Cgy oo o Qyy oo

kters obsahlye vesmés jen ¢fsla racionalni, a v nfZ také kaZdé -
takovéto éislo prichdzf.

Nebot patrné Ize kaZdé racionalnf &fslo psé.tl ve tvaru —Z:-,
' kde m,n jsou nesoudélna ¢isla celistvd ; utvoime pak viecka ¢fsla
.'—— kde m—+4n=10, a sefadme Je dle vellkostl (pocet chh je

patrng konedny), opatfivie ka?dé znakem (a,, a,,...a,); po té
utvofme’ viecka ¢fsla, pro né% m—+n=100, a sefadme ona,
‘_které, "jsou novd; po té -sestavme &fsla raclonalnl pro néz
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m -2 =<1000, atd. Patrné tim vyerpime vSecka cisla ra-
cionalnf,

TotéZ mo#no uéiniti s &fsly algebraickymi, kterd jsou ko-
i‘eny algebraickych rovnic neptevodnfch s celistvymi koefficienty,
t. j. tvaru

: agz® + ozt 4., 4 an =0,
kde a, jsou cfsla celistva. ‘

Nazveme soucet absolutnich hodnot koefficientd a, zvétSeny
o n— 1 vyskou &sla , t. j. hodnotu N = n — 1 -Hag|-Hay |- ..

- |a|, & znamenejme @(N) pocet éisel z, jeZ jsou kofeny rovnic '
majicich tutéZz vysku N — pocet to patrné konecny; a ponévad
kazdé « hovi jediné algebraické rovnici nepfevodné, je jim. jiZ
&islo N jednoznaéné dédno.. Utvotime-li &fsla « pisluSnd ku,
N=1,2,3,..., obdrifme skupiny o'¢(1), ¢(2), ¢(3), . . élenech _
které patrné lze napsati v fadé @, «, «, ... kterd se pak sklad4
ze samych é&fsel algebraickych, kters ale jsou v ni také viecka
obsaZena. Podobnych mnoZin existuje mnoZstvi nesmirné.

Zajimavy je nyni diikaz, Ze existuje v kaZdém sebe men3fm
intervallu nekoneéné mnoho ¢fsel, které nendleZejf mnoZiné se-
faditelné definované v tomto intervallu.

MéjmeZ v intervallu (0, 1) definovanou mnoZinu sefadl-
telnou, tedy vy;é.dfenou v fadé

(1) (A PN s
mime dokdzati, Ze v kaZzdém sebe mensfm mtervallu (=, B) ob-
saZeném v (0, 1) nalez4 se bod (a tedy pak nekoneéné mnoho .
takovych), jenZ neni obsaZen .v Fadé (1), a tedy nenalezi mno- .
Ziné dané.

Nenf-li mnozina v (e, 8) pantachickou, rozumI se véc sama
sebou ; je-li viak pantachickou, dokiZeme vétu ndsledovné: Pro-
bIhé,me-li’i'adu (1), musfme jednou dospéti k prvému Efslu g, ,
které spadd v intervall (e, B) a patrné té% k ¢islu druhému a, ,
~ tamtéZ spadajicfmu. PonévadZ nevime a priori, které z céfsel .
téch je v&t31, znamenejme vét3{ z nich B, menéi al, tak%e mdme
pak relaci e.<< e, <<f, <B- Po té ‘budte @, a; prvd dvé &fsla
fady (1) spadajfef v intervall (a,, B,), a sxce znamenejme o,
mendf, B, V&t§{ z nich, takie @ <<, <<, <<B,; pak se zajists
vyskytnou prvé. dvé &sla a, a, ¥ady (1), kterd spadajf- v inter-
vall (a,, B,), a znamene,]me a menél By VELSL z nich, takZe
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o, << oy < f; <P, atd. Process se patrné neukonéf, pondvads
v kazdém sebe menSfm intervallu uvnitt (e, B) prichdzejf ¢le-
nové fady (1).

O pifpondch uZitych patrné platf ;<< t, <, <. <ty ..
a ponévadZ tyto jsou ¢isla celistva, jsou rozdily sousednich élent
=1, a proto, ¢ 21/ tedy najisto .v << ¢5,.

\' 1nterva1 » By) omezeném prvky a, , U Ygyyy

nenalezd se dle deﬁmce #4dny prvek fady (1) s ptiponou << ¢,,, tedy

. zajisté lexf prvek a, mimo (,, B,). JelikoZ o, << ¢, << ay<<. .

<e,<... jsou obsaZena v (e, f), existuje &fslo uréité A'*)
definované rovmci A—-hm @y; podobné plyne z vlastnosti &fsel

B =>B,>0>.. >ﬁ,, ., Ze existuje Cislo B dané rovnicf
B __hm 8,. Patrné tu jest pro kazdé v ¢, <<A =B <B,; pti-

. pad A<B nen{ mofnym u mnoZin pantachickych, takZe zbyvé

jen A =B toto ¢fslo nendlezf fadé (1), ponévadZ nemiZe se
rovnati éfslu a,, které dle vySe dokdzaného nalezd se mimo
intervall (e,, 8,), kde#to-A =B se uvnitt tohoto nalezati musi.
Je tedy A = B &fslo, jehoZ existenci ndm bylo dokdzati. '
~ JakoZto zvl4Stnf piipad mdme vétu, Ze se v kaZdém sebe
mendfm intervallu nalezd libovolnd mnoho Eisel transcendentnich,
kterd nemohou byti kofeny algebraické rovnice.s celistvymi
koefficienty. Takovd ¢fsla jsou na pi‘ e, =, jak pp. Hermite

- & Lindemann dokdzali.

Zéroveh z toho seznavame, 7e souhrn viech moZnych
¢fsel, t. zv. kontinuum ¢&fsel nelze uvésti v Fadu.

Tim se jiZz naskytd ptileZitost, tdzati se, zda-li lze prvky
libovolné mnoZiny linearné nesefaditelné jednoznalné piifaditi
prvkim kontinua. Otdzka ta jest pffli§ ddlezita, ne% aby mohla

.byti zodpovédéna: bez predeslanych tvah; budu miti pozdep
. ptileZitost o tom zvlisté pojednati.

- PonévadZ se mi o to jednd, podati ctenah soumsly tivod .
do nauky o mnoZinich, zminfm se- je8té toliko o pi‘edﬁleiltém
pojmu derivace. U mnoZin “¢asto se vyskytujl t. zv. body hro-

-madné, které majf tu vlastnost, Ze se v kaZdém jejich okolf

nalezaji body mnoZiny dané. Tak je na pifklad u mnoXiny

. #) Viz'o tom definici Cantorovu neb Dedekindovu.
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1, -;— , -%— , 1}- yooo % , ... Cislo 0 htoma_dn)frm; u mnoZiny ¢fsel
racionalnich je kazdé ¢fslo bez rozdilu, racionalné neb irracio-
nalné, hromadnym, jak patrno z definice. Na tomto poslednfm
ptikladé seznivdme, Ze bod hromadny nemusf nileZeti mnoZiné
samé, ale Ze také je moinym piipad, Ze body hromadné jsou
zéroveir prvky mnoZiny. M4-li mnoZina body hromadné, tvoif
tyto o sobé mnoZinu, kterd miiZe sestivati .z koneéného neb
nekoneéného potu bodit; tato mnoZina sluje derivacé M’ mno-
Ziny plivodnf M. M4-li M’ derivaci, znamendme ji M” a nazy’-
véme druhou derivaci mnoZiny M, atd.

Bud nynf «” libovolny bod mnoZiny M” dle deﬁmce je
" hromadnym bodem mnoZiny M’, tak¥e v kazdém jeho okolf
nachézejf se body ¢’ mnoZiny M’; ponévadZ se v ka*dém okolf
‘bodu a’ nalezaji dle definice mnoziny M’ body a mnoimy M,
plyne, Ze se v ka*dém okolf bodu a” nalezajf body a, t. j. bod
a” néleZ{ prvé derivaci; tudiZ veSkery prvky derivace druhé
jsou zédroveir ‘prvky derlvace vaé pravime, Ze M" jest obsa-
Zeno v M’,

Kazds pa,ntachle mi za derxvacl kontmuum, Jak Z vyse
uvedeného pifkladu éfsel racionalnich vysvits. .

Ulohy.
Rie‘s'enll tilohy“1‘2.

Zbavena determinantu m4 rovnice dand podobu .
cos®z - sin*c — 3 cosz sinx =1,
kterou substituci cosz—-sinz =y pi'oméﬁim'e_ir'v R
| | +%—@—LJ S o
Koi'eny rovnice této jsou:- G e

=1, Yp,3 =—2 +V3
Z: rovmce cosm—]— sine = 1 obdrzfme -

dn 41

@, = 2nm, x, = —5 %
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