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Volime-li pak v pislufném paraboloidu povriku jdoucf
bodem A tak, %e jeji primé&t prochazejici bodem A, jest rovno-
bézny s osou Y, dospéjeme ke konstrukeci: Bodem B, ved kol-
‘mici ku normédle a bodem A, ku privoditi. Prisetik D, téchto
pimek spoj se stedem kiivosti K; ptmka D,K protne OB,
v bod& B' i jest pak

OB = % 0"
vedeme-li bodem B' rovnobézku s 4'B,, protne tato 04, v bodé

L i jest opét
OL = — ¢'".

Drobnosti z geometrie.
Sdili M. Lerch v Brné.
(Dokonéeni.)

Steinerovy trojibelniky jsou charakterisoviny elementirns
geometricky jakoZto vepsané trojihelniky maximalnfho obsahu,
a doplikovy bod 2, jako ttvrty prisek ellipsy s opsanou
kruZnicf.

Na kruhu (a) pro bod @, pifsludny affinné k bodu z, na
ellipse bezprostfedni geometrickd interpretace chybf; jeho defi-
nice je Cisté metrickda: ®, —= — 30, znalf-li O uhlovy para-
metr kteréhokoli z vreholi rovnostranného trojihelnika 6' @ @',

Obsah trojihelnfka rovnostranného vepsaného do kruhu (a)
jest

a? o\ 5
obrazec affinni md plochu zmen$enou v poméru b : a, takZe troj-
thelniky Steinerovy maji obsah

ab /=
T:—3V3 .
Tyz vyraz vychdzi oviem téz ze vzorce (9%) ¢l 3.; zde
totiz
0,—06, 0 —0~6
2 T 2

X 6,—0
L= 607, 25— = 1200

23



3b4

a pravi strana fefeného vzorce bude
= 2ab sin® 60" =~ 3V3

Rovnici kruhu opsaného o Steineriiv trojihelnik obdrZime
dle (82) a (8%) ¢l 2., klademe-li @) za @,. Jest

__fq — cos(?@ + = )—{- cos 20 4+ cos (2@ + )

dile
= ¢os 0" =0 = > sin 6O,

tak’e soufadnice stiedu budou

c? c? .
P = 08 30, ¢g= o S 36 (35%
a rovnice opsaného kruhu tedy
2
x4 y?— 2pr — 2qx = % (35)

Pti tom jest parametr bodu doplikového
2y = ¢—%6,

takZe méme téz

a rovnici kruhu (35) lze psdti

. .

02(7—{— 1;") zs —4 (x”—}-y”—%)zo + c*(—ﬁ——-%‘?—): 0.

(35%)

Obalov4 tdra téchto kruznic odpovidd dvojndsobnym kote-
nim z, a jeji rovnice se obdrzf anulovinim diskriminantu:

dﬂ 2_ c4 x!l y!
[+ —3)=T(m+ %) %
Tato obalovd &dra S{einerovich (opsanych) kruhi, jejiZ

rovnici v odchylném pondkud tvaru podal K. Zahradnik *), je
zvl4stni Perseova spirika. Jak zndmo a bez obtiZf se dd ukdzati,

*) Osculationstripel am Kegelschnitte. Archiv Math. u Phys. sv. 69.
(1883) str. 419, a nasl,
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mé ona v nekonetnd vzddlenych bodech kruhevych body dvojné
s tefnami réznymi (tedy nikoli body vratné), které se po dvou
protinaji ve dvou realnych bodech osy Oy
: -
_ 4ab *
Body, v nichZ se kruh (35) obalové &iry dotykd, hovi rov-
nici, jeZz vznikne derivovinim dle @; jeito

2=0, y=+

o __ 3¢ . _ b
5'@-———4—'31'71«3@—-—3q. a
? 3c?
ag_ 42 cos 30 = 3p . b ,

soudime, Ze hledané body lezf na piimce
@ _P_0 s Zsi . — '
pr b"_o & ——sin 30 5 cos 30 = 0. (35")
KaZdy ze Steinerovych kruhd se tedy dotykd spiriky (36)
ve dvou bodech, jez lezi na priméru ellipsy (35).

Tento primér ptifazeny oskulatni trojici prisluﬁne k bodu
2y, (2, = ¢~%0), obsahuje bod

x = a cos 30,y = b sin 30,

piisludny k tdhlu 4 30, jehoZ parametr zni —Zl— Primér ten je

0
tedy soumérné poloZen s primérem bodu doplikového z, vidi
Ozx. Odtud vychdzi jednoduchd konstrukce obalové spiriky.

Stfed Steinerova kruhu opsaného (35°) episuje patrnd
ellipsu

z2 2 ' P 2
a_§+L§= 1, @G =4 b°=—4—5;
sttedy zakfiveni ellipsy ve vrcholech majf soufadnice
+ 44,4, resp. + 4b,.

Jsou tedy vrcholy elhpsy sttedd Steinerovych kruch Ctyki-
krate blizi{ stfedu ellipsy neZ vratné body evoluty.

93* -
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Obalov4 &dra opsanych kruht je zvldstni ptipad spirik, jez
maji dvoji anallagmatii*) s realnou mocnostf. Jejich rovnice znt

(4) (@ y? —m)? = dad 2+ 4Dy
zavedme polarni soufadnice '

x=rcosg, y=—rsin@;
mime nejprve

rt—m= = 2r\a} cos® ¢ 4 b} sin* g
a odtud posléze

(A4) r=+ Valcos®p + b2sinp —+ Valcos®p b2 sin o,
a;=a}+m, b}=20]4 m,

Odtud vychézi konstrukce &iry jako cissoiddly dvou Bootho-
vych lemniskat, jeZ jsou tpatnice dvou konfokdlnfch ellips**).
Odtud tdvahou pak vychézi konstrukce &dry jako cissoiddly dvou
kruhii, coZ ukdZeme ptimo.

Uvazujme dva kruhy se stfedy na Oz
x4 y*—2p,2 4 n, =0, 2*+4 y2—2p,x+ n, =0;
jejich polérni roviice jsou
ry=p, cosp +\picos* o —n,,
ry = P, c0s ¢ == \/p2 cos* o — m,.
Rovnice (4’) pak bude tvaru
a rI= Y, — Ty
je-li splnéna podminka p, =p,, t. j. jsou-li uvaZované kruhy
soustfedné.

Podobny vysledek vyjde, leZi-li spoleény stted kruhi na.
Oy. V predeslém pifpadé mdme ***)

2 e ? 2 . 2 e 2 2
Q=P N, bx—'—”u"z—ps_"wb:——”z

takZe pf danych a,% 5,2 uriujeme

n, = —0b3j, ny= — b}
pi=a}--bi=a)— bl

*) t. j. neméni se pfi jisté inversi, Pro krivky (4) existuje jedna anal-
lagmatie s mocnosii m, druh4 s mocnosti — m, ob& pro pol O.

**) Tyto jsou t. zv. deferenly anallagmati.

*4¥) Nevzpirdme se zdpornym hodnotim veli¢in a,?, 5,2, pongvadz se:
tu vyskytuji pouze jich &tverce.
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Stfed kruhu lezf na Oz, je-li a! > 02, vopatném piipadé
lezf na Oy; vidy jest tento stfed jednim z obou (kterymkoli)
ohnisek deferenty

xﬂ 2
1 1
Krivka (4) jest cissoiddla (r = r, — r;) dvou kruhd

2 polu O, jiché spoleény stied ledi v ohnisku deferenty (d), a
které maji v pélu O mocnosti — b2, resp. — b2, leZi-li ohniska

na Oz, ale maji mocnosti — a2, — a3 v pFipadé, se ohniska
Jsou na Oy. SN
U &éry (36) médme
T
1 16a-z ) 1 16b2 Y 1 17
ohniska lezf na Oy, u vzd4lenosti
3
Vo —al =47
- f{dici kruhy soustfedné (r,) a (r,) protinaji Oz v bodech

c? d?
By = g, TeSp. Zy =@y = al +—2—=a—x,,
¢imZ jsou ureny.
Pri této konstrukei Cdry také tefny se obdrzi pfimo na
zgkladé polédrnich subnorma4l.

Charakteristicky primér (35') protind Steinerovu kruznici,
opsanou ve dvou bodech, v nichZ se tato kruZnice dotykd oba-
lové spiriky. Prisek teen kruhu v téchto bodech nazveme pdiem
oskuladni trojice piislu¥né; je to patrnd poél charakteristického
priméru (35') vii¢i kruhu Steinerovu, a lezf na kruhové poldke
bodu O, t. j. na pifmece

2
(o) —Pr—qy =5,
mimo to lezf na kruhovém priméru kolmém k piimce (35%),
jehoZ rovnice znf
® “(@—p)acos 304 (y—q)bsin30=0,

s hodnotama (35" pro p a g. Priseifk piimek () 2 (3) je tedy
pél trojice.
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Po dosazeni hodnot za p a ¢ zn&ji tyto rovnice

cosB_@_x+sin3Q — 2
a YT c?’

(o)

2
(89 acos3@.x+bsz_‘n3@.y=%,

a fedime-li je viéi nezndmym x cos 30, y sin 30, vyjde pro
soufadnice pdlu Steinerovy trojice

—__ % —_— bl
—s36’ YT T smse’ (3D
kde pséno

] 2\ 2 2 2\ 2
al':a(a '*0‘2%), b,__b(b ’:3“ ) 379

Geometrické misto poli Steinerovych trojic je tedy ddra
kriZovd

2 2
%}T+_;’_;= L. | (38)

Pélem trojice vedeny primér St. kruhu — je kolmy na
charakteristicky primér — m4d rovnici (8) ¢ili

zcos3® + Yy sin30 —1
a, bo

t. j. je tetnou k ellipse stiedd Steinerovych kruZnic.

Uvazujme dvé Steinerovy trojice prislusné k ihlim ©a 6, ;
pislu$né opsané kruZnice se protnou ve dvou bodech polozenych
na pkmee (chordile)

c0os30 —a cos3(~)1x +_sm3@ —;smd@, y=0.

Tato protne ellipsu v bodé&

rz=—acosp, y==bsing,
takZe

(cos3@—cos30)cosq>—|—(sm3@—sm3(~))smtp-—0

t. .
c0s(30 — @) — cos(30, — ) =0
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aneb pro krdceni na
. 36 —30,
stn 2— ’
sin(30E30 N ,—=30+36
2 ’ 2
Chorddla kruZnic opsanych Steinerovym trojicim () a
(@,) jest pramér ellipsy vedeny bodem o dhlovém parametru

30436,
==

Znamendme-li

’

0+6, _
._2 —J

mime ¢ — 3d, a tedy chorddla splyne s charakteristickym
pramérem oskulacini trojice (0), kterd tvoif jaksi arithmeticky
stted trojic (@) a (0,).

Déle :

Strany Steinerovych trojahelniki (@) a (®,) protnou se
navzdjem v deviti bodech rozloZenych na tfech prémérech, jez
stanovi na ellipse tfi pary bodd, které dohromady tvofi dvé
oskulatni trojice Steinerovy (¢) a (& + =).

Primér bodu ¢ je sdruZeny se smérem tétivy spojujici
body @ a @,. Tyto vlastnosti se verifikuji snadno pro pravidelné
trojahelniky vepsané témuz kruhu a ptenesou se na ellipsu pro-
mitnutim. '

Dle (35*) prochizi danym bodem xz, y dvé kruZnic Steine-
rovych trojin. Znamenejme z', 2/’ komplexni parametry dopliko-
vych bodd jejich (vy%e z,); ty hovi rovnici (35*) o nezndmé z,.
Rovnice ta ddvd pro soumérné dkony kofent

2
(et e
14 7 — oyl
&= , 28— — -
¢ & iy ERNRY
a b o b

Spojivd pfimka bodd 2’ 2 md rovnici (18') &l 7.

14 22" . 1 — 22" , y
§+a +in—— = 8
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jez po dosazeni hodnot zni

z d?
(H) § bg - ( z? + Y ""“)

Tato piimka protind ellipsu ve dvou bodech 2, 2", jeZ jsou
doplitkovymi body Steinerovych trojic, pro né% opsané kruhy
prochézeji. bodem (z, y). Opisuje-li tento bod kruh soustfedny
s ellipsou, obaluje pi¥fmka IT uritou ellipsu.

Podrzme dile bod (& %) piimky I7 jako pevny, otdéejice
tuto kolem n&ho; kazdé poloze pf¥imky odpovidaji dva kruhy
Steinerovy, jichz priseky hovi rovnici (77), kterd je rovnici
kruhu; jeho stfed md soufadnice

¢ c'n
4027 4b%’°
dQ
a jeho mocnost pro bod O je stdld —g

»Opsané kruhy Steinerovych trojic na ellipse, jichZ dopli-
kové body tvori pdry imvoluce na této édre, protinaji se ve dvou
bodech na pevném kruhu.“

Osa involuce (polira stfedu involuce viti ellipse) protind
tento kruh ve dvou bodech kruZnice vrcholové z? - y?— a?

Abychom stanovili priisek normdl ve vrcholech Steinerova
trojihelnfika pi'isluéného k bodu z,, dopliime trojici 2’2" 2" bo-
dem — 2, na &tvefinu. Poznamendme-li soumdrné tkony. prvku
2(*) literami ¢,, soumd&rné tkony ttvefiny — z,, #* 2" 2 lite-
rami f,, mdme jednak

1 1
53—’5_——07 7 =0=g, (p"’:—z_o—’
jednak
Ch=—ap=—1, =9, —2p,=0

¢mZ podminky (33') splnény, ddle
1 .
= —2=—2, fs=q’3—zo‘?é=z_o'r 2, = ¢~%0,

tedy
fi + fs = 2¢ sin 30, f, —f,= — 2 cos 30
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a rovnice (33%) podédvaji soufadnice hledaného priseku normél
ve tvaru
ct c? .
z=— c0s30, y—— 55 Sin 30
&ili dle (359)
r=—2p, y= — 2.

Stred opsaného kruhw Steinerova trojithelntka lezi s prii-
sekem normdl na témé priméru ellipsy, a sice na opacéné strané
stiedu O a v poloviéni vzddlenosti od ného.

Tézisko bodit & @“ 6" na kruhu (a) lezi ve stfedu kruhu,
a tedy tézisko vrchold maximdlnfho trojahelnfka splyva se stfe-
dem ellipsy. Pro &tvefinu — 2, 2/ 2" ' je tedy tézisko v &tvr-
ting- vektoru (0, — 2,) t. j.

X:—}I—a cbs(n—3@_), Y:-;ll—b sin(z —30), .

t. J.

a b .
X=— Tcos?»@, Y__-z- sin30

a vySe podané vztahy

poddvaji priisek normdl
c? c® .
z= — —Q—a—cos3 0, y =—-—-2—bsz7?3@
bezprostiedns.
Znalf-li ddle X', Y’ t&zisko &tyf bodd soukruZnych, mime

pro stfed kruhu dle ¢&l. 2.

(] c 4
p= L X, ¢g=— 3T Y
Av§ak body 2’2" ¢ a 2, jsou soukruZné, t8zisko prvnich
tH je v bodé O, tedy .
X'=-;i—a c0s3 0, Y’:—--i—bsinS@,

z tehoz plyne

c? c® . 38
p_Ecos3@, g = 7z sin

Jjako vyse.
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Apolloniova hyperbola (33%) urlend body 2’ 22z a — 2,

f1+f.1 il_f
—x 3

md vzhledem k udanym vySe hodnotdim vyrazu f, 4 f, rovnici

zy Say=0

xy —g—xsin3@ + —a?l c0s30 = 0,

¢ili

(x +-g—cos3@)(y—%sin3@): — ‘Z—bsmss @ cos 3 6.

Jeji stfed pili polomér bodu — 2, (= — 3 @), jenZ je Etvrty
prisek hyperboly s ellipsou.
Zavedeme-li parametr # — 310, obdrZime jako rovnici této
hyperboly
4t zy + (ay + bx)t* 4 (ay — tbx) = O;
Apolloniovy hyperboly uréené Steinerovymi trojicemi tedy oba-
Iuji édre kFizZovou
a* b
42%y®* = a%y? + b2 t. j. oy + 77— 4.

Dotykové body jeji s hyperbolou (©) lezi na pifmce
0830 | ysin30 __
a + b =0,

~ rovnob&zné s tetnou ellipsy v misté 3®. Parametrické vyjadient
tary kifzové je tu

b

a
T ="9%ws30’ Y= 2sn30"

15. Metrické vlastnosti Steinerovich trojihelniki.

Vrcholy Steinerova trojahelnika znamenejme M, M, M,,
thlové parametry jejich ®, O, O,, soufadnice (z,, y,) pro bod
M,, itverce stran pak o, 6, o,. .

Pfi tom piSeme téz @_;, = @,, O; = 6,, vibec &, = 0,3
Méme pak obecné

— 6,4+ 0,,
@v+1 - ®v -_ 12009 —2————1~ = @1,_1 + n,

Ty, — €, = a(cos @,  — cos 0,) = + 2a sin 60° sin @, _,
Yvir— Yy =0(sin O,  — sin 6,) = — 2b sin 60° cos O,_,
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a tedy pro {tverec strany M, M,

vo1— Ty, —Z ) + (y1l+1 yv)2
= 3 (a%sin?®,_, -+ btcos?O,_))

o,

b c,=3(a%sin* 0, 4+ b%sin®0,) = 3F(0,), 39)
piSeme-li k vili strucnosti
F(0) = a® sin® @ 4 b? cos® 0.
Rovnice tetny ellipsy v bodé © znf
bE cos O + a n sin @ — ap = 0,
a jeji Hessedv normélni tvar
b cos O 4 an sin @ — ab
VF(©)
takZe mdme pro hel « sevfeny normdilou ellipsy a osou Ox
vztahy

=0,

b cos ® @ . a sin O
Sin @ = ————-, (40)
~VF@® VF(6)
Bud @' libovolny dalél bod na ellipse, «' thel jeho nor-

mély s osou Oz, y pak thel sevieny obéma normédlama; bude
dle (40)

ab sin(0'— 6)
VF (@) F (@)

Trojihelnik Steinerdv M, M, M, md strany rovnob&zné

s tetnami ve vrcholech a tedy jsou jeho vnitfni dhly zéroveit

Ghly normil ve vrcholech. Znamendme-li tedy 7, 7, y, vnitinf
thly trojihelnika, uréime sin y, podle (40*) pti

=0 O0'=0

(40

siny =sin(e' — a) =

V1) v+|;
to jest ' ‘
sin (6'— ©) = = sin 120°= + =\ ,
a tedy
, - ab
sin 7, = \/
v[’ (@v+ 1) F(@V—1
Gli vid (39) |
sin 7, = 3\/3 ab 1)

2 Vo0,
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Jako verifikaci stanovme plochu trojihelnfka:

1 . 3
4 =—2—\/a‘,+l Gy_, Sin Y, = ab,

jako vyse. .
Znamenéme-li B polomér kruhu opsaného, méme dle obecné
véty planimetrické

.V"” — 2R, (42)
siny,

takZe dosadime-li sem hodnotu (41) za sin y,, vyjde

R — Va . V6V4161'-1 _Vdoﬁ_xaz
3\Bab  3V3ab
640,0, = 27 (abR)?, (43)
kde o, jsou ¢tverce stran Steinerova trojihelnfka, R polomér
opsaného kruhu.
Pro velitiny o, jsme vytkli privé geometricky vyznam
soutinu; vySetiime jest® jich soutet a soutet Etvercd,
Rovnici (89) 1ze psiti po dosazeni hodnot
2s5in?0 =1—cos20, 2cos*0 =1+ cos20

ve tvaru

&ili

() —g-o-,, =d%— c%c0s20,,

a odtud plyne

—3—03 =d*—2c¢%%cos 2 6, + ¢*cos®20,
cili B
® . —g—d,’, = ¢t} 2d* — 4¢? d%cos 20, + c* cos 4 6,.
V nafem pifpadé oskulatni trojice @, ®, 6, plati viak

20820, =0=2Zc¢0s40,,
a tedy vychdz{ ze vzorch (¢) a (8) settenim:

: 9 27
L +"a=‘§'d2: o5 + 03 +‘72=“8_‘(c4+2d4)-



365

Odtud se uréf soumérny tkon

(60 + oy + 62)2 —_ (6: + 6? + 6:)

040y -+ 6,0, + 0,0, = 3

a obdrzime tak rovnice

9
o‘o—{—171-|-(;‘Q=A,:?dQ ]

0,0, + 6,0, + 6,6, = 4, = -?% (4adt — ¢ } (44
6,0,0, = A, = 27(ab R)2 )
Ctverce stran Steinerova trojihelnika na ellipse jsou ko-
feny rovnice ttetfho stupné
¢ — A,6"+ Ao — 4, =0, (44™)
v niz pouze jeden soutinitel

A, =27 (ab Ry = -2-27— ahed® +f—g ¢ F(36)

je proménny, a sice zdvisi na pelom&ru kruhu opsaného.

Kazd4 velitina vyjadritelnd jako raciondlnf soumérnd funkce
étverclh stran bude vyjadiitelnd raciondlnd pomoci velitiny R;
a velitiny vyjadfitelné pouze jako funkce velitin

A1 =230, A,= 2 040p,
jsou konstanty,
Tak na pf. pro plochu trojihelnika médme dle véty Carnotovy

6,= 6, + o, — 2 cos ,Vo,0,,

tedy
6, + 6, — 6, = 2 cos 3,\/5,0,
a odtud v
40,0, — 16 4*= (0, + 0, — 7,)%
tedy

16 4* =4 (0,0, + 6,0, + 6,6,) — (6, + 6, + 7,)* = 44, — 4}
je veli¢ina stdld.
Vyraz pro polomér kfivosti ellipsy v bodé @ uvedeny ve
¢ldnku 7. .
3. 3
__(a®sin?® 4 b2 cost @) __ F(0O)*
= ab — ab




366

podavd

ol

VW) = {(ab o)’ (45)

tedy dle (39)

ol

Vo,=V3@be,*, (45")
znatf-li g, polomér kiivosti v bod& M,
Nésobenim plyne odtud
‘, Vo, 0, 6, = 8V3 ab (0, 0, 02)
tedy vzhledem k (43) .
B = (001 03)°y 0,0 00 = I3

t. j. soudin polomérd kiivosti wve wvrcholech maximdlniho trej-
vhelnika rovnd se t¥eti mocnosti poloméru opsané krudnice.*)

Podobné poddvaji hodnoty X¢,, S¢2 vzorce:

s 3 st B ot 2
— ’ — i .
(ab) 8 (any

1
3

(46)

I

2

Cl

Uvazujme nynf trojihelnik teten v bodech oskul. trojice
My M, M,, ktery znamenejme T, T, T,, takze M, lezi na strané
T, ,T,,, Prisek normdl N je prisek vySek trojihelnika (M)
a ponévadz body M, pill strany 7, , T,  ||M,_, M, ,, je bod
N stfedem kruhu opsaného o trojihelnik teden (7).

Stfed kruhu opsaného o Steineriiv trojihelnik (3/) zname-
nejme S; je pak disledkem podobnosii obrazcl, Ze normdini
pvaprsek NM, rovnd se dvojndsobné . vzddlenosti stfedu S od

Mi'_l Mv+1. )
Jsou-li v ndjakém trojihelniku e, vnitinf tGhly, o', vzdd-

lenosti stran od stiedu opsaného kruhu, r jeho polomé&r, platf

vztah

y
y =T COS C,,.

a
~V naSem trojthelniku teten (7) jest

Gy =1y "= 2R, o', =NM,,

*) J. J. A. Mathieu v Nouv. Annales d. M. sv. 11. (2. ser.) 1872,
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kde jako dosud R je polomér kruhu opsaného o Steineriv troj-
thelnik (21). .

Méme tedy
NM, = 2R cos y,,
aneb .
n, = 2 R cos y,,

znadi-li n, délkw normdiniho paprsku NM,.
Odtud a z rovnice (42)
Rsiny,= —;—VE

vychdzi
n} =4R*— o, 47

Odtud vzhledem k (44)
. Sml=12R'— % s,
Znt= 3(16 R*—8Rc, + o)’

= 48 R* — 36 d? R? 4 -387— (ct 4 2adY),
podobn& nalezneme ‘

Ny Ny Ng\* _ 4 _ 2 pe _8_1 4
(——R )__‘641% 12 2R + 5 d*

Stfed kfivosti K, ellipsy v bodé M, md soufadnice
_c :
z, = Z—d—(cos 360, + 3c0s0)

g, = % (sin3 6, — 3 sin 0)),
stfed opsaného kruhu S pak
c? ¢t
p=_ cos 3 0, q:-‘EsmBO
a jezto se 3@, od 3 O 1i3f jen o periodu 2%k 7, méme
' 3 c® 2

3 c¢* . ,
@, —p=-—0080, y,—q=—-p 5 sin6, (48)
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- takze
9 ¢t 27 ¢t
’ 2 —
Sz, — p) =57 = cos @,,—~—-32 Pk
9 ¢t . 27 ¢t
3 -_ 2 <= T 2 —_ e —
2(y,—p)? = 16 b,xz’sm 6, = 39 BT

odtud vychazi
27 ctd?

~—'2________
=S8y = 35w -

(49)

»Soudet Clverci vaddlenost! stredi zakFivent v trojici Stei-
nerové od stiedu opsaného kruhu je stdly.“

Vyrazy (48) jsou slozky vektoru SK,; pon&vadz majf nul-
lové soulty, vychdzi vektorielni rovnice

2 vekt. S_K—;, = 0. (48*)

Tyto potetnf vysledky pFipousti jestd daldi interpretaci,
zavede-li se prisek normél XN, jehoZ soufadnice jsou

c? c? .
x_—%cos?)@, y._—m;sm?;@.

Barycentrické rovnice
N+2K,=3VN, (50)
definuji na normélich bodd 2, daldf tfi body N,N, N,; sou-
fadnice bodu XN, jsou pak
c? , c?
&', =5 cos 6, y,=— o Sin 0,, (50
a z rovnic
22, =0=2y",
vychdzi, Ze t8%it& trojice N, N, N, jest ve sttedu ellipsy O.

Dile

———3 3 c*d?

Mimo to je zfejmo dle napsanych hodnot z,, ¥,, Ze t8ZiSté
stiedd zaktiven! splyvd se sttedem S opsaného kruhu,
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~ Plochu trojthelnika stiedd zaktiveni 4 uréfme dle vzorce

—0 Y%p—q 1
' — 3¢ .
4 =x |\ 5, —p, $y—9 1|, & —p=—cosb,
3c?
Xy— Py, Yy — 4, 1 Yy —q=—— 4b SZ” @v’
a sice plyne
c4
[ - .
24 _+ 16ab cos®,, sino,, 1
Determinant posledni mé hodnotu
w24 _48V8
— ab
a tedy -
L —21\VB ¢t
T 64 ab’

Steinerdv kruh oskul. trojice (0)
2 .
2ty —2pr — 29y = -,
2 : 2
p:—g—cos3@, q=c—sin3@

‘ 4a 1)
mi polomér R uréeny" rovnici
4 2 % 2
0 a? _ ¢ [c0s’3 0 sm 8@ d
R*=p"+4 + 16 ( o + 5
t. j.
d 2 2 0
Rt = 5 -+ 39 agb, (d®* — c%cos 6 6). | (51 )
Rovnici pfedposledni lze téZz psiti '
64
2 — __ PO — f—
R*=—1+ 16 at}? F(—30).

Znatf-li P polomér zakriveni ellipsy v bodé 2, (dop]ﬂkn
St. trojice), mdme dle (46)
VF(—36)=(ab P)‘,
24
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a tedy nd3 vysledek znf

RQ 2 +16 sz( b'P)

9

t. j.
' a2 ct 3
R2 ) -_ Iy P (51)
16 (ab)®
¢ili
4 ——F"\3
P= a’b"( \/R — d“) (51*)

Znati-li Q bod (— 3 ®) dopliikovy Steinerovy trojice M,
M, M,, nalezneme bez obtiZf

SQIT + 3(ab Pyi= %d“ .

16. Frégieriv bod a jiné viastnosti normdl.

Spojivd pfimka dvou bodd ellipsy z,2,, jichz komplexni
parametry jsou

eIQO e‘Ql

2= y 1=

pti libovolnych hodnotéch 4hld @, a ®,, m4 Plickerovské sou-
fadnice (18?)

1 1422 v____zl_l—#zozl
T a 42z T b 242
podobné pro pfimku z, 2,
1 1422 __t 1—2a2
T a  Z+ 7 TR b zt2z

*) Pro literaturu oskulaénich trojic viz
F. Unferdinger, Arch. M. Ph. 61 (1870),
J. J. Walker, Educ. Times 15. (1871).
C. M. Piuma, Giorn. di Mat. 22 (1883), 26 (1888).
G. Fazzari, ib. 25 (1887). \
V. Janni, Ann. di Mat. 4 (1861).
Em. Weyr, Casopis 2 (1873).
S. Kantor, Zeitschr, M. Ph, 23 (1878).
A. Schwarz, Monatsh. 10 (1899), 13 (1902).
K. Zahradnik, Véstnik kral, &es. spol. nauk 1910; Casopls 4 (1912).
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Aby pi{mky Zo z,, zo 2, stily na sob& kolmo, musi
' uuy + v,v, = 0,

tedy po dosazenf hodnot

1 1
oy A 4 22)) (1 F 2p2,) — 37 (L— 242,) (1 — 2,2,) = O
dili po krétké redukei
c22laz, — A% 2, (2, + 2,) + ¢2=0. (52)
Tato rovnice vyjadiuje vztah mezi body 2,2,, V nichZ ra-
mena pravého thlu s vrcholem 2z, na ellipse (a, b) protinaji tuto
ellipsu. Bilinedrni a soumérnd tato rovnice vyjadfuje patrné
involuci. o
Spojivé pfimky sdruZenych bodu involuce 7,2, maji sou-
fadnice u, v a plati :

52,41 _ 72, —1

= —au
2+ 2, ’4 L5t
7 rovnic t&ch vypotteme
_ 2 ©__ au by
ata=-— au—zbv Y18y = au — by ’

tyto hodnoty dosadime do rovnice (52); vdee
c%z? (au + ibv) + c’(au — ibv) + 2d‘zo =0

¢ili
¢t 2z 1 c? 2l
o °2_:; e °2 7 bv+ 1=0" (53)
aneb S _
2
—;—g(acos 6.t —bsin®.0)+1=0. (53
Tato rovnice odpovidd bodu o pravodhlych soufadnicich w,
¥ (bod Frégieriiv) .
c? c?
T =77 %> y=—‘7ﬁ—ym (54

kde z,y, zna¥f pravodhlé soutadnice bodu 240
Tim dokdzdna v&ta Frégierova:
Otdci-li se pravy dhel kolem svého vrcholu (x4 ¥) na
24*
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ellipse, protinaji jeho ramena ellipsu v daldich bodech z, z,
jich% spojivd primka prochdzi pevnym bodem (54).%)
Tento Frégieriv bod leZ{ na norméle v bodé (x, y,) vedené.
Body Frégierovy piisluiné k riznym bodim ellipsy (a, b)
napliiuji soustfednou a homothetickou ellipsu (a’, &) s polou-
osama

14

cQ 2

Uvazujme nyni normélu MN v bods M (z, y) o soufad-
. nicich '

z=acos O, y=2=ssin O;
jejt rovnice zni

2
N=aXsin® —bY cos @——%—sin?@:O. (55)

Stfed zaktivenf leZi na piimce

IN
20 0,
t. j.
P=aXcos ® -+ bY sin © — c®¢cos 20 = 0, (56
kterou nazveme strednici bodu M.
St¥ednice obsahuje téZ bod

: c? ' ¢t .
(M,) Xl-.:—&—cos o, le—Tsm@,

mimo to je kolma na primér OM.
Bod 2, probihd ellipsu E,, jejiz vrcholy splyvaji se stiedy
zakiiveni pivodni ellipsy (a, b) ve vrcholech; jeji ohniska leZf
3 .

na Oy u vzddlenosti —+ —:z-.

Useky normily na osdch jsou

2cos @
oN= £90 _x,,
2 .
oN=—2F s;)_n__@l= Y,

*) Veta samoziejmé plati pro viecky kuZelosecky.
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tedy mdme vétu:

Bod M, (na strednici P) md za souradnice useky, jes
normdla bodu M stanovi na osdch.

Stfed k¥ivosti ellipsy v bodé M lezf pak na piimece (stfed-
nici) M,S 1 OM.

Frégierova primka slujz piimka vedend Frég bodem F
rovnob&zné s tetnou bodu M. Jeji rovnici

-(X 2 acos@)bcos@—i—(l’—{- bsm@)asz’n@:O

lze pséti

2
(Fr) X cos@+aYsin@=a—f;,—cos2@.

Soufadnice Frégierova bodu F znamenejme ', y', prisek
Frégierovy piimky s privoditem OM méj soufadnice z", y*;
patrné

x' = at cos O, y* = bt sin O,

a dosazenfm do rovnice (Fr.) plyne
’ c?

= =5 ro cos 2 0,
natez °
o act ac?
2= 5 _—W(cos3@+cos@)
be? be? .
"= ’;,‘ —%(sm3@—sin@).
Tu jest
2 2 I
= (Z; cos O, y‘:—%siu@

Frégieriv bod pifsludny k parametru @,' ddle
2
bfia sin30

Jje Frégieriv bod pifslusny k parametru — 3@, t. j. k bodu @,
v némz oskulatnf t&tiva bodu M protne ellipsu (a, b), a ktery
jsme nazvali oskulaénim doplikem bodu M.

. 2 .
%:% c0s30, y,—
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Méme pak

w‘*‘“‘s ?/‘+?/a

xu , ) yll —— ;
nazveme-li patu M zaté,tkem, doplnék @ koncem oskulaéni tetwy
miiZzeme vysledek nd§ takto vyjadfiti:

Jsou-li M, Q zaédtek a konec oskuladni tétivy na ellipse
(a, b), a M', Q' pFislusné jim body Frégierovy, je (Frégierova)
primka M'Q' rovnobéina s teénow bodu M a stFed délky M'Q*
lei na priméru OM.

Pi{fmka Frégierova je tedy oskulalni tétivou ellipsy Fré-
gierovy (o', b‘); jeji soufadnice jsou skutetné

" — cos® »— sin O
- = ¥ cs26’

T al cos2(~)’

a vzmknou / (19") vyménou a, b, O a’y, b, — @

Stanovi-li n&jakd piimka na osdch tseky o, g, nazveme
jeji protéjskem bod o soufadnicich e, g. Tak jest v nafem pii-
padé bod I, protéjek normaly bodu 27,

ProtéjSek normdly bodu M (O) jest

c? ez .
M,(—E*COS@, ——(-)—Sln@),

a proté‘jéek.normaly bodu Q(— 3 6), oskulatntho doplitku pro
M, jest

e, (c—cos3@ — sin 3 @)

Vektor 30M, + 00, md slozky
2 ' ] '
ia- (053 @ + 3 cos @), ﬁb-(sm 30 — 3 sin 0),
které splyvaji se ¢tverndsobnymi hodnotami soufadnic stedu
kfivostl S; méme tedy vektoridlni vztah -
‘ , 30M, 4 0Q, =408 .
¢ili barycentricky _ ‘ SRR
CL @3 M =48 . . - B
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» PFimka spojujici protéjsky M,Q, normdl ellipsy (a, b),
na koncich oskulaéni tétivy vedenyjch, je kolmd na pramér OM
jdouci patou oskulaéni tétivy, a stfed k¥ivosti S k paté M p#i-
slusng déli délkw M, Q, v poméru 1: 3.

Bud nynf M' M M' Steinerova oskulalni trojice na
ellipse, @ jeji doplnék. Bod @, bude pro vSecky prvky trojice
tyZ, protdjsky normdl M', M', M"', tvoii opét Steinertv troj-
dbelnik na ellipse E,, s doplnkem Q,. Jeho oskulatni tétivy
M, @, protinaji normély trojthelnika pivodnfho ve stredech
zaktiveni K, piisluinych vrcholim M),

Podle (57) jest _
| Q+38MO=4K,. (679
Stied S kruhu opsaného o trojahelnik M’ M"” M’ souvisi
s bodem @, rovnici vektoridlni
408=0Q, & @, +30=48. (58)
Tedy ,stfed opsaného kruhu Steinerova déli polom&r 0Q,
ellipsy E, v poméru 1: 3.« -
Z (57") a (58) plyne :
30M" = 4 SK, (59)
t. j. rovnobéZnost vektord OM, )M, ) a SK ,; & Jich Eselny po-
mér 4 : 3.
T&zist8 stfedds zakiiveni K, je bod S, t8zists bodd M,
Jjest stied ellipsy; setteme-li tedy (57%) pro » —= 1, 2, 3 médme
Q, + 30 =148,
t. j. prévé rovnici (58).

Pro prisek normdl N ve Steinerové trOJuhelniku znédme
rovnici vektonalni

tedy dle (58) '
@ (59)

ali -
2N+ @, =30. (59%)
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Priisek normdl ve vrcholech Steinerova trojihelnfku leZ
tedy na primeéru OQI, a sice na opa¢né strané bodu @, od po-
Létku, u vzddlenosti poloviéni.

17. Necht norméla bodu M (®) na ellipse (a, b) protne
08y Ox, Oy v bodech N, N‘; tu pak jsou
——ba—cos 0, bsin® sloZky vektoru NM,
2
a cos O, -‘;—sin 0, slozky vektoru N‘M,

takze pfi dosavadnim vyznamu symbolu F(®) méme
N = —2; F(0), ﬂTN’:i:- F(6)
NN" = QbuF(@)
Polomér kiivosti v bodé M jest
_F@)
— ab ’

tedy mame vztahy

— b 1 g 1
MN: - (abe)®, MN'= > (abo)?
S 1 (60)
NN = — (ab@)3
a z nich bezprostfedné plynou » o ;
MN.MN . NN =c% )
a® MN = b* YN ' ‘
NN e (609
MUN .M @b

"~ " Znamenejme #, n* tiseky normaly na osdch, ¢, # pak Gseky
tetny; koncové body tdseki t&ch jsou N, N' (poslednf oznatenf)
pro normélu, a 7T, T" pro te¢nu; platf

a b

— e
t_cos@’“ ¢ “sin®’

2 2

c ¢ .
n=—cos 0, n'=——sin 0O;
a . ST b
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rovnice
tn =1c% tn'=—c?

vyjadfuji zndmé involutorni vlastnosti tetny a normdly viiéi osdm
kuZelosetky.

Pifmky TN'a NT' stoji na sobd kolmo *), jak plyne z hod-
not jich soufadnic Pliickerovskych

__cos ® b rosp. [—-—2 __sz'n@
a ' ctsin@®)’ p- ctcos @’ b

a obaluji racionalni' tary 4. tiidy**).
Prisetik téchto pfimek m4 soutadnice
, __ac®cos O(b% 4 c?sin® 0)
a®b? -+ ctsin® 0 . cos* O
i bctsin O(b* 4 c®sint 6)
Y = 7 e P sin? O cos? O
aneb, jeZto jmenovatel mé hodnotu
(a% — ¢? sin® @) (b + c? sin® O)
ac? cos @ ! __be*sin®

x‘: —_—_— l= ————————
a%—c?sin? @’ a® — c?sint@®

(61)

Geometrické misto bodu tohoto je racionédlni &4ra stupné 4.
Ze vztahu ,
Y=—Zyo=—1"1
plyne, %e bod 2y’ lezf na priméru bodu (z, — y).
Abychom vyloutili 6 Z Tovhic (61), znamenejme
il_g _?/L_. 2__o%sin?2® =— N:
=5 J;=m a*—ctsn?@=0N;

mdme pak
c? a®— N
24 nt= N’ nt= N

*) Zvlasini to pkipad véty o étyFihelnicich orthogondlnich.
**) Prvni z nich m4 parametrické vyjadfeni
acos © __c? sin3 0@

¥ =96’ T b 520
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tedy

p 2t _nqz‘i_a”§2+ by
c? N c?

a odtud zmoenénim
cﬂ(gﬂ _+_ nﬁ) —_ (aagz + ])9ﬂ2)2

, Geometrické misto priselu primek NT', N'T jest Boo-
thova lemniskata, stredovd dpatnice ellipsy E,.
2 2

Ellipsa E, mé totiz polouosy‘—%— , —Cb—, a prochazi sttedy

t. j.

zaktiveni ellipsy (a, b) ve vrcholech.

Znamend-li ddle S, S’ priseky oskulatni tétivy bodu M
s osama Oz, Oy, maji pfimky 7'S’, SI" soufadnice

_cos@ sin O To5 —¢c0s® —gsin@
a ' beos20 ) TP acos2 @’ b ’

a rovnice jich priseku zni

au - _ by 1 L
— 08 ®cos20 sin O ‘ 08?260 | =0
— cos 6 o —3m0® c0s20 cos26

¢ili .
(2a cos @ u — 2b sin O . v) cos 20 4 (1 + cos®? 2 @) =0,
takZe pii oznadenf

V— 08 20
‘ T 14 cos20
méme pro soufadnice nafeho priseku
x=2acos® .V, y=—2bsin0.V. (62°)

Tyto vyrazy jsou viiti proménné z — ¢'© raciondlni funkce
stupné 8., tak Ze prisek ptimek S7 a T'S’ probihd raciondlni
¢4ru stupnd osmého. '

Jeji rovnici obdrzime, klademe-li do vyrazu

v — (cos® @ — sin? O) (cos® O - sin? O)
T (cos* O 4 sin® ©)% 4 (cos® O — sin® O)*




t. j. do

QY — cos* ® — sint O
T c0s* 0O 4 sint ®

na pravé strané hodnoty

o — ) = U
cos@_QaV, sin O = TR
a v levo hodnotu
xﬂ y'l
vysledek zni
x-l y4
at T Bt
V 2 + be : m_[.
o T
Zmocnénim dvéma a odstranénim &initele
2y
a? bt

jakozto rovnice uvaZované kfivky.
Jeito z (62°) plyne

Y- b
T a't‘q@’

méime zajimavy detail:
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(62)

Praseciky (ST', 8'T) a (NT', N'T) leéi na témé priméru
ellipsy (a, b), a ten je symetricky s primérem OM viéi ose Oxz.

Maji-li 7, M, N tyz vyfznam jako posledns, tvoi{ body
TMN trojihelnfk pravouhly; chceme uvaZovati kruh I' tomuto
trojihelniku opsany. Jeho stfed lezf uprostted délky T'N na ose
Oz, tedy mdme pro dsetku p Jeho sttedu a pro jeho polomér r

vztahy

=t+n= .os@—l—-—cos@ :

S a c?
+=t—n=———-—cos 0,
" cos @ a
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a odtud
pP—ri=in=c?
Rovnice kruhu I" tedy zni
) 2 | 02002
2 e op .. - a*+c%cos? 0
224y 2px 4+ c2=0; 2p= 7005 O

Méntme-li bod M, t. j. ©, probihd kruh I svazek, jehoz
vrecholy jsou imagindrnf body na Oy:

z2=0, y=-+¢ci

(63)

t. j. t. z. imagindrni ohniska ellipsy, ptedpoklidéme-li a = b;
je-li viak a << b, jsou .vrcholy svazku redlné, a sice jsou. to
obniska ellipsy (lezici na Oy).

Teény vedené ze stfedu O ke kruhiim I"majf stilou délku c.

Primér krubhu I°

9y — a?— c%cos? @
= *acos O
se na zdklad® vyrazi platnych pro fokilni privodite
o,=a—ccosO, go—=a -+ ccosO
iryjtidi‘i ve tvaru
— 010
or= +ax’

kde = je prvni soufadnice bodu M

Rovnice kruhu I™ opsaného 0 trojahelnik T'MN' zni po-
dobné

. 2 __ 20020 .
2+ y'—2qy — 2= 0, 2q=u-s—zf—n

R bsin®
& pro jeho polomér »* platf
2 +

pﬁ temZ y znall pofadnici bodu M

Chordé4la kruhd I I

9y —pz+ *=0

protne ellipsu v daléim bods @, Pro néjz

bt —ctsin® O . a® - c%cos® @ o

—in® sznw——-——m———costpﬂ-% =0



o ¢?sin 2 0 4 b®sin @ cos © — a’cos @ sin O
— ¢*5in 0 05 O cos(p — ©) = 0.
Klademe-li ¢ — @ = ¢, mdme
(b%cos® O + a®sin® O) sin p - c*sin 26 . (1 — cos y) = 0,
a odtud

v ____ a*sin® 0 4 b%cos® @
tg v ctsin2 0 (64)
Chord4la kruhd I, I majic souiadnice
— p —4q
U= — ?2— y V= 'c_l[ )

které se komplexnim parametrem z = €@ vyjadfujf jako racio-
nélnf funkce stupnd 6., obaluje raciondlni &4ru 6. t¥idy, JeJiZ
rovnici lze pséti

1 2 \/ 1 2
a“(u +\/u“—_—07) +4- b“(v 4+ Vo4 —c?) =
Rovnice pimky P, kterd spojuje sttedy kruhé I} I', znf

2aY -
b + q

jejf prisek N s normalou

az sin @ — by cos ® = c?sin O cos O
hovi rovnici

(ab ctcos O c?sin O

\

)xsn@ (b+ )ycosO:O

Je v8ak
a?— c%cos? @
2 — —
2(ap — c cos 0) = s ® !

. b2+ ctsin? @

2 —

2(bg + c?sin @) = 5in 6 ,
krétime-li tedy vyrazem '

a?— ¢?¢os?® = b 4 c?sin O,
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vyjde
xsin@_ycos@_o
PCcos® qgsin®

¢ili .
y_abi—csin’,
_ x b a?--ctcos® @ gv@
aneb, znamendme-li smérnici piimky ON literou m,
;_ a b+ (b2 — c?)tg? O
"= a4 ¢t 4+ a?tg? 0 i9 ©. (65)
Bodim diametralné protilehlym odpovid4d tiZ pifmka ON.
Danému sméru pifmky Ot odpovidaji tfi pdry bodi proti-
lehljch (0, ® 4 =); sméry jejich normél tvofi kubickou invo-
luci pti proménném m.
Ve zvldstnim pipadd e = b2 je b = ¢ a involuce pte-
jde v kvadratickou; v parametru tg ® — ¢ se vyjaddfi vztahem

tt, = —3—

2
Teéna v bodé¢ ® m4 smérnici

bcos® _bsin20 —0
asin® acos20—a’

jek splyvd se smérnici piimky spojujici bod 2 @ s vrcholém (a, 0)
o parametru 0. Tedy normaly vedené v protilehlych bodech ©
a ® 4+ z jsou kolmé na piimku (0, 2 ®) (coZ ndm jiz znémo).
. Znamenejme A4 vrchol @ = a, y = o piisludny k para-
metru @ == 0, ddle M bod na ellipse pfislusny k Ghlovému para-
metru 2 ©; kubickd rovnice (65) piifazuje takto k danému m
tfi body M, o parametrech 2 @,, a tangentich ¢, = ¢g @,. Nor-
mily ellipsy kolmé na piimky AM,, AM,, AM; maji tu vlast-
nost, ze piislu$né jim body N lezi na témz priméru ellipsy,
jeho% smérnice je pravé velitina m.

P oznatenf .
: t=1g0

1ze involuci (65) psdti -

=t pu =" f o (6Y)
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znamendme-li tedy

o=ttt o= bt + bt sty P = ANA
zékladni dkony symetrické kofend #,, ¢,, f;, mdme vztahy

, (@4 ¢)g, = a%yp,. . (653):

P =

18. Kubické involuce na ellipse.
Necht kofeny rovnice stupn& tfetiho
t° — @t*+ gt — @ =0
jsou tangentové parametry t¥f bodd M, M, M, na ellipse:
(0]
t = t_q —2 9

—u 1—13 —3 2t
—fTxe YT Txe

Rovnice kruhu K opsaného o trojihelnik M, M, M; bude
ve tvaru determinantnfm

z Y

x* 4 y? o’ 95 1
a® (1 —%)24 4p%% 1 — ¢4, t 4¢3, (1 4 t2)°
pii ¢emz poslednf tfi fidky naznaleny schematicky jedinym,
v némz tfeba postupné klisti ¢ =—1¢,, f,, f, (kofeny rovnice
kubicksé). . ‘

Operujeme-li na sloupcich, jak naznatuje schema

@)+ @), 1) —a*@),

x

=0

obdrzime
2 a__,e Zta Y
Pty'—a %a 25 1 —0.
—4c%® 142 t4 5 14 g
Pomoci rovnice : o

= @ t*— @yt + g, t* =(‘P: — @) (P — 1 90) E + @y
obdrzime
L+ B=atpt+ 7% 14280+ tt=qa'+ g% + y't%
(a){ "iz%; B=1— g, =0 ,
=g+ 1, =@, — 9, 1'"=2+ 91—,
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takZe nd8 determinant bude zniti

2 y?— a? f%u - x 1
—4e! 148 adpt, 4Bt @+ pt 't (=0
—4ct] 14t o+ B +pt] 484+ 7’t:

|  —4et; 148 a4 Bty pty o 4 Bt + 't

Na #ddcich tohoto determinantu provedeme operace

@—@ GH-Q@)

th—t, 0 t,—t
a ve vysledku jesté

4)—3),
ty— 1, !
tim vznikne
e ¢__ 2 x+a KA
dtyi—a o 25 1

—4cty 148 od-fh 9t P+ | =0
—4ct 41 L+t B4+ t) B+ (41
—4ct 1 ¥y Y
Zde vypadnou ve tretim Fddku tleny ¢, 4 ¢,, a po té ve
druhém i'adku tleny ¢, a t}; zbude

2 gt *tta oy
2'+y'—a 2 25 1
0 1 o o« =0,
0 0 g g
—4c? 1 Y Y
jakoZzto rovnice kruhu K.
Zde tieba vySetfiti determinanty
1 a o * . z + a2 Y 1
A A 1 o o ’
Ly 7 o s &

=]

uhu K bude znfti

nate’ rovnice _
A+ y*—a?) 4 42 B=0. (66)
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Tu jest
1 Ps3 149,03
4= 0 1— g, P3 — 9193
1 Py 2+ 97—,
tedy
| 1 Ps3 1 0 P3 — P, @, — 1
A:’ 0 1—9, o—¢, |=|0 1— g, P; — @,
1 P 2—9, | |1 Py 2—9,
t. ]
. A=(1— )"+ (P — 95) (66%)
Determinant B
atae Y 1
B— 2a 2b
1 P3 1+ P19

0 1 — @, P3 — P1P2
mé po rozvinuti hodnotu

B = (‘Pg — §193 + P — l)f_-;-a—a""

(667)
(@193 — 95) %+ 11— gy

Rovnice kruhu K tedy zni
(1 — 9+ (9 — 92)°] (2* + y* — a?)
2c? . 2 2c? o
_T(l — @3 T PPz — ®3) (z 1+ a) —’_b_'(q’s —,92) ¥ (66°)
4 4c? (1 — ) = 0.

Utinfme ﬂyni ‘uvaZovanou rovnici kubickou homogenni kla-

douce
— Y
P = v’
tedy
Yot — it - ot — 9, =0, (67)

a polozime za vy, V¥, Yy, P celistvé linedrni funkce parametru
A, tm% obdrzinte’ v (67) nejobecnéjdf kubickou involuci.
25
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Rovnice opsaného kruhu o trojici involuce p#islusnou
k parametru 4 pak zni dle (66°

[(wo — wa)® 4 (0 — ¥5)*] (2* 4 y* —a?)
922
92
- —?)C“ (wows — Pyy,) ¥ + 4e ey (v, — ¥y) = 0.

Z tvaru této rovnice vychdzi, Ze kruhy opsané trojindm
kubické involuce na ellipse probihajf fadu druhého stupné
. K,+ 21K, 4+ 2K, =0 67
pfi oznateni
K,=c,(z2*+ 9"+ Lz 4+ my 4+ n,
Stfedy téchto kruht probfhaji kuZeloselku, nebof maji sou-
fadnice
1 4424, 4 2%, — 1 my 4 24m, + 2*m,
P =T e, 1A%, 1T T 9 e, 2he, + 2%,
a kruhy samy obaluji bicirkuldrni édru 4. stupné (Darbouxovu
cykliku)

K?— KK, =0. _ (679)

Kruhy (67%) maji své stfedy na kuZelosetce a protinaji
orthogondlng urcity kruh 3, jehoZ stied je v priseku chordal
kruhit K, K, K, ; polom&r je spoletnd délka teten z nsdho k tdmto
kruhim vedenych.

Levou stranu (67%) rovnice obalové Eiry F(x, y) lze na
nekonetnd mnoho zplsobét psiti ve tvaru

F(z, y) = (%, y) — G(z, y) H(z, y), (67
kde @, G, H jsou vyrazy druhého stupné. A sice odpovidd ta-
kovy rozklad kazdé kuzelosetce G = 0, kterd se tdry F dotyka
ve 4 bodech v jeji prisecich s kuZeloselkou @ — 0, Ze-
jména existuji takové rozklady obecné tfi, v nichz liry @, G,
H jsou kruhy (po piipad® z &isti pHmky); tyto piipady viak
vyluéme z ndsledujici Gvahy.

Uvazujme kuZelosetku G = 0, a vyjadfme z, y jako racio-
nélnf funkce parametru f. ReSme rovmici (67%) *vii¢i 4, povazu-
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jice z, y za bod &iry G'; ponévadi zde K] — K, K, = F = &%,
obdrzime
K +0

— =5
takZe vychéazeji pro A dvé hodnoty 4,, 4,, které jsou raciondlni
funkce parametru {. Rada kruhd (67%) stanovenjch body na
kuZeloselce (G se rozpadd ve dvé fady I a IL

Libovolnym bodem M, &¢iry G vedme kruh I" Fady I; jeho
zbyvajici tfi priseky s Carou G budte M‘M“ M'“., Kruhy fady
[ z téchto bodd vychédzejici (parametry téchto bodé prostfedni-
ctvim funkce 4, urfené) se obecnd lisf od I'; bude tedy pro
tyto body M) kruh I' nélezeti ¥adé II, Pro parametry t'¢* ¢
bodd M) m4 pak funkce 2, () hodnotu spoletnou, jest i, (f)
zlomek dvou celistvych funkef tfettho stupns, kdezito 4, (f) je
linedrnf. .
Méme tak na kuZelosetce G involuci kubickou trojic M’
M M, ke kazdé trojici piisluif kruhovy doplnék 2/, od prvki
trojiny vyznaleny {im, Ze jim uréeny kruh fady 1I se od kruhu
Stvetiny list.

KaZd4 anallagmatie (jichZ obecnd jest &tvero) cykliky ¥
d4v4 timto zplisobem podnét ke kubické involuci na kuZelosedce
G (po piipadé ke dvéma involucim obyéejnym spolu prométnym).

A=

V komplexnim parametru
z2=—¢€9 .
vyjdd¥ se vysledky pFedeslé podobn&; moZno ostatnd prevésti
vzorce pfede§lé substituci
142
ke vzorcim o komplexnim parametru. Zejména vyjidfi se invo-
luce (67) takto :

Vo2 — P 8%+ g2 — =0, (68)
;(;:i(wo - %)-F (yy — vs)

Y = i3y + o) + (¥, + 3¢)

P, =B vo + ¥g) — (v + 3s)

;P; =1 (yy — Pg) — (¥, — ¥3)-
25*%
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Je-li M, (z,, y,) (» =1, 2, 3) trojice involutni, bude

__a 1 b 1
%——2‘(%4'77)’ yw——gf(zv_;;)

a soufadnice hmotného stFedu trojice

1
f=3 2% =52y
se na zdkladé vztahu
o — 1 —_
22, =Y, 1Y, 27=¢2 Y3

vyjadi takto:
a9, w) by ¥ |
- 6 L) Y3 61’ 1Po Y3 S
Vyrazy ty jsou vidi parametru 2 lomené funkce kvadra-
tické o spoletném jmenovateli a tedy
ntéZiska skupin Eubické involuce na ellipse probihaji
kuzeloseclu.®
Veli(:iny
B ('pn + 3y;) + 1By + ¢,)
wo (py — ws) + ¢(o — ¢,) ’
Wy (W F3¢)— By, + ¢,

Yy (¢.——¢s).-i(%—%) -
jsou komplexni sdruZené a bude 1ze na misté (69) psiti
g —_ a (¢1 -+ 311’3)(\01 '—'w)) + (3’(/)0 + wz)(d' - ¢2)
(P, — ¥3)* + (Yo — ¥,)*

b By, + vo) (@, — ;) — (¥, + 3y;) (P — Wy)
-3 (ll' —%) + (W — 1/}2)

" PH realnych funkefch w, vymizi vyraz
() (wo — 93)% 4+ (¥, — ¢¥,)? ,
pro redlné 1 jen kdy% soudasnd y, = ¥, ¥, = ¥, CO% je moZno
pouze v pfipadé .

g Yo =¥ — konst. ;
®) Yo — ¥, '

pak ale nullov4 mista naSeho vyrazu splynou. Obecns tedy veli-
¢iny (o) mizi pouze pro dvé komplexni 2 a z toho soudime, Ze

(69
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kuZeloseCka téZisti jest obecné ellipsa, pouze v piipadé (f) pa-
rabola.
Zbyvd jestd vyjimeény p¥fpad, kdy rozdily
Yo — Yo Yy — Yy
jsou nezévislé na A; tu kiivka t&zisti jest parabola.
Z typografickych pitin pi¥me g, misto ¥,, takze (68) znf
802® — §,2% 4 g, — g3 =0, (68%)
a pii tom
9, = g8+ 43",
kde g‘, a g“, jsou konstanty.

Kruh K skupiny z, 2, 2, protne ellipsu-v doplikovém Etvr-
tém bod& z,, jehoZ parametr jest

fg= —t =80
0 = = .
2,254, 03
Jeli 2z, dén, jest rovnief
Go — 208 =0

parametr A urden ve tvaru

— 80— g%

guazu — g%

i moZno zavésti z, jako parametr na mistd 4, pfedpoklidaje, ze
velitina

8o

0s

neni stdld. Rovnice kubicka pak obdri tvar
2,[(8'08" — 8" 8') 2* — (81 9"s—8"1 §) 2* 4+ (8'28"s — §"8%)]
—(8%8"1 —8" 8"+ (898". — 8" 8's) 7
—(8%8"s—8"00') = 0.
Zistatime viak u tvaru (68*) a.dopliime involuéni trojici
na &tvefinu o bod z,. Soumérné dkony pak jsou

gy =

= 91 + 2, fs= 93+ 0_9_2 72=92+z g;
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tedy po dosazeni hodnoty

3

h=f4d fg= 9'+9*+9°+92

e — 55— Go —
i — T % + 93
natez rovnice opsaného kruhu K zni dle (8%)

—9 92 91 ___d_g__ .
z° + y* — 2pz qz/+ + 5 =0 (10

p= 8a(q‘+g3+q"+%) *
: g da
(107
— (8 =8 go—%).
=% ( n TG

Dosazenim uvedenych vy%e hodnot g, = v, vychazeji hod-
noty:
p = _‘f_ Y3 ("Pl - w.«) + Yo (wu —%)
¢ (Yo — )+ (v —ys)?
ﬁf_ Yo ¥ — Py Y,y
b (‘Po — )"+ (P — )’

4(92_*_9‘) a? __22w0+w — Y Py — 1P11Pa__a¢

%) 2

)

=

2 (W — ¥)t 4+ (¥, — va)* ’
které se kryji s rovnicf (671).

Stfed S opsaného krubu K mé soufadnice (70°), doplnék
M, pak m4 soufadnice

— % (80 4 s b (8% _ 8
T°'"2(ga+g'n)’ y°_2i(93 go)'

Soutadnice pHmky M,S jsou racionslni funkce 4. stupné
parametru i, a tedy tato pfimka obaluje racionilni &dru 4. tiidy.

Soufadnice téziska skupiny 7' jsou dle (69)

—_ 2 (8 4, 8 — b (% 8
g—‘6(90+93)’ﬂ 67’(90 93)’



391

a piimka M,7 mé rovnici

x by iy
a + b' a b’ )
gO gS
. S % 1 |=o.
(@) O3 8o
S 92 3
i 9o 9s

Tedy téz pfimka (G) spojujici t8%i§t& skupiny s doplikem
M, obaluje raciondlni &iru 4. tifdy.
Ve zvlastnim piipads, kdy 2, nezdvisi na 1, t. j.

8 — konst.

0

tvorf opsané kruhy K svazek, jehoZz jeden vrchol je M, (z,).

V tom pifpadé mé determinant (G) v druhém Fddku kon-
stanty, ve tfetim po ndsobeni g, linedrné vyrazy, takie (G)
probihd obyéejny svazek, jak samozfejmo. '

V pifpadé Steinerovy involuce oskulaénfch trojic
5°—1=0 (6,=0=0, =1, g,=4)
se (@) redukuje na
e,y =W
a T b’ a b }_ 0
: Lo
(1] 20
kterdZto pfimka probihd svazek s vrcholem v potatku O. Té-
zisté S oskulatnich skupin skuteéné& leZf v potdtku. -
Polomér opsaného kruhu vedeny dopliikkem m4 v pipadé
Steinerovych trojic rovnici (M,S)
r y Y , 1 I
a 1 b 1
s+n) wl-m) v,
ct 1 e 1
8—a-(zo+—z-;-), —8-5(20-—;;—),- 1
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¢ili po substituci z, = /9, ,

r_ Y
c0s®, sin0O, T i \ age
—_— %0 e, _4a"—c ¢
(f. bg 1 _O_bcos@ox usin@oy ab
¢ c v
— ——= 4
a b
Tato pfimka (H) m4d tedy soufadnice
a®+3 1 b2+ 3a% 1

(HY u=—a

¢*d®* " cosQ,’ v=+0 g T c%d*  sin 6,

Klademe-li na okamiik

c?d? L c2de _
a@+35) Y TE+say P
mdme soufadnice nase
(Hz) U= — 1 (@u =—3 ®)

@ cos ®,’ B sin O,

a obalovéd &dra 4. ti‘idy piimky (H) mé tangencidlni rovnici

(H*) T ﬂw =1,
i jest patrng (srov. 33°) evoluta ellipsy majici osy poloZené na
osédch pivodni ellipsy (a, b) a za polouosy velitiny

1 1
| — d — §— _ ﬁ -
=13 V=1 1
o Bt Bt
Vzhledem k identité
1_(a£98)?
_"+°'ﬁ"— ctat
plyne
1 1 _ ( __bﬂ)a
T pT aa 7
tedy
o= ad®(d* + 2b“) b — bd“(d“‘+ 2a%)

¢t ct
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To jsou délky polouos ellipsy (a‘, ‘), jejiz normaly jsou
ptimky spojujici ve Steinerovfch trojicich stted opsaného kruhu
s bodem dopliikovym.

Patrné

d-l:
cl')___ ala__ bt2= _6_2_,
a rovnice (H') znéji
. a' b
(H) T s 8, " ¢Tsin 0,

Normdla ellipsy (a', b') v bodé M'y, prislusném k témuz
whlovému parametru O, jako doplnék M, Steinerovy trojice
oskulaéni na ellipse (a, b), prochdzi timto dopliikem M, a stie-
dem opsaného kruhu.

Obratme se k piipadu

2, = S — konst. ;

3
opsané kruhy K tvoii svazek, jehoz jeden vrchol je z,; stfedy
S téchto kruhd a tézi§té T involu¢nich trojic probibaji pi¥fmky,
i jsou zdroveii v souvislosti promé&tné; piimky ST obaluji tedy
kuzelosetku, coZ ostatné plyne téz z jich rovnic

. x Y 1

a(g, + 2, 4,) — b (g, — % 8a) 6g, —0

Q 19 — V.
%(Ql —+ 85 + 28 + 2089), 'l% (9, — 8+ 29 —2.83) 84,

(71)

19. Kubické involuce pat normdl.
Z proménného bodu z‘ na ellipse vedené normaly majf paty
2,2, 25, jichZ soumérné dkony znamenejme ¢, ¢, ¢,; DPFipojime-li
k nim prvek 2/, vznikne &tvefina, kterd dle ¢l. 13. hovi vztahim
__ 2az 4 24dby
cﬂ

2ar — 214b
hi=—1, =0, f1=._.7‘__l’ s =

_a{, 1 b ,____1__
=g () v=gr %)

soufadnice bodu 2’

znadi-li
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Z prvnf rovnice vych4zi

Py = 2,532 = — —

2’

z drubé plyne
g = — ¢, 7,
tieti pak podava
a’ 1 b? 1 d?
L= = e )= _
P, = fl c'z (Z + Z‘) c-z (Z Z') & 02 2
tedy
d‘l
"= g

Méme tedy na konec pro paty normdl z bodu 2z ellipsy
spulténych soumérné tkony
a? at 1
(plz—cl_z;n (p2:"'_c?a q’:l:_—z—:)
. a velitiny #, 2z, z; jsou kofeny rovnice
7' (%% — d?2) = d® 2% — 2, (712)
takZe tvoif pf¥i proménném 2 kubickou involuci.
Srovninfm s (68*) mdme
go = ¢%2', g, =d? g,=—d%, gg=—c%; (729

tézisko trojice pat nmormdl méd soufadnice (69)

ad®(,, 1\__ ad® \
f—w(”?)—s—cnm@ {
(13)
bd? 1 ba? ., |
"=—m(z’"7=—a‘asm@’ |
pfi ¢emz
7 = ¢,

Tézisté pat normdl spusténiych s bodu zy na ellipse md

souradnice
da a
(T) . E:Ww, n=— ’37[y.

Jezto soufadnice p¥fsluSného bodu Frégierova zngji
. c? c®
(F) B=m®h h=—w Y
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plyne
MY ___ 1Y
E T xy z’
23 2 2t ot
wo'E:’g’; 3/072%’7 20§ 4+ Y= 3y‘"°

Teézisté T pat normdl vedenyjch z bodu M na ellipsu lei¢
na priméru bodu Frégierova F'; oba body T a F jsou harmo-
nicky sdrufeny viéi kruhu se stiedem O a polomérem %:

OT.OF = % onM’-
Patnf kruh normdl K mé stted [(70°) a (729)]

2 2
p::b— .z"+i :—b-cos@’ ]
4a z 2a 1
(14"
o _1\_2 e
1= 10 z*z')—”.‘a?s‘" ’ )
jenZz probfh4 ellipsu o polouosdch
b? at
2 2%

Rovnice kruhu K znf
2 2
2?4 y?— b_“x_ cos @' __a_by sin ©' = d*; (74%)

dosadime-li sem vyrazy komplexni za sin @' a cos @, shleddme,
ze kruhy ty tvoff fadu 2. stupné, jejiZ obalovd &ra — zvlaStni
spirika Perseova — se uréi bez obtiZi.

Ptimka (L) spojujici body M, a stfed S kruhu K md zde
rovnici .

x Y 1
~acs &, —bsin®, 1 |
b2 a® =0
5 ¢os o, — Sin o', 2
¢ili
ar by ,
cos @' sin © or2 1 gy A% e ) pey 0¥
a? e —1 =(2b +a)605‘@’—(2a +b)szn@b
" b2 a? 2

+ ¢t =0,
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takze jeji Plickerovské soufadnice maji hodnoty

@22y 1 b2 1
- c%d*  cos@ T c%d®  sin@"’

které po zavedeni tihlu 0, = @'+ x, jemuZ piisludi dopinek M,
trojice pat, 1ze psiti

a(@43) b+ a?)

U= — V= —_——
c*d® cos O, ’ c2d? sin 0,

Polozi-li se »
ot — ad?(b® -} d*) pi— bd? (a4 d%)
a4+a‘2b‘1+b47 a4+a202+b4’
nachdzime, ze
primka L = M,S je normdla ellipsy (a”, b') v bodé, jehos
uhlovy parametr O, je tys jako pro bod M, na ellipse (a, b).
Jinymi slovy: ‘

Obalovd cara primky L, kierd spojuje kruhovy doplnék
pat normdl se stredem opsané kruZnice, jest evoluta ellipsy
(all’ bll).

Primka M'S, kterd spojuje vychodisko M'(z‘) normél se
sttedem kruhu K, md rovnici

. ax by
cos @' sin O —rone__ 2y % o 4 o, by
a? 2 1 =26 —a?) cos ®’ (2a®—0%) sin @’
b2 a® 2
' ~+c2d?=0
a jeji soufadnice
o _a@t—ah) b2 —1bY
Y T i s @, T Tcd® sin O,

'ukazuji,b Ze jeji obalovad Céra jest evolutou urtité ellipsy majici
osy v osdch ellipsy (a, b).

Obalovd ¢dra pimky M'T spojujici vychodisko normél
8 t&zi8tém involu¢nf skupiny urf{ se podobné&; rovmice piimky
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této jest dle (73)

r Y L
acos®@’ bsin®’
3¢t =0
1 —1 v
1 1 1
¢ili
. 2a% — b? 202 — a?
(] [, ~ A —
(L) @ o050 ° 7 patsme Y TI=0

Je-li zvlasts a = b\/2, maji pHimky M’S a M'T smér staly
Oz, resp. Oy; rovnéz M, T je v tomto piipadé rovnob&ino
s Ox.

Mimo tento vyjimelny pfipad je také obdlka pfimek AT
evoluta jisté ellipsy souosé s danou ellipsou (a, b).

Podminky, aby normély v bodech z, 2,2; prochdzely bodem
Z' na ellipse, znély

__ at . at . 1
¢1—W; %-—‘—-CT;, (P.a;——'—z—,,
tedy vylouti-li se 2
—h__ & (75)
P, = @ = o

Tyto podminky vyjadfuji, Ze normdly v bodech, jichz pa-
rametry 2z = ¢/© hovi rovnici
28— 2%+ g2 — ;= 0)
protinaji se na ellipse.
Pti parametru tangentovém

e
t=tgo
zndji podminky (75)
Q 2
== etiy=Spp, =1 (16
P3 1 -0

V tangentovém parametru zni podminka soukruZnosti &tyt
bodi

fi="H;
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znamendme-li #, bod doplikovy bodd ¢, ¢,¢, na &¢tvefinu kruho-
vou, méme tedy

¢+t = @5 4+ )y,

t. j. .
3 — T
ty = '(f"—__—(p_; 1 P1 = PPy,
tedy
to = @,

pro pifpad, Ze normély ¢, ¢, 7, tvoii svazek.
Znamendme li soumérné tkony velitin ¢, ¢, ¢, literami ¢,,
P2y Py o
t,=tg ?" ,
jest rovnice
P1 = ¢oPs5
dostatetnou i nutnou podminkou, aby normdly v bodech 0,, 0,,
O, prochdzely spoleénym bodem; pro
6, + 0,4+ 6,+ 6, =0
je ©, bod doplikovy na &tvefinu kruhovou a jest

o,
tg 39 = @;.

Je-li prisek normél na ellipse, mdme dle podminek (76)
pki oznadenf
‘a4 c¢? __ 2a%— b?

b"_ b b2

k=

rovnici kubickou :
‘ 83 4 kt = o, (kt* - 1). (76%)

Pro redlnd ieSenf ¢ je patrné ¢,:¢ kladné, tedy m4 ¢
totéz znameni jako ¢, = {,, takZe paty redlnych normél lezf na
téZe strand velké osy jako bod M,, tudiZ na opatné strand bodu
M‘, z n8hoZ jsou normély na ellipsu spuStény. CoZ ostatn® né-
zor podavd bezprosttedné.

Rovnici (76%) piSme ,
3 4k
5o = 10), fly= "2,

W1
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derivace

ktt — (k2 — 3)t2 -k
(ke 1 1)°

vymiz{ pro hodnoty ¢ hovici podmince

B4t M—3
@ PR T

f ()=

pro redlnd ¢ je levd strana vétdi jedné, i musf byti splnéna
podminka
k2 —3=>2 tj k>3,
mé-li derivace méniti znamenf. To znamend, Ze tu musi
a?=> 2b2,

Nenf-li tato podminka splnéna, mi derivace f'(¢f) znamenf -
stdlé a funkce f(¢f) se méni jednotvirné, takZe pouze jednou
projde hodnotou danou g,.

U ellipsy (a, b) v pfipadé a = b\/? vychdzi z kaZdého
bodu jejtho pouze jedna redlnd jeji normdla.“

V opatném p¥padé (z = b\/2) protind evoluta ellipsu ve
ttyfech redlnych bodech, jimiz déli se ellipsa na &tyii oblouky
(po dvou symetrické); z bodi na dvou téchto obloucich vychs-
zeji jen redlné normdly, z bodd na druhych obloucfch vedené
normaly jsou dvé pomyslné a jedna redlni.

Ustanovme obalovou &dru pﬁmek,'iez spojujf paty normél
ellipsy (a, ¥), spustdnych z jejich riznych bodi.
Znamenejme
d‘l

—_——=m,

c
rovnice (75) platné pro trojici takovych normél (v komplexnim
parametru) znéji
Py =m, ¢ = mq;.
Znamenejme parametry pat z, z,, #,, a kladme
g+ 25m="Hh, 2,55 =";
bude
=f 4+, =241, 9=,
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tedy rovnice nafe zndji
o+ FH—m =0, z1—mf) +7, =0
takZe po vylouteni z je

(2) f — (e — m)(1 — mfy) = 0.
Znati-li w, v Pliickerovské soufadnice pimky 21 %s, mdme
— 2 . _au by
Q) = au —ibv ’ 2T au — b’

tyto hodnoty dosadime do rovnice («), ¢imz vyjde
4 —[au (1 —m)-ibv (1 4 m)]. [au (1 — m) —ibv (1 + m)] =0
jakoZto rovnice obalové tiry piimek z, z,.

Ponévadz
1—-m=—2-;_,—2, 1—}-m'::——~2éb—,;,
znf tato rovnice '
abu® 4 00y? = ¢t (1
a v soufadnicich bodovych
% + 5= ci4 : am™

» Paty normdl spusténgch 2z riznych bodiu ellipsy (a, b)
jsou vrcholy trojuhelnikii této ellipse vepsanych a o ellipsu
ad B\
(-6—2, —cé—) opsanyjch.

\

Uvazujme nynf normdly spudténé z riiznych bodd pevné
normily z, = ¢'»; zbyvajici tfi normély méjte paty 2,2, 2, a
piSme :

' =2+ 2, §=22.
_ Podminky platné o Etvefiné pat normél ze spole¢ného bodu
t. J. .
. fﬂ = 0’ f4 =—1
dévaji pak
22,0, =—1, 22+ g+ (2 + 2)g, =0,
¢ili po vyloudeni 2
— 148} + 652 — L =0.

0
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Veliéiny g,y G, nastupuji na misto f,, f, v rovmicich (@),
znati-li opét w, v soufadnice pifmky z, z, spojujicf paty mnor-
m4l; dosazenfm tdchto vyrazi do posledni rovmnice vychdzi

4dabiuv — 2 (au + ibv) el + 2(au — ibv)e~i? =0
¢ili
abuv — au sin @ — bv cos 0 = 0. (78)
Vrcholy trojihelnikd ellipse (a, b) vepsanych a této para-
bole (78) opsanych maji vlastnost, Ze normdly ellipsy v nich
vedené se protinaji na normdle ellipsy v hodé @ = w. '

a

Parabola dotykd se os Oz, Oy v bodech = = —
cos @

’

resp. y — — , V nichZ tetna ellipsy v bodé @ 4 = (dia-

Sin®
metrélnim) vedend tyto osy protiné.
Smér osy paraboly obdrzi se jako rovmice pélu piimky
©, 0) ve tvaru
au sin -+ bv cos @ = 0,
bcos ®

a je tedy smérnice rovna ———,
asinw

»08a paraboly md smér teény ellipsy v bodé symetrickém

— .Y

Abychom uréili ohnisko parabdly, uvazujme isotropni tenu
v = tu; vloZenim do (78) vyjde pak
abu = b cos @ — ta sin w, alv = a sin @ -+ ib cos ©;
redlny bod této teiny uz + vy 4+ 1 = O hovi rovnicim

(F) bx cos @ + ay sin ® 4+ ab =0
az sin @ — by cos w = 0.

Prvni p¥isludi teéné ellipsy v bodé diametrilnim o 4 7,
druhd je kolmice ze sttedu O na ni spuiténd:
»Ohnisko paraboly (18) lezi v orthogondlnim primétu
stredu ellipsy O do jeji teény v bodé w + = vedené.”
»Ohniska parabol (78) prislusngjch k riznym boddm ©
napliiuji stredovou tpatnici zdkladni ellipsy.“
26
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Ridici piimka paraboly prochdzf pély obou pimek (F),
které urtuji ohnisko; prvni piimka mé soufadnice

€0s @ __Sinw

v =
a’vl b’

 —

a jeji pol ma rovnici
’ O.u40.v=sinwcos o,
t. j. pol ten jest prdvé bod O.
o Ridici primka paraboly (18) jest kolmice spusténd ze
stredu ellipsy na jeji teénu v symetrickém bodé — . .
- Rovnici (78) lze pséti
' cos® | SN __

2 = (18%)

piién{ bod teény w, v t. j. piimky 2z, 2,
1 1

Ly=——, Y= — —

u
tedy probfhs piimku

:co €08 sm ©

+ ?/o
tetnu ellipsy v bodé o - =.

Libovolny bod P, na tetné ellipsy v bodé ® -+ 7 promit-
néme do jeji os; spojka primétd sete ellipsu ve dvou bodech,
jichz normdly se protnou na norméle bodu o.

LeZi na snadé, Ze totéZ platf o druhé te¢né ellipsy z bodu
P, vedené, t. j. pata &tvrté normdly prochézejici spoletnym bo-
dem prvnich t¥{ je diametrdlni s dotykovym bodem druhé teény.
(Joachimsthal, Crelleiv J. 26 a 53).

»Libovolng bod P, v roviné ellipsy promitnéme do jeji os;
spojivd primka priméti seée ellipsu ve dvou bodech, jichZ nor-
mily magi t§E prisek jako. normdly v bodech diametrdlnich
s dotykovymi body tedem z bodu P, vedenych.

Parabolu (78) lze téz vytvoi*ltl jako jistou parabolu ) Stei-
nerovu. .

— +1=0,

. *) Pro &etné syntheticky odvozené vztahy srov. M. Pelisek, Uber die
Normalen der Kegelschnitte (Zprivy o zased. kril. &es. spol. nauk 1883).
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» Otdét-li se pFimka v roviné kudeloseéky kol pevného bodu
P,, obaluje kolmice na ni z jejiho pdélu spudténd uréitou para-
bolu“ (jez se dotykd poléry pevného bodu a &tyi telen kuZelo-
setky vedenych v patich normdl danym bodem jdouecich).

Bud kuZelosetkou naSe ellipsa, tedy v piimkovych soufad-

nicich
a®u?-4 b= 1;

hybnd pifmka u,v, otilend kol pevného pélu z,y, md 'pél
0 rovnici
au,u 4 by =1;
kolmice u, v z pélu na pimku u,v, spusténa hovi Jeété rovnici
Uyt - vv = 03
z obou poslednich rovnic vychdzi
cuuy, =1, cty,= — 1,

0% ve spojeni s podminkou %y + VYo + 1 =0 divé pod-
minku

(S)

které hovi soufadnice spuiténé kolmice u, v. Rovnice ta char-
akterisuje parabolu Steinerovu; parabola (78*) z ni vznikne pro

Ty

—Y% 42—
" v+c'— !

c? c? .
.1:0:——;005 W, Y= ——Sin o,

b

UvaZujme jedté oskulatnf tétivy ellipsy (a, &) prochdzejici
riznymi body na oskulainf tétivé pevného bodu z,. V rovnicich
charakteristickych

=1 =0
ziistavd jeden kofen 2z, pevnym, takZe znamendme-li soumérné
tkony parametrd z, #,2; pat hybnych tétlv literami g, g, 93, ob
drzime vztahy '

1
Gs — P %0, + 6 =0,
0 .

které definujf na ellipse kubickou involuci. Jeji trojice 2, 2, 2,

jsou na ellipse vytindny svazkem kruhd,. jehoz jeden vrchol

Jjest z,. _
26*
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" Dv& trojice této involuce zndme predem; nejprve mdme tii
tétivy prochdzejicf bodem z,, jichZz paty tvoif trojici Steinerovu
o dopliiku z,; ty se dopliinji tétivou vychdzejici z bodu z, na
jednu &tvefinu, a jich kruh patnf jest jednim z kruhd svazku;

dale urtuje 2z, jako prvek trojici Steinerovu s doplﬁkem 1 , jejt

kruh je pak druhy kruh svazku, ob8ma kruhy je svazek urcen
Chordala svazku prochizi stfedem ellipsy, takZe splyv.i 8 pri-
mérem ellipsy obsahujicim bod z,.

. Rovnice g, + g,8, =0, jiz hovi tfi body 2,2 2, vdzané
podminkou, aby se jich tétivy oskulatnf protinaly v jednom bodé,
charakterisuje body % 8y jez vcbdzeji ve skupiny na$i involuce
jako prvky; piimka z z, jest jedna ze stran trOJuhelnika 2, %y 4y
involuéni trojice.

Znamenejme b, = z, -} 2,, b, =2, #,; piedesld rovnice se

pfepiie na
: 140 +7'h + 20,5, =0
Soufadnice w, v pHmky 2, 2, hovi rovnicim (). pro
fi=h, fa=0,

a tak vychdzi z predeslé rovnmice

(au — tbv)? + (au 4 ibv)? — 227 (au — ibv)

. — 2z, (an -+ ibv) =0,

jako tangencidlnf rovnice obalové E4ry stran involuénich troj-
thelnfkd., Znamendme-li z, = ¢, jest jeji redlny tvar
() atu® — b2 = 2an cos @ — 2bv sin O;
tdra tato jest parabola. Tato se dotfkd hlavnich pidek v jich
prisecich s tetnou ellipsy v bod® O 4+ » vedenou, mimo to se
dotykd pifmky au=2cos®, bv = 2sin 0, jez pili vzdlenost
této teény od stiedu. POl ub&Zné p¥imky (0, 0) md rovnici
(&) au cos-0® — bv sin ©® = 0,
t. j. osa paraholy md smér priméru ellipsy prochdzejiciho bo-

dem — @ (soumérnym s bodem z,).
Substituce v = — iu ddvd isotropni tetnu

acos® 4 ibsin®  _bsin®—iacos O
7 ; v=2 e .

u=—2
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a redlny bod na této pomyslné piimce, t. j. ohnisko paraboly
z, y hovi rovnicim

@
) aaccos@—}-bysm@—}--?_o,
— bz sin O - ay cos @ = 0.

Drubé rovnice ukazuje, Ze ohnisko paraboly lesi na pri-
méru ellipsy obsahujicim bod @ (t. j. z,).
Prvni rovnici (F) lze pedti

at ,
zzy + ¥y + 5= 0, (wy=acos®, y,=bsin ),

t. j. oknisko paraboly leZi na poldre bodu z, vzhledem k pomy-
siné EruZnict ‘

dg
x”—!—y’-{- —2—=O.

Resenim rovnic (F) vychdzi

y— — as a cos @
- 2 a%cos®O 4 62sin?2 0’
ac b sin 6

T2 a%cos®@ F bisint@
i ds { x2 2
(@* 4y = z‘(‘ai +':Z—a)7
takZe ‘ )
nOhniska parabol I1 prislusngjch k riznym oskulaénim
tétivdm (2,) nmapliiuji Boothovu lemniskatu.“

Déle nalezneme pro ¥idici pffmku paraboly I7 jakozto po-
liru ohniska dvé rovnice, jez znalf pély piimek (F):

c®au cos O 4 ctbv sin ® = 2 (a®cos® O — b?%sin® O),
au sin @ 4 by cos ® = sin 20,

z nichZ feSenim vychdz{
(4) cu=12acos 0, c'v=— 20 sin 6.

» Ridici primka paraboly I1 je teénou ellipsy

.
a%z? 4 byt = _Z_’a

a sice v bod&, jehoz anomalie m4 hodnotu = — O.
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Pro osu paraboly nalezli bychom rovnici

abd? sin O cos @
a? cos®O 4 b%sin O

bx sin @ 4 ay'cos 6 4 =0.

Soutadnice ohniska «, y a soufadnice osy #, v hovi rovnicim
1

UL == VY = — .

2

- 20. V pravothlé soustavé soufadnic z, y zavedme jako
soufadnici vyraz » = z*-{- y%, a potlatme y, takie nové sou-
fadnice bodu budou u, . Rovnice -

() Au— 2Bz + C =0,

pak representuje kruh kolmy na Oz, t. j. jehoZ stred lezf na
Oz a md soufadnici

B

P=—7j
mocnost kruhu pro bod O je pak
c

n = —:4",

¢tverec poloméru
] — AC

rP=p*—n=

Podminka, aby dva kruhy nadf soustavy (I) — kruhy (4,
B, () a (4, B, () — se protinaly orthogondlng, znf
. AC'+ A'C—2BB =0. (1)
. Kruh soustavy (I') (znatfme tak kaZdy kruh kolmy na Oz)
dany dvéma body u,z,, wu,x, md rovnici

% — = L% (@ — =), (2)

kruh vedeny danym bodem u, z, rovnob&zné s danym kruhem
(4, B, C) — t. j. 8 nim sousttedny — md rovnici

+ 2B
eew=Te—a @
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Kruh soustavy (I') vedeny danym bodem u,x, a kolmy na
kruh (4, B, C) md rovnici '

u xz 1
u, x 1 |=0 “)
C B 4
&li N
C— A
U — u, = .B_-—:‘lzull- (x — x,). (4*)
Rovnice .
' F(u, 2)=0 ®)

charakterisuje uréitou ktivku soumérné lezfcf vii¢ti Ox. Danym
bodem tiry vedeme kruh soustavy (I'), ktery se ji v ndm do-
tykd (kruhovd tefna, cyklotangenta); jeho rovnice zni (plyne
snadno na zdkladé (2))

vU—u:Z—;‘(X—x), (6)

znadi-li U, X soutadnice b&Zné na kruhu tetném. Mi tedy pro
body na &dfe derivace
u = d—x ‘
geometricky vyznam u'=— 2z,, znali-li z, Gsetku urtujici stfed
cyklotangenty.
Cyklonormélou neb kruhonormélou nazveme kruh soustavy
(I), ktery v daném bod& (%, ) protind kolmo nadi ¢dru. Jeho
stfed je stopa teény na Oz & polomér je délka tetny. Podle
(4) a (6) znof rovnice cyklonormédly v bodé (u, x):
U—u X—2z 0
“ z 1

1
xu' — u, 5 W 1

(N) =0

il | ’
@ (O—u) '(—%—u‘—- :c)—— 2(—;— o — u) (X—a)=0.

Obratme se k ellipse (a, b)

b‘lxﬁ + a?y‘l —_— a2b2;
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pti dosavadnim oznadenf (a? — % = ¢?, ¢ = «¢) vV novych sou-
fadnicich se rovnice pfepife na tvar :
(E) u = &%% 4 b2

T4z rovnice odpovidéd hyperbole (4%2% — a%y? = a%?) pro
ptipad, Ze se % nahradi — 2.

Hodnota

:_du_ 2
u_%_an

poddvé pro polohu stfedu cyklotangenty v bodé z usetku
, ’ z, = &'x;
stfed ten zdroveil je stopa normily ellipsy na Ox.
Velitinu :
2
- = ag? = q,

m:ﬁme v obrazci (pfi konstrukei stfedu ktivosti ve vrcholech);
na zdkladé poméri
Ty %
’ i x T a
strojime dosti pohodlng stopu normdly (podobn& u hyperboly).
Rovnice kruhové telny u ellipsy (E) zni
U+ u=2ex X+ 2b* ' )
aneb ‘
U=2&%% X — %%} b2 79

Dva tetné kruhy, pfisluiné k bodim z a z,, se dle toho

protnou v bodech, jichz spole¢nd usetka X jest urlena rovnief
2X (@ —x,) = (a*— z}),
t. j.
—ztn
X = 5 -

»Chorddla kruhi, které se dbtgjka.jz’ ellipsy kaidy ve dvou
bodech na téfe poradnici, jest uprostied mezi obéma pofadni-
cema bodi dotykovych.“

Pro polohu priseki tfeba znati spole¢nou hodnotu U, tedy

U=e22X —z) + b*=¢’zx, + b2
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Sestrojme bod ellipsy, jehoz tsetka jest

o —_—VE’

U=eay -+ b?
spljvé se soufadnici U obou priseki naSich kruhd.

Pfi stilém U, X ddvd (7) rovnici kruhu, jenz protind
ellipsu ve dvou pédrech bodii; jich tetné kruhy (I) se protinaji
v bod8 daném (U, X). Kruh ten je kruhopoldra bodu (U, X).
Jeho stfed splyvd se stopou normély ellipsy v bodé z = X.

Libovolny kruh (I') prochdzejicf timto bodem (U, X) pro-
tne kruhopoldru v bodé (U,, X,), a ellipsu v bodech o tsetkich
x,, Z3; body na Oz urlené vselkami XX,, z, x, tvoil ttvefinu
harmonickou.

O dvou bodech M, M’ a jich kruhopoldrdch I, I'’ plati
véta analogickd zndmé vété o kuZeloseikdch:

Le#i-li M' na poldie I" bodu M, prochdzi jeho poldra I'
bodem M.

Uvazujme nynf tetné kruhy I} I, v bodech z, z,, a sice
bézf ndm e pifpad. kdy tyto kruhy se protinaji orthogondins.’

~ Dle (7°) méme pro soutinitele v rovnicich nafich kruhd
Ad=1, B=1¢%, C=¢&%*—0d? atd,
a podminka orthogonality zni

jeho soufadnice U

202 2a%*
:v’-l—xf—.?e’xxl-_—?:—cT. (8)
K dané cyklotangentd z urtfme kruhotetnu na ni kolmou
na zikladd této rovnice; miZeme kldsti x, = Y t. j. povaZovati

x; za potadnici na ellipse
2 2
24yt — Bety = =,

piisludnou k Gsetce x. Pro tuto ellipsu znime body

y =20, x:-}_—“—"VZ,

z=0, y._ ab\/2

2

z=y=+ i
posledni dva jsou jeji vrcholy.
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Pro soufadnice prisekd kruhd I, I méme nejprve
X= 2

“« ’

ddle jest
' U = &*zzx, + b%;
rovnice (8) t. j.

2a%?
@ 4 2,)?— 2(1 + &2) xx, = ‘z, (8%)
davd dle toho \ -
2(1 4 &% —
4X2— T (U —b)= "¢,
t. j.
U=—"_@x +
—'1 + £ ))
¢ili
b%z? 4+ (a® 4+ ¢?) y? = b%c2 9

Geometrické mfsto priiseki na sob8 kolmych kruhotelen
ellipsy (a, b) je tato ellipsa (9). V piipadé hyperboly je to opé&t
hyperbola. .

Budte z,, z, dva body ellipsy; kruh I” jimi urleny mi

rovnici (2), v niz
u?";'—_:—i—ll- = &' (z, + ),
rovnice zni tedy
U=t +,&% (2, + 2,) « — & (1, + 7)) %
¢ili po dosazenf hodnoty u, — &%x? + B2
u — &2(z, + z,)z + x,2, — b2 =0. (10)

Pro kruh soustavy (I') spojujici dotykové body vepsanych
kruhi orthogondlnich ném rovnice (8*) dava
' ; .20
21 + &) 2%y = (2, + 1) — YR
takZe pki oznaden{ Z, + x, = 2¢ rovnice kruhu (10) bude

2 & . P 2
,u—_2ex.a+r¥-€—g(2a _F)_" —0

2e? 240
u—2e’x‘.a+ 1+€26"-¢_—li£2

¢ili

pr=0. (11)
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Obalovd ¢dra téchto kruhd
2 4 ¢ 1
—Ta b=yl + @t

je patrné opét ellipsa

u

’ 2

(A —eH@+ et toyr=27T 50 a1
s polouosama ~

a b 2 + &2

1+8_2’ 1—|—e".
2

Dotykovy bod kruhu (11) s obalovou ellipsou mi tsetku
20 27, ‘

T+ &1+

znatf-li z, usetku stfedu obaleného kruhu, Pata normély spu-

§téné ze sttedu kruhu md dseéku

2=

xO
=
znamendme-li
14 _a c?
| w=a—g—=g+3
mame srovnalost .
x __a
T T a?
1 a,

kterd divd bezprostfedné konstrukei pro bod dotykovy.

Kruhové tetny na sob& kolmé tedy obdrzime pomoci pri-
sekil zdkladni ellipsy s teénymi kruhy (I") ellipsy (11%).

Pristupme déle k otdzce kruhonormél ellipsy (a, b). V bodé
(4, x) vedend cyklonorméla md dle (N*) rovnici

(U—u) (% —2x) —2(e%2*—u) (X—2) =0,
tudiz po dosazenf hodnot
& — 1=:—7.'—Z, &% —y —= — b?
(U—wyz=2a*(X — 2), . (12)
aneb nahradf-li se « svoji hodnotou, .
Uz — 20X + (o' + ¢* — et o= 0. (129)



412

Sefadime dle mocnin z:

2 e 2
x"—g—i_——%i_—c—x—l—%}(zo; (12%)

€
tato rovnice ukazuje, e danym bodem (U, X) v roviné prochd-
zeji tii kruhonormaly ellipsy (a, b); jejich paty maji dseéky z,,
z,, 3 — kofeny rovnice (12*) — jeZ hovi podmince
2, + &+ 2, = 0. (13)
Libovolné tfi body ellipsy (a, b), jichZz dsetky hovi této

podmince, maji tu vlastnost, Ze v nich vedené kruhonormély
ellipsy jsou spolu ve svazku.

Soufadnice vrcholi svazku jsou pak ddny rovnicemi
 2atX=—%, Utattot=—ct,  (139)
kde poloZeno
fa =22y + 2,2, + 732,, ;= x,7,2;.
Z (12*) vychdzi (délime x* a sefteme pro z = x,, x,, x;,)

2 2
242X _ 1 __.U—l—aq—i-c_z_l___z,x

) p—
P2

(4

&2 z3 € A
t . g o Oty
.1 i4attef, __ (U+a’+¢)
2 i 2
FXEF=Tg Lo da'X

Poloméry r,, r,, r, kruhonormdl jsou dény dle vzorce

=% e @t o),
tedy
Sri=—at> ;1,,7+ e23xl — 3(a®+ ¢%);
aviak
a“X“Z—;—z-i.—‘-i—(U + a* 4 ¢%)?,
| 2x3=—2f2=%—(0+a’+c“),
takze vychdzi
Sry= (ﬁ—;;—-!_ﬁ)z-f- 2U — (a®*+ ¢%
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pro soultet &tverci poloméru vSech tif kruhonormil vedenych
z bodu (U, X).

Body kruhi nullovych
'U+a‘1—|-c2—+2\/ag——_i-_cg‘{
maji vlastnost, Ze pro kruhonormély z jejich bodu na ellipsu

spuéténé jest
22 =20U.

Volme ddle bod U, X na ellipse; mimo jeho kruhonormdlu
prochdzeji jim je§té daldi dvé kruhonormdly, majici své paty
v jinych dvou bodech ellipsy. Dosadime ve (12*) U — &2 X® 4 4%,
a vyjde

(X" + 2:‘ )x +
feSeni # — X odstrani se délenim na x — X, ¢imZ vyjde rov-
nice kvadratickd*)

2(1

X =0;

2a?

et

2?4 Xz = =
Zavedeme-li opét u, mdme rovnici
u 4 2 Xz = 2a® 4 b

jez piisludi kruhu vytinajicimu na ellipse paty uvaZovanych kruho-
normaél.

Tyto kruhy pisluiné k riznym hodnotim X, t. J k riz-
nym bodim ellipsy, tvoif svazek; vrcholy jeho jsou body

z=0, y=+\2a*+ b
Kruhy tohoto svazku vytinaji na ellipse po dvou pérech

bodd, jichZz kruhonormély se protinaji na ellipse. Body jedné
dvojice jsou vzdy pomyslné, kruhonorméila vSak reilnd.

Uvazujme je§té trojici Steinerovu; je ddna rovnicemi

x,= a cos (0 + vw), m:%, v=0, 1, 2.

*) Usetky z,rs DPat normal hovi ledy rovnici involutarni

2a4
.29 -+ e =0.
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Podminka Xz, — 0 je tu splnéna, takze

Hkruhy (I vedene kolmo na ellipsu v bodech Stemerovy
trojice prochdzeji spoleénym pdrem bodid.“

Pro stanovenf pruseku tfeba zniti soumdrné tkony f,, f,
veli¢in z,; pro

fo = a®(cos @ cos A, + cos O, cos O, -} cos O, cos O)

nalezneme snadno

podobnd
_a® :
fs= - 8 30;
vzoree (13°) davaji
2
X=——%‘;cos3@,~ U:—aq—%—c’,
t. j. priseéné body kruhonormdl v bodech Steinerovy trojice
jsou vZdy pomyslné a naplituji pomyslny kruh

224 y*+ a4 ——l—c’—O

spolend chorddla t¥f cyklonormdl jest
cﬁ
% = — g~ cos 3 @

Steinerova trojice urtuje kruhovy trojihelnfk, jehoz strany

jsou kolmy na Oz. UvaZujme stranu uréenou body
z=uacos O, z,=acos 6,, 6,=06 4 23”
Kruh témito body uréeny md rovnici
U=c%*(z+ ) X + b — &’az,,
v naSem piipadé pak ‘
z -+ z, = a.cos (@ +—§)

a2

.2
zr, = -a2—cos 2(@ + %) -
takZe pfi oznateni
=0+ 5
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mime jakoZto rovnici kruhu nageho

c? . c? ct
U:;Xcosqa-i—b’{- —Z—-?cosmp (14)

aneb

U—a"-{-ic“:—chcosw—c”cos*q)' '
4 7 ’

diskriminant této rovnice o nezndmé c cos ¢ vymizi pro body na
obalové ¢dfe téchto kruhd; ta md tedy rovmici

1 c?
2 alipn DU S ¢ ]

U—a®+ = 4a9X R
t. j. obalovd &ira kruhovych stran Steinerovych trojihelnfki
u ellipsy (a, b) jest ellipsa
62
'I ’
(4a%— c®) 2%+ 4a%y® = a?(4a% — ¢?),

u:—‘li—e"x’-{- a? —

kterd md vspoleénou velkou osu a, ale polovitni délku ohnisek %

Dotykovy bod strany (@, C +-??T”—) s obalovou ellipsou

Jest urten rovnici
z=2a cos(@ + %),
takZe -;— piisludf na ellipse k dhlu sttednimu ; @ + 0,).

Nehledime-li k trojicim sloZenym 2z dvojic uréité involuce
a stdlého bodu, jsou trojice Steinerovy jedind fada bodé na
ellipse, pro né% jsou zdroved norméily obylejné a cyklonormdly
ve gvazcich.

Podminka pro cyklonormily ve svazku

Sx,=0
8e pomoci parametru komplexnfho z — ¢'@ pfepise na
() fifs + . =03

naproti tomu jsou tfi normély ve svazku za podminky

(ﬁ) . o v fa =fa fae _
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Ob& podminky plat{ soutasné pfi
f(ff +1) =0,

tedy bud

1) pro f.=0, =0,

coz divd Steinerovy trojice, aneb

2) pro =1, ffj=j==11

coZ d4avd rovnice

2 — fi2*—jfie —g =0

se stdlym Fefenim 2z —= — j.

1.

ARl

Lo~
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