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Harmonické stredy soustavy trojbodové.

Napsali dv. rada B. Prochizka a assistent J. Zdarek.

Dvorni- rada prof. Dr. Emil Weyr ve svém pojedndni
, Uber Polurgruppen“, uvefejnéném v LXXXI. svazku Zpriv
o zaseddnf cis. Akademie v&d ve Vidni roé. 1880, vychédzeje od
zndmych vlastnosti harmonickych stfedd, zmiiiuje se také, mimo
jiné, jako o zvlastnfm pFipadd o sestrojeni harmonickych stfedi
viéi soustavé tif bodd a uvddi ndkteré zajimavé konstrukce.

Utelem tohoto ¢ldnku je odvoditi konstrukce harmonickjch
stiedd soustavy trojbodové zcela samostatnd a provésti zevrubné
viechny konstrukce, jeZ s touto tlohou souvisejf.

' a) V.té piftind pfedpoklddejme na piimce P tfi libovolné

body a, b, ¢, (obr. 1.), jez nazveme zdkladni a sestrojme k-nim

pislusné body a,d, ¢, tak, aby kazdd z dvojin a,a,, b.bg, c,c,

odd8lovala zbylé dvabody zékladni b,¢,, c,a,, a,b, harmonicky.
21
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Ke konstruT(ci této zvolme libovolnou kuZelosetku K
(obr. 1.) a na nf bod s, s néhoZ promitnédme body a, b, ¢, na
kuzelosetku K, do bodd «, 3, y,. Protind-li spojnice priiseéného
bodu e, teten, v bodech B, a y, ke kiivce K sestrojenych,
8 bodem «, kuZelosetku K v bodé e, tvoif body p’, 71 8 . A
kuZeloseéce K harmonickou &tvefinu*), a tudfz spojnice se, vy-
tind na p¥mce P zédany bod a,. Obdobné sestrojime — pomoci
daldf te¢ny kiivky K v bod® e, sestrojené — body 8, ¥,, z nichz
promitnutim 8 bodu s odvodime body 0, a ¢, na pfimce P.

Jezto pHmky w,a,, B,8,, 717, jakozto spojnice vrehold troj-
tihelnfka kuZelosetce K opsaného s protilehlymi body dotyénymi
protinaji se dle v&ty Brianchonovy v jediném bod8 's, jsou body
@85, 13,5 7170 Da kiivee K body involuéni Fady a proto i body
a,ay, b bgy c ¢, ndlezeji téZe Fadé involuéni na pi{mce PF.**)

"Vytkndme déle na pif{mce P prostou a s touto fadou in-
voluéni' a,aq, b,b,, ¢,c, ... projektivnon fadu bodovou a, b, ¢
. tak, aby body: a =a,, b =1b,, ¢c =c,, a aby tudiZ byly
samodruznymi body ***) obou téchto fad. Tim je jejich projek-
tivny vztah Gplng urlen a miZeme k libovolnému bodu z fady
prosté urditi pifslufnou druZinu bodovou z,z, v fadé involuéni,

K tomu cfli sestrojme kuZelosetku L vytvofenou prOJek-

tivoymi svazky paprskovymi s(say, sp,, 1 .. a's(se,, 1s8;,
Ty, ...), kteraz je péti body s, 's, e, B,, 7, urfena, a pro-
mitnéme na tuto bod & s bodu s do bodu lu §. Tomuto paprsku sz
odpovidd ve svazku druhém paprsek Ts&,, protinajici kuzelo-
setku K v bodech &, &, jez urbuji ve svazku s paprsky s&,,
s, vytinajicf na pHmce P hledané body z,, 2,.

*) Bod o, jest stfedem Fady involu¢ni na kfivee K, jejimiz samodruz-
nymi body jsou body g;, 71 a body @;a, jednou druzinou, oddélujici har-
monicky tyto body samodruZné. (Z toho zdroveir plyne zajimavd véta: Kazdé
dve vaei kuZelosecce sdruzené poléry stanov1 v ni harmonickou &tvefinu
. Godovou.) '

) **) v, Staudt, Geometrie der Lage, Norimberk, 1847 str. 121, nebo
Cremana,, Theorie der ebenen Kurven, ném. preklad Curtze-ho, .Greifswald,
1865, str.:36.. .

*xk) Znémo, ze _soumistné pro;ektxvné fady prosté. a; xnvoluém ma_]l
th body samodruzné (Dr. Emil ‘Weyr:" Theorie der mehrdeuhgen geome-
trischen Elementargebllde, Lipsko 1869, str. 10.); :
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Takto sestrojené body z, z, jmenujeme harmonické stredy
druhého stupné pro soustavu bodovou a, b, ¢, vzhledpm na
pil x. . A

b) Paprsek £ &, mozno vSak sestrojiti jednoduseji.

Promitneme-li body «, B, 7, jakoZto body fady prosté s li-
bovolného bodu ¢ kiivky K, povstane svazek ¢ (ce,, GB,, 67, - -.)

Obr. 2.

taktéz projektivny se svazkem s (‘se,, sg,, sy, . ..), tvoci
8 timto kuZeloselku, kteréZ mozno ke konstrukei bodd z, z, po-
uziti stejné jako kuZeloseCky L. Zvolime-li viak za bod ¢ bod
®, (obr. 2.), budou oba svazky o a. 's perspektivné, ma,)ice
v piimce o, 's samodruzny paprsek ow, = 'se, a pHmku By,
za osu. Tato zastupuje kuZelosetku L obrazu 1.. a proto byla
taktéz L oznatena. Bod z promitd se s bodu s na kuZeloseéku
K do bodu ¢ a paprsku a,& _o'§ svazku ¢ odpovidd ve druhém
svazku 's homologicky paprsek Us&, prochdzejfef bodem

o= (as¢ B,7,).
. at*
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Paprsek tento protind kuZelosetku K v bodech &, §,, jimiz pro-
chézeji paprsky s&,, sE,, stanovici v piimce P z4dané body xl z,
(jako v obr. 1.).

Ze stejnych divodd lezf na paprsku £,&, také body

= (ﬂaf ) a by = ('}'23 “1ﬂ|)~

Mozno tudiZz zdroved vysloviti vétu:

Promitneme-li body «,, 3,, 7, s bodu § kiivky K na ptfmky
resp. f,7:, 7:1%, % B, obdrzime tii body &, §p, &y leifci s bo-
dem !s na téze pi{mce.¥)

Tyto tki body £,£p&y lze téZ jinak sestrojiti.

-

. Promitneme-li harmonické body 6,7, e, 8 bodu £ na ptimku
g7, = L (obr. 2a) do harmonickych bodd g,», m§, jest bod

m= (E"‘x . ﬂl?’x)

jednfm vrcholem diagonilného trojahelnika zuip **) Gplného étyr-
tihelnfka §a, 8,7, vepsaného kuZelosetce K a proto bod &, jést
prisetikem strany §,y, tohoto ityrihelnika se stranou wp diago-
ndlného trojihelntka mnp. Obdobnd je bod & prisetikem $poj-
nie 7,¢, & mn a bod &= («,f, mp). Tedy na primce £ &
protinasi se strany diagondlného trojihelntka mup se stranamé
trojiikelntka o, B, y,, v Zddangjch bodech §,Eg&y***).

*l D" Emil Weyr »Uber Polargruppen, str. 3.
) n=(ady . én), 0= (1101 8).

*#x) K téze konstrukci dospel jingm zplsobem prof. Th. Monin, ve
»Drobné Zprave“ uvef. v Cas. pro pést. math, a fys. rod. XVIL str. 242
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¢) Ze tato geometrickd definice harmonickjch stfedd pro
soustavu t¥{ bodd souhlasi s obecnou analytickou definici Jon-
quiéres-orvou,™) plyne z ndslednfho:

Obecny vztah pro vyjddfeni projektivmosti involuéni fady
bodové na pfimce a s ni soumistné Fady prosté Ize vyjadFiti
vyrazem:

zx + ar] + fr,x + yz, + 0z + ¢ =0, (1)
kde «fyde jsou tiselné soutinitele, promé&nnd z,, dle nfZ je
rovnice kvadratickd, je spoletnym znakem vzdalenosti oz,, oz,
bodd z,, x, jakoZto dvojin ‘Fady involuéni od poldtku o a pro-
ménnd z, dle niz je rovnice linedrnd, znatf vzddlenost oz této
druziné p¥islu§ného bodu x fady prosté od téhoZ poddtku.

Pro nd3 uvaZzovany piipad vypotteme hodnoty pdti koeffi-
cientii «...é&, dosadime-li do této rovnice hodnoty vzdilenosti
péti bodd fady involutni a piislunych péti sdruzenjch bodi
fady prosté od potdtku o, zvoleného na piimce P. Jeito body
a, = a,b, = b, = ¢ jsou samodruzné body téchto Fad, dosadme
nejprve z, =« = oa, ¥, = & = ob, , = x =oc; tim nabu-
deme ti{ rovnic. AvSak bodim a, b i‘ady prosté odpovidaji jeSts
v involulni fad® tii body a, resp. b, (odst. a). ObdrZime
tudiz dal¥fmi substitucemi #, = oa,, x = oa a z, = ob,, z = 0b
jest& dvé rovnice.

Vyloudime-li z téchto péti podminetnych rovnic a z rov-
nice (1) koefficienty « . .. & obdrZime rovnici platnou pro nds
piipad projektivnych ¥ad. Splyvé-li bod # s poldtkem o, obdr-
#ime podminku pro vzddlenosti obou tomuto politku jako pdlu
piisludnych harmonickych stfedi 2. stupné z, z, soustavy bodové
a, b, ¢,, dosadfme-li do této rovnice z = 0.

Usetky on,, ob, vyjddfeme danymi Gsetkami oa, 0b, oc.

Pro bod a, jest (beaa,) = — 1 Eili
ba | bay _
o | ca,

*) Jonquiéres: ,,Mémoire sur la théorie des piles et polaires etc.
(Journal de M. Liouville 1857) str. 266, Cesky zpracovéna analyticky theorie
harmonickych stiedl ve spise: Cremona ,,Geometrickd theorie k¥ivek ro-
vinny-ch* (pfelozil Dr.  Emil Weyr), Praha 1873.
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a odtud

oa — ob |, oa, —ob
B2 BT o,
0@ — oc oa, —oc

a piSeme-li zkrécend a misto oa, a, misto oa,, obdrzme

ab 4 ac — 2be
2a —b—c¢

a, =

a cyklickou zdménon
b — be + ha 4 2ca

2= 2b—-c.—-a

. Dosadime-li tyto hodnoty do rovmnice (1), obdrzfme po nd-
lezité dpravé rovnici

22(a -+ b + ¢) — 22, (be + ca + ab) + 3abe =0, (1)

kterouzto rovnici po zavedeni obiirndjifho oznafeni usetek (oa
misto a atd.), 1ze uvésti na tvar

@ &b wh me | me ma_ @
Ob 'Ob oc 0 oa

8

0

|

. Oznatimeli soustavu bodd a,d, ¢, znaky a, ¢,a;, obdr-
zime podminku, jiz lze vyznatiti symbolem

z(ﬁﬁ) =0 (3)

: oa )y - ' ,

a kterdZz je zvld§tnim pifpadem symbolického oznateni

(4% =o
oalr
jak je uvddf Cremona *) pro harmonické stredy.r-tého stupné sou-
stavy. n bodi a,aya, ... an vzhledem ku pilu o = x.

Vzhledem k tomuto oznatenf je tudiZ rovnice

')?'m—la-z
oa |,

podminkou pro harmonické stiedy stupné 2. soustavy bodd
a, G, ag.

*) Cremona Weyr: Geom. theor. kiiv. rov. str. 18.
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d) V ptipads, Zze pél o = = jakoZto bod Fady jednoduché
splyvd s jednim z bodii zdkladnich na pf. ¢; = ¢, stane se- —
jak z rovnice (1') vyplyv4, udinfme-li v nf ¢ = 0 — jeden ko-
fen pro z, rovny nulle, a v ddsledku toho splyvd s timto bo-
dem z = ¢, taktéZ jeden z obou harmonickych stfedi z,z,
na pf. z,, jakozto jeden z p¥isludnych bodd v involuci a druhy
z, = ¢, oddéluje body a, b, harmonicky.

Tento bod z, = c,, ktery je s bodem ¢, harmonicky sdru-
Zen viti bodim a, b, 1ze oznatiti jako harmonicky stFed sou-
stavy dvojbodové a, b; pro pol ¢, jeito v tomto ptipadé plati
Cremonovy rovnice (2) a (3), redukované pro dva body a, b,
jako zdkladni.

Nebot jezto jest (cy¢, @, b)) = — 1, platf
caty | by _

G ¢, b,

a po zavedeni znakld a,a, misto @ b, a znaku o misto ¢,, ob-

drzime :
S(M) =0,
oo )i

coz je Cremonova rovnice (3) pro harmonicky stred ¢, soustavy
dvojbodové a,a, vzhledem ku pélu o.

) Sestrojime-li na pifmce P bod z‘ tak, aby byl harmo-
nickym stiedem soustavy z,z, pro pél x == o — jiZ jsme sestro-
jili jako harmonické stfedy 2. stupné soustavy a,b,c, pro ten-
tyz pél — t. j. sestrojime-li takovy bod z‘, kterjy s bodem =
oddéluje body z,z, harmonicky, potom je, jak dokéZeme, tento
bod z‘ zéroveli dle Cremonovy definice harmonickym stiedem
prvého stupné soustavy bodové a, b, ¢, pro pdl z.

. Spojime-li tudiz (obr. 2.) primét & bodu z s bodu s na
kiivku K s priisetfkem p teden v bodech £, £, ke kuZelosetce K
vedenych, protne tento paprsek podruhé kiivku K v bod& &%),
jenz se promitd paprskem s¢' do Zddouctho bodu z‘ pfimky P,

*) Bod ¢ je, jak zfejmo, harmonicky sdrufenym k bodu ¢ vﬁci,l;o;
diim &,&;. )
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Ze tento bod z* spliiuje Cremonovu definici harmonickych
sttedd 1. stupné pro soustavu t¥i bodd, totiZ rovnici

J
z(ﬁ_“_) =0,
oa |,

jiz lze v na¥em oznafenf psdti

= +—+-—==0, @

z'u z'h x'c
oc

dokdZeme takto:
- Podmfnku (oz‘x,x,) = — 1 piSme ve tvaru:

or, 4 0% oz, __
'z, Ty

aneb . o
ox’ (0x, + ox,) — 2o, . 02, = 0. ()

Jezto velitiny ox,, ox, jsou kofeny kvadratické rovnice (1),
plati pro soutet a soutin kofent:

2(ab +ac-}be) — —__  3Babe
atbhtec ’ BT e

Dosadime-li tyto hodnoty do rovnice (5), obdriime (pfsice
oa, ob, oc misto a b ¢) uvedeny vztah (4), &mz podin dikaz,
Ze étorty harmonicky bod x' kw polu x vahledem ku harmoni-
ckym stiedim stupné druhého x,z, soustavy a,b,c, jest harmo-
nickym stvedem stupné prvého tése soustavy bodové pro tys
poL.*)

f) Poklddejme déle pravé sestrojeny stfed prvého stupné z'
za p6l y =2z’ a hledejme jemu pifslusné harmonické stfedy
stupné druhého y, y, konstrukef odvozenou v odst. ) (obr. 2.).
Bodu 2* = y pHslusf bod & = » na kuZelosetce K; ddle tieba
spojiti bod 74, v ndémz paprsek «,# = oy protind pHmku L

=47, s bodem s a prisettky 5, #, této spojnice s kuzelosed-

(ﬁ:—l-o_m—;:

*) Véta tato je jako zvladtni pfipad obsaZena ve vété Cremonové:
,,Jsou-h mymgmy .. My, harmonické stfedy stupné r-tého dané soustavy
a,ay ... a, pro pél o, pak jsou harmonické stredy stupné s(s<< ») sou-
stavy m,;mq ... m, pro pol o soutasné harmonickfmi stfedy stupné s pro
pivodné danou soustavu aja, ... an vzhledem k témuZ polu o.** Cremona-
Weyr 1. cit. str. 20. o
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kou K promftnouti s bodu s do Zddanych bodd y, y, na pi{mku
P. Jeito viak, jak niZe dokdZeme, jeden — v obr. 2. n, ozna-
teny — z téchto bodd =, %, spadd s bodem § v ndmz dffve
sestrojeny paprsek sz protnul kuzelosetku K, jest diiv&jsi pél
z jednim z obou hledanych harmonickych stfedd y, y,. MiZeme
tedy vysloviti vétu: '

- Je-li 2’ harmonickym stredem stupné prvmtho soustavy
bodi zdkladnich a b, c, pro pél =, jest x jednim z obou har-
monickych stFedi stupné druhého téze soustavy bodové vzhledem
ku polu x'.*) :

?5¢

\
] l’ezc Z a, yl [)1

Ze bod 5, = &, ¢li Ze primka &'s jde bodem n,, dokdZzeme
piedem pro piipad zvldstni (obr. 3.), kdy kuZelosetka K jest
kruznici, jiz body e, B,7, déif na tfi stejné dily. Potom papr-
sek, na némZ v tomto zvlidtnim piipadd lezf body e, e, e,

*) Véta tato je zvlastnim ptipadem vety obecné: ,Je-li bod m jed-
nim z harmonickych stiedéi stupné »-tého pro soustavu a;ag ... an vzhle-
dem k polu o, je naopak o jednim z harmonickych stfedfi stupne n—rv-tého
téze soustavy pro pol m. Cremona-Weyr, 1. cit. str. 19.
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=g, s (porovnej s obr. 2.) jest prumérem kruZnice K, ptimka
L = B,7, je symetrlou tsetky «,’s a bod ’s stfedem kruznice
K. Protind-1i paprsek e, &£, libovolnd bodem o, = vedeny
kruznief K v bod§ & (obr. 8.) a pHmku L==3p, v bodd £,
sviraje s touto thel ¢, vytind primér &,'s na kruZnici K vzhle-
dem k odst. ) (obr. 2.) body £ £, abod & jest, jakozto harmo-
nicky sdruzeny ku bodu & vici boddm &, &, (odst. predchozi),
pruseéikem kruznice K s paprskem E&' | £,'s, kterfzsvird s pfimkou
o's taktéz thel q. Jezto déle jest <t ¢ 's§ = <X gf,'s = 2¢,
jest < 6t E—¢ atedy < 'seg& = 2¢; trojahelnik o7,'s jest
viak rovnoramenny a proto jest t6Z <X n4'se = 2¢ a tudiz
skutetné (vzhledem k jiz uvedené relaci <t ¢'sé=2¢) jde
pifmka £7%s bodem 7, jakoito priselikem piimek L a o&'.

‘ Ze pravé odvozend projektivnd vlastnost m4 platnost iv obr. 2
plyne z toho, ze pfifadime-li &tyfdhelniku e,f3, ey, v obr. 3
stejné oznateny Ctyrihelnik v obr. 2. kollinedrnd, odpovida v této
kollineaci kruZnici v obr. 3. kuZelosetka K v obr. 2.; mnebot
tetndm kruZnice f,a, y,® V obr. 3. odpovidaji stejnd oznatené
teény kuZelosetky K v obr. 2., kterdz prochdzi ddle, stejné jako
kruznice v obr. 3., bodem «,, ¢fmZ je dplné stanovena.*)

g) 7 obr. 2. vyplyva dile ndsledni direktni konstrukce
harmonického stredu z' provmiho stupné pro pél x bez pouzitf
harmonickych stfedii stupné druhého:

Protnouce paprsek sz (obr. 2.) kuzelosetkou K v bodé £,
promitnéme tento s bodu ’s na ptimku L = §,7, do bodu 7,. Po-
tom spojnice a,7, protind kiivku K v bodé & a spojnice s&
piimku P v hledaném bodé z‘.

Cyklickou ziménou bodf e, B, 7, a.pHmek 8,7, ¢,
,p, obdrzime vétu: Promitneme-li bod £ s bodu 's na paprsky
Bi%1y 7t%15 %Py, tu spojnice tdchto primétd s body resp o, Bas 72
prochdzeji vesmés bodem £’. :

k) Kdyby bod x jakozto pdl splyval s jednim z bodd z4
kladnich na pf. a,, tedy i o, =§, tu, jak vyplyvd z konstrukce
v piedchozfm odstavei uvedené, je i &= e, a proto splyvd

*) Kdybychom byli misto libovolného paprsku o ££ &, v obr. 3. vedli

onen, ktery v pravé uvedené kollineaci odpovid4 stejné oznaCenému paprsku
» obr. 2, byly by tyto obrazce — nehledé k pfimce P a bodu s — ve v3ech
&dstech kollineérné. .
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s timto bodem zékladnfm i p¥isluiny harmonicky stied 1. stupné.
Splyva-li pol s jednim z bodd a,b,c,, na pf. a,, tu jak tatdz
konstrukee ukazuje, stotoZiiuje se tomuto pélu pislusny harmo-
nicky stied 1. stupnd taktéz s bodem «,.*) Vidime tedy, Ze
kazdé ze tif druzin involuce a,a,, b,b,, ¢, ¢, uvaZované v odst. a),
povaZzujeme-li oba jeji body za pély, odpovidd jediny harmonicky
stted 1. stupné resp. a, b,¢, totoZny s onim bodem prosté,
v témZe odstavci uvaZzované fady a =a,, b=b, c=c, ...,
kteryzto této druziné projektivné piisluSel. DokdZeme, Ze privé
vysloveny vztah plati vieobecnd, t. j. pokldddme-li body které-
koliv druziny ax,z, involuce a,a,, b,b,, ¢,c, ... za poly, pifslusi
jim ob&ma vzhledem ku soustavé a, b,c, tentyz harmonicky stred 1.
stupnd, a sice onen bod «, jenZ v prosté, s touto involuci pro-
jektivné fadé bodové « = u,, b = b,, ¢ = ¢, piisludi této dru-
Ziné x,x,.

K provedeni dikazu stalf ukdzati, Ze libovolny bod '
pHimky P, poklidany za harmonicky stied 1. stupné soustavy
a,b,c,, resultuje ze dvou pold, a naopak, Ze kazdému z t&chto
obou péld pifslugi tento jediny harmonicky stfed 1. stupns.
Nebot potom takové uvazované dvojiny péld, odpovidajici jednot-
livym harmonickym stfeddm 1. stupn&, tvofi involuéni Fadu a
piislus§né harmonické stfedy stupné 1. fadu jednoduchou, s onou
projektivnou. Tfm povstanou na p¥imce P dv§ ¥ady v pifbuz-
nosti jednodvojznatné se nalézajici a tato ptibuznost je, jak do-
kizeme, s onou v odst. a) uvazovanou totoZna. .

Ze ku libovolnému bodu z' jako#to harmonickému stiedu

stupné soustavy a,b,c, lze dospéti vzdy a toliko ze dvou
polu, plyne z nédslednfho:

Budiz & (obr. 2.) primétem bodu z‘ s bodu s na kfivku K.
Primét & tomuto bodu piislu§ného pélu z vyhleddme — vzhle-
dem ke konstrukci odst. e), jdouce cestou vratnou, najdeme-li
‘na p¥mce f,7, = L takovy bod £,, jenZ je jednak primétem
bodu & s bodu &, = ¢ na tuto pfimku a za druhé, jehoZ spoj-
nice 8 bodem s protind kiivku K v bodech £ £, oddélujicich
body && harmonicky.

- *) K tym2 vysledkdm takté? snadno dosp&jeme (zejména z obr, 3.)

sestrojujice harmonické stfedy 1. stupné téchto bodd pomoci harmonickych
stiedd 2. stupné kopstrukei uvedenou v odst. e).
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Abychom body tdchto vlastnosti na ptimce By, = I vy-
hledali, protnéme tuto svazkem paprskovym o stfedu 's v fads
bodové s timto svazkem perspektivné. Sestrojime-li ke kaZdému
paprsku tohoto svazku onen bod kiivky K, ktery oddéluje har-
monicky bod & od prisetikd uvaZovaného paprsku s kuZeloseé-
kou K, vznikne na této ktivd se syazkem 's prométnd Fada,
jejiz body promitnéme s bodu «,= ¢ na piimku 8,7, = L. Tim
vznikne na této druhd Fada bodovd s prvou projektivnd a oba
samodruzné body tdchto fad promitaji se s bodu ¢ do dvou
bodd kiivky K, kteréz oba lze poklddati tudiz za priméty onéch
dvou pdld na piimce P, kteréz vedou k témuZ harmonickému
stfedu stupné prvého

Tim dokdzdno, Ze takovéto druziny péli a jim pFislu$nych
bharmonickych stfedd 1. stupné skuteéné& tvofi p¥ibuznost jedwo-
dvojznaénou, o niz dile dovodime, Ze je totoZnd s onou, kterd
prosté fadé pold abc ...z ... pfifazovala projektivné invo-
lu¢ni fadu harmonickych stiedi 2. stupné a,a,, b,b,, ¢,c, .
Z,%y, .. . (odst. a).

Jezto tfem bodim «=a,, h =10,. ¢ =¢,, pokliddme-li
je za body jednoduchych fad v jedné (odst. d) i druhé pifbuz-
nosti, odpovidaji v obou pi{padech tytéz druziny m, a,, b,b,, c;¢,
fad involuénich, odpovidaii i kazdému daldfmu bodu = pokldda-
nému za bod prosté fady jedné i druhé pifbuznosti stotoinéné
druziny pHslusnfch Fad involutnich, fedy obé pmbuznosta Jsou
totoiny.

TudiZz lze vysloviti vétu :
_ Dvéma poliam tvoricim drufinu involuéni rady a,a,, b, b,,
¢,y - .. pFisludi jeding harmonicky stied 1. stupné, a to onen
bod, jehot harmonickymi stiedy 2. stupné jsou body stotoZsiu-
Jjici se s témito pdly.*)

Také mezi ob&ma druzinami harmonickych stteddt 2. stupné
pro takovéto dvojiny péld existuje zajimavy vztah, kteryz snadno
odvodime v obr. 3.

)

*) Také tuto Ize poklddati za specielni pripad ObecnejSl véty Cremo-
novy odst. f).
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Bodu n = & jakoZto primétu*) pélu y — =’ piislugi body
1, M, jakozto priméty harmonickych stiedd 2. stupné (odst. ),
kteréz poklddejme za préiméty péld. Bod %, jest jiz jako primét
p6lu z oznalen znakem £, bod 7, oznaéme ¢ jakozto primét nového
bodu 2. Bodu § =1, ptislusi znamé jiz priméty & £, harmonickych
stiedd 2. stupné «,z,. Abychom obdrZeli priméty §,{, harmoni-
ckych stredd 2. stupné pro pél , promitnéme (odst. &) bod ¢
s bodu ¢ = o, na piimku L = §,7, do bodu ,, nateZ spojnice
Co's protind kruznici K v primétech ¢ ¢, hledanych harmoni-
ckych stfedd 22, na pHmce P. Jezto viak thel {» o, jakoito
obvodovy nad primérem £ kruznice K je prav§ a roven dle
piimky L soumérnému uhlu §,'sé,, jsou paprsky §,§2 a §1§,
k sob& kolmé priméry kruhu K a praméty z,z,, 2,2, jejich
priseénych bodd §£,, {,{, s kiivkou K tvofi fedy na piimce
P harmonickou étrerinu bodovou.

Dle véty v tomto odstavei odvozené obdma pélim z, z
ptislugné harmonické stfedy 1. stupné stotoZiiuji se v bodé&

==y
majicim za primét bod §'= ¢ = 1.

Sestrojime-li onen bod £ na kruZnici, ktery s bodem &
oddéluje body £,{, harmonicky, stotoZiiuje se tento s bodem ¢,
kterj oddéluje bod § od bodi &£, harmonicky, jak z obr. 3. bez-
prosttednd vyplyvd.**) Mimo to je ziejmo, Ze bod &, =1{, le#
s bodem 1= t'=¢ na priméru krusnice K.

Vysledky v tomto odstavei odvozené lze shrnouti vitou:

Dvéma sdruZenyjm bodim z, z involuéni fady a,a,, ...
" jako pélim pFislusi jako harmonické st¥edy wm,x, resp. 2,2,
druhého stupné drufiny tése involuce, které se oddéluji harmo-
nicky a spoleény harmonicky stred 1. stupné z'= 2'; tomuto
Jakoito pélu prislusi druZina zz jako harmonické stiedy 2.

*) Primétem rozumime zde vidy primét nsjakého bodu pfimky P
s bodu s na kruZnici K.

**+) Véta tato je opét disledkem obecagjsi véty Cremonovy: ,Jsou-li
mymg ... mn—1 harmonické sifedy stupné n—1 soustavy ajagq ... an
pro pél o & m’ym’y ... m/n—3 harmonické sifedy rovnéz n—1 stupni téze
soustavy pro pal of, stotoiiiuji se harmonické sttedy stupné n—2 soustavy
mymg ..+ Mmp—1 pro pol-o’ § harmonickymi stfedy téhoz stupné soustavy
m’'ym’y ... m'a—y pro pol 0. (Cremona-Weyr, 1. cit. str. 22.)
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stupné. Sestrojime-li pro drufinu z,x, k bodu z harmonicky
sdrufeny bod x,, oddéluje tento s bodem x také druZinu z,z,
harmonicky a tvori s bodem x' = 2' jednu druZinu involuce
@89, by, ...

i) Doposud sestrojovali jsme harmonické stfedy soustavy
trojbodové za pfedpokladu, %e viechny zikladnf body «,d, ¢,
jsou rediné.

PH konstruktivnim pouziti stdvd se viak, Ze z téchto tif
bodt toliko jeden je rediny, druhé dva jsow sdruiené imagi-
ndrné*). g

Budiz (obr. 4) a, redlny bod zdkladni, druhé dva, b, ¢,
budteZ urleny jakoZto samodruZné body elliptické involuce dané
druZinami '%%, %%. Promitnéme bod a, s libovolného bodu s
kiivky K na tuto kiivku do bodu «,. Zna¢i-li 4%, 424 priméty
bodd '%%, 1% s téhoz bodu s na kiivku K, jest bod

ey = (% '2%4)
— stied involuce 'x%, %A ... — prisetikem imaginirnych
teten, v ondch, takté% imagindrnych bodech B, #;, v nichZ jeho
poldra L, direkini osa té%e involuce, protind kfivku K. Sestro-
jujice bod «,, ktery s bodem «, oddéluje body B, 7, harmonicky,
protnéme ktivku K spojnici «,«, v bodé «,. Body B, 7, jsou
oviem imaginirné a taktéz i spojnice BBy, 717 kteréz se
viak protnou na pHimce «,e, v redlném bods 's. Abychom tento
sestrojili, promitnéme harmonickou &tvetinu bodovou f;3;e,7,
(odst. @) s bodu B, na pfimku a,,. Promitajici paprsek bodu
B, stotoziiuje se s imagindrnou tetnou kiivky K v tomto bodé,

*) Pitipad tento vyskytuje se na pf. pki sestrojovani prvni poliry ke
kivce 3. stupné, uréené svazkem involu¢nim a s timto projektivnim svazkem
prostym (B. Prochédzka: ,,Vybrané staté z deskriptivni geometrie,* svazek IV.,
odst. 242 c), kdyz setna protind kfivku jen v jednom redlném bodé. Body
prise¢né seény s kfivkou obdriime, protneme-li oba zminéné svazky touto
sednou v Faddch nalézajicich se v pfibuznosti jedno—dvojznaéné a sestro-
jime-li samodruzné elementy téchto fad. Tyto body sestrojime pomoci dvou
kuZelosedek, (z nichz jednu miZeme libovolné voliti), jich2 jeden priseény
bod je zndm. V nadem ptipadé budou dva ze zbyvajicich tii prisedikd imagi-
nérné a jich (redlod) spojnice indukuje ve zvolené KkuZeloseéce involuéni
fadu elliptickou. kterd vede nds k oné, jiz jsou stanoveny ony dva imagi-
adrné prisetiky seény s kfivkou 3. stupne.
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protinajief pffmku «,«, v redlném bods @y, bod f, promitd se
do bodu 's, bod @, sdém v sebe a bod p, do prisetiku
‘ 1=(Loa). |

Bod 's oddéluje tedy harmonicky bod e, od bodid «, a I

Znajice bod 's, miZeme pomoci ného, bodu «,=0c a
ptimky L = 8,p, sestrojiti ku primétu £ bodu z libovolné na
piimce P zvoleného jakoito pdélu pifslu§né harmonické stfedy
stupnd druhého. Promitneme-li tento (dle konstrukce v odst. &)
uvedené) s bodu @, = ¢ na pH{mku L do bodu &,, protne pa-

prsek 1s£, kuzelosetku K v bodech & £,, které% promitaji se
s bodu s na pifmku P do hledanych bodd z,z,.

Obr. 4.

Hledajice pro tentyZ pél x harmonicky stfed 1. stupné z,
obdrzime (dle odst. A) primét tohoto & na kfivece K, promit-
neme-li bod ¢ s bodu 's na pifmku L do bodu 7, a vyhledaime
druhy prisetik & paprsku «,n, s kuzelosetkou K. "

Bod 's jakoZto stted involu¢ni fady e,eq, 3,8, ... priméti
harmonickych stfedd 2. stupnd, jest vn&j&im bodem kuZelo-
setky K.

Poldra 1S tohoto bodu viedi kuzeloseéce K protind tuto ve
dvou reélnych bodech My9y ;4 (Obr 4.) jakoZto priimétech samo-
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druznfch bodd m,,, n,, involuini fady a,a,, bb,, ¢,c, .
Abychom sestrojili pro tyto spadajief druziny této involuéni Fady
harmonickych stfedid jim pifslusné body m, » prosté fady péld
abe ... (odst. a), protndme — provddéjice vratnou konstrukei
ku oné v odst. ) uvedené — spojnice p,pq, 7,7, t. j. tetny
v bodech u,, resp. »,, ke kfivce K sestrojené ptimkou L v bo-
dech p, resp. v,, kteréz se promitaji s bodu «, na kiivku K
do bodd x resp. v, chhz priiméty s bodu s na pifmku P jsou
hledané pély m resp. n. Tu pak, jak dok&Zeme, prochdzi spoj-
nice pqe, bodem »,, a spojnice vua, bodem p,, t.j. bod u sto-
toziiuje se s bodem »;, a bod » 8 bodem p,,.

Nebot transformujeme-li obraz 4. kollineirné tak, aby ku-
zelosetce K odpovidala kruinice a pifmce L pimka ubé&zn,
bude (obr. 5.) bod e, stfedem kruZnice a paprsek e,c, jejim
primérem, na némZ sestrojfme bod !s, oddélujici harmomcky
bod &, od bodu «, a bodu GbéZného I, utinime-li ey, =o, %, 15.
Poldra 'S tohoto bodu s jest symetrdlou poloméru e«,«, Tetny
TSitygy 18%,, Vytinajf na pimece Gbdzné L. body.pa,?a, & SPOJ-
nice Ha 0 Va, ¢ tvoH s t8mito tetnami. kosottverec, a jezto
jo pHimka 1S symetrdlou usetky 'se,, lez{-na ni dva vrcholy
tohoto kosoétverce, a proto jeho strany skute¢nd prochdzeji body
ym, Vg Jak bylo tvrzeno.

- Tim dokézﬁna véta:
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Pl prislusng jednomu ze samodruiniych bodd involuéni
fady a,aq, b,by, c,¢, ... stotoZiiuje se s druhym jejim samo-
druéngm bodem.¥) '

Tyto samodruzné body m,,, n,, déli ptimku P ve dvé
tdsti. Toliko pélim leZicim v oné &dsti, na niZ pfipadd bod a,
nalezi redlnd druzina harmonickych stiedd 2. stupné.

Harmonicky stfed 1. stupné jest viak vidy redlny a pfi-
padd pro pély redlné do &dsti priavé uvedené, pro pély viak
sdruzen& imagindrné, tvoifci druZiny involuce a,a,, b,b,, c,cy .. .
padd do druhé &asti ptimky P.

Strojeni stiedu krivosti krivek methodou

analyticko-deskriptivni.
Dr. Ant. Pleskot, professor v Plzni.

Konstrukce sttedu kiivosti ‘kiivek uZitim methody ryze
deskriptivnf uvedeny jsou ve spise Machovcové ,Zobrazovang
teten a stfedu kfivosti kiivek na zdkladé nové methody.“
V &ldnku tomto uzijeme jak geometrie deskriptivni tak i ana-
lytické; dospéjeme tim k jednoduchym konstrukefm stfedu kii-
vosti dilezit&jsich kiivek jakoZz i k dikazu nékterych geome-
trickych vét tykajicich se stfedu kfivosti kfivek.

Normdly k¥ivky rovinné moZno povaZovati za pravoihlé
priméty do roviny kfivky povriek jisté pfimoédré plochy, jejiz
fidicf rovinou jest rovina kiivky. Podél povriky dotykd se plochy
té hyperbolicky paraboloid o téze fidici roving, za jehoz dvé
povrchové piimky soustavy druhé mozno voliti kterékoli dvé
tetny pfimoliré plochy vedené ve dvou libovolnych bodech A
a B povriky. I moZno. za pravoihlé priméty téchto dvou teten
vziti. dvé libovolné piimky v roviné ridicf, jez prochdzeji pri-
méty 4, a B, bodi A a B; na jedné z téchto pffmek moZno
stopnik pifslu§né te€ny voliti docela libovolnd, kdeZto stopnik
te¢ny druhé jest volbou prvého stanoven.

*) V piipadé vsech redlnych bodi zékladnich byly tyto samodruzné
body imaginarné. . : L .

.
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