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3) Plocha f bude také vétsi, na pf. u ploch klinovité do
sebe zapadajicich, neZ u ploch rovnyeh pii jinak stejnych roz-
mérech. '

4) Rovnomérného rozdélent tlaku docilime

a) pfesnym piihlazenim ploch,

U) pokud moZzna rozdélenim doléhajici plochy na mnoho
¢dsti a znatnou svobodou jednotlivych &dstf (kartdt),

¢) pérovym zafizenim, jimZ tlatime obé& plochy k sobé,

d) vyrovndnim ploch rozmalknutim. Uzijeme li p#ili§ veli-
kého tlaku, ptilehnou na sebe plochy nédsledkem rozméétknuti
nerovnost{ a hrbolkid obou tlatenych ploch.

Odpovéd mna otdzku dimensovdni posuvného kontaktu da
ndm vySetfeni stupné jeho zahfdti pfi zapnuti neb vypnuti
proudu, kteryZto vypolet, vedouci k feSeni jisté integrodifferen-
“cidlni rovnice Volterrovy, v hlavnich rysech byl pfedmétem mého
pojednéni v ,Casopise fysicko-mathematické spoleénosti pfi Perm-
ské stdtni université“ pod zdhlavim ,0 temperatufe posuvného
kontaktu pii zapnuti elektrického proudu‘‘ r. 1918.%)

Poznimka k .hydrodynamiee vazkych tekutin.

Viktor Trkal.

1.
Navier- Poissonovy hydrodynamické rovnice v pipads vazké
stlagitelné tekutiny maji tvar **)

p—u——X laﬁ iv%—{—-a’ziu ]

Dt e "3
%:Z"%%+%V%@+v4w @
=0,

*) dKypuaas Pusnro-Maremarnueckaro Odmeersa npu llepmckoms
Tocynapersennoms Yuuscpenrerd, I e, 1918: »O remueparypd ckoms-
3A1ATO KOHTAKTA MpPH BHJIIOYEHIR SJICKTPHUYCCKATO TOKA«.

*) H. Lamb, Hydrodynamics, 3. ed. (1906), p. 538.
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kdez
Dq _ 2q 2q %9, %, 2% | 2%
Dt—b—t u»(')_a;"‘—l’é;—}_wa_z) axg—{— +

PHi tom velitiny, vyskytujici se v téchto rovnicich, maji
tento fysikdlni vyznam: w, v, w jsou kompounenty rychlosti ¢
bodu (r,y, z) v tase ¢ ve sméru tfi pravodhlych os anglického
systému soufadnie, X, Y, Z komponenty vné&jsfch sil, o kon-
stantni hustota tekutiny, p hydrodynamicky tlak. » pomér
koefficientu vnitiniho tfeni tekutiny k jejf hustoté.

Jsou-li sfly X, Y, Z konservativni, t. j. maji-li potencidl @,
vy$e uvedené rovnice (1) lze napsati ve tvaru

qu ___ﬂ_' l 20
5__2g-|-2m] ax+3v7+vdzt
BO
2 amgae= - L2
w oy 1 @
a—t——2147;—{—20%':——5;—{—‘3‘7’%‘*‘”4“’
du ow
;.+ a‘Z“O
kdez
P 1 g ;
=, T+ e ¢=wottet
Pii tom :

. 1 Pw v 10w 2w ¢ == 1% u ®)
*=3 3y 3z) =3\ w) T 2\ vy

Jsou komponenty okamzité hlové rychlosti @ elementu dr nasi
tekutiny.

Derivujeme-li druhou rovnici systému (2) podle z a ttetf
rovnici téhoz systému podle y a pak vysledky od sebe odetteme,
(vyloucfme-li tak y’), obdrzime prvou rovnici ndsledujicfho sy-
stému (a zcela podobné daldf dvé rov.):
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Di=t(—6) F g, Fegtra )
Dn__ . ov v
m—’s’ 55'1"’7(3?/ )+§—+”4"l r .
Df dw
l—,t-—saﬁ ay+§(-a;—@)+mc
0w
ax+ +ay @ bac +

Jestlize sem polozime G =0, oberime systém pro vazkou
tekutinu nestlatitelnou. V pifpadd vf = wy, wé = uf, un=:vé
nabudou tyto rovnice (4), povéimneme&i se okolnosti, Ze

2% | N
kX + 8 y "oz
velmi jednoduchého tvaru :

o _ B§ du 9
PoloZzme pro kratkost jesté
py=y — —;— 20, (6)

Pak lze pfepsati naSe rovnice (2) ve vektorovém oznateni
(za utelem jednodusifho psani) takto:

%%—1—2 [@, ] =vdq — grad v, 0

. 3
div g=0=_0'—v), (8)

kde virovd rychlost @ o komponentdch &, », ¢ jest spiata s prou-
dovou rychlostf ¢ o komponentédch «, , w pomoci vztahi (3) t. j.

1
6 = 5 10t g, (C)]

a zavedeme-li jeSt& nové oznaleni pro vektorovy soutin [, ¢,
totiz

[, =75, (10)
lze napsati kratdeji

F +e=vdg—grady. 11
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Pomoci vztahi (9) a (10) snadno se presvédiime, Ze ska-
larni soutiny
(«q) =0, (12)
(ad) =0, (13)
coZ znamend, ze vektor o stoji kolmo k roviné urtené vektory
¢, @ Zmizf-li vektor & anebo splynou-li oba vektory ¢, & co
do sméru, zmizi i vektor e. .
Snadno odvodime nékteré dalsi vztahy. Tak na pf. z rov.
(%) plyne jiz dfive nalezeny vztah

div o = ~;-div rot g =0 (14)
.1 1 .
a dile roto= T rot rot g — 3 [grad div ¢ — 4q] (135)
odkudZ dostaneme
Adq =grad div ¢ —2 rot @. (16)

IL

Zmizi-li identicky vektor « a je-li zndm potencidl 2 konser-
vativnich sil X, Y, Z, miZeme najiti tlak p; naopak, je-li zndm
zase tlak p, miZeme za uvedeného pi‘edpokladu o vektoru o
najiti potencidl L.

Vektor « identicky zmizi, je-li @ = c¢g, jak dokazuje rovnice
(10). Pfi tom ¢ je skaldr, po pi. nulla.

Je-li ¢ =0, zmiz{ identicky virovéa rychlost @; potom z rov-
nice (9) obdrzfme rot ¢ =0, odkudZ plyne ¢ = — grad ¢, t.j.
v tomto pfipad® existuje potencidl ¢ rychlosti g, coZ plné sou-
hlasi s pfedpokladem, Ze se tu jednd o pohyb bezvitivy.

Je-li ¢ 0 skalar, pak virové ¢dry splyvaji s proudovymi
carami. *)

%) Ze takovy pohyb, pti kterém virové &4ry splyvaji s proudovymi,
je vibec mozny jak v tekutiné omezené néjakou konvexni plochou tak
i v tekutiné sahajici do nekone&na, presvédei nds tento jednoduchy ptiklad :

Differencidlni rovnice naseho problému ve vazké nestladitelné teku-
tine jsou:

253«03 ow L ee__ OV du

a_}’ a—QC,Q’I——E-—é’—r:QQV, Q\I—X———n—“

®_ L wm_ A .
+ +3{ 0, 3= vk, 3= vdy, — 5 =1rdS . (viz B)).
Vyplnu_]e 11 tekutina kouli o sttedu (0, 0, 0) a poloméru YV x3F 9+ 72
20



306

V ptipadé prvém, kdy rychlost m4 potencidl ¢, t. j.

qg=—grad ¢,
obdrzime z rovnice (11), kterd nabude tvaru
?—q;wda~gradw, (11")
ot
09
vztah — grad =V grad 4q — grad o
a dale Y —vap 49— 10),

kde T (1) jest libovolnd funkee ¢asu. Odtud najdeme
¢=g+ 5 div grad q):g%—vdq)—l- T0),

a ponévadz
div grad ¢ = 4o,

bude
(') 4
’__¥_ —_—
x_-at+T(t) 31}A<p
a potencidl
P 1 0g p 1 ., 4
Q=y—L 2 ppn_L_2 V%,

odkud snadno najdeme tlak p.

a nabyvi-li slozka rychlosti. ve sméru normdly » na povrchu koule hodnoty
—4re?¢ xsin 2c7 4 y cos 2c1
Vet e

u cos (nx) -4 v cos (ny) -+ w cos (v7) = ge

kde ¢ —konst., pak FeSenim daného problému jest

— 4ve?t — dve?t

u=ge sin 2c7, v =gqe¢
To bude zéroven také FeSenim téie ulohy v pripads, Ze tekutina sahd do
nekoneéna, neklademe-li Zddnych hrani¢nyeh podminek. Pro » = 0 obdriime
pripad tekutiny dokonalé. V kaZdé roviné rovnobéiné k roviné xy je pak
rychlost proudu —g¢; v rtznych rovindch || k xy jest vsak smér proudu
rizny (nehledime-li k tomu, Ze se periodicky opakuje). Tento smér je vsak
ziroven vidy osou viru. PonévadZ pak v kaidém bodé smér proudu splyva
s osou viru, jednd se tu o Sroubovy pohyb tekutiny v kazdém bode.
Timto problémem, pokud je mi zndmo, zabyval se poprvé 7. Graig
v »American Journal of Mathematics,« 11T (1880), p. 276; piesny dikaz
existence jeho feSeni za velmi obecnych podminek podal ##. Stekloff
v >Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse«, IL sér. /0 (1908),
p. 320. Specielni pfipad tohoto problému fedf téz G. A7, Minchin v knize
>Uniplanar kineématics of solids and fluids«, Oxford 1882, p. 244.

cos 2cz, w=20.
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V ptipadé dokonalé tekutiny » =0 a tu odpadne posledn{ ¢len.

Tyz vysledek obdriime v8ak i pro vazkou tekutinu nestla-
_&itelnou. V tomto pifpadé jest totiz

div g = — div grad o = — dp =0,
takZe obdrzime pro tlak p jednodus$&i rovnici
_% p_ 1 2
= “+ Tt — . 5 (grad ¢)%.
V piipadé druhém, kdy virové &ary splyvaji s proudovymi,
obdrzime, jak jiZz vy%e bylo uvedeno, vztah
®=cq, 10
kde ¢ jest skaldr. Odtud vyplyvd vzhledem k rovnici (14)

div @ = div ¢q = ¢ div ¢ + (g, grad ¢) = 0; (18)
porovndnim rovnice (9) a (17) obdrzime v nafem speclelnim
piipadé relaci

rot ¢ = 2cq. 19)
Vzpomeneme-li jesté, Ze
rot @ == rot cq =c rot g + [grad ¢, ¢] = 2¢%¢ —[4q, grad ¢], (20)
kdez (...) znali skalarni a [...] vektorovy soutin, tu budeme
miti z rovnice (16)

dq = —4c% + grad div q + 2 [g, grad ¢], (2D
Takto nalezené Aq dosadme do rovnice (11”); obdrifme
%—Z = — 4wctq —grad v + » grad div ¢ 4 2v (g, grad ¢]. (22)

Rovnice (4) pro piipad & : g =c Cili v& = wn, wE=u&, uy = v
nabudou tvaru (), totiz

20 =va0, 23)
a dosadime-li sem (17), najdeme
q gi “+c Bq =4 (¢y) = vedq + vgdc + 2v (grad ¢, grad) ¢;

odtud plyne
2 _ vdq 4+ = g (w]c 2 + 2 (grad ¢, grad) ¢
a8 T c ot ¢

20%
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anebo vzhledem k (21)
2

M ( *+——}q+vgrad div ¢ + 2 [g, grad /] +

+ %2 de + T” (grad ¢, grad) ¢. (24)

Nyni bylo by nutno z rovnice (18) najiti na pf. za pomoci
rovnic proudovych &ar aspori partikuldrni FeSeni pro ¢ a tento
vysledek dosaditi do (24), nateZ bychom méli rovnici (24) inte-
grovati a takto nalezené ¢ dosaditi do rovmnic (21) a (22), jeZ
poslouzi k bliz§imu urdeni funkece c¢; tim blize urtime funkei g,
kterd musi spliiovati rovnici (23), totiz

% rot ¢ — »4 rot q. (23")

Dosadime-li takto nalezené g do (22), najdeme tvar funkce v,
Z rovnice ) pak uréfme funkcx «’, tak Ze obdrzime i potencidl 2
a odtud tlak p.
- OvSem tyto integrace provésti prakticky podaif se jenom
v nékterém zcela zvld&tnim piipadé.
Tak na pt., je-li tekutina nestlatitelnd, t. j. div ¢ =0,
obdrzime z rovnice (18)
(g, grad ¢) =0
¢ili
u—gf—v-{-v—g—;-{-w%:O. (18"

)
Av3ak vzhledem k vyznawmu symbolu De rovnici (18") miZeme

D¢
psiti ve tvaru

De ¢

; Dt~ ot

odkudZ patrno, e ¢ jest funkef jediné proménné #. neni-li ani

jedna z komponent u, v, w 1dent1cky rovna nulle. Z rovnic (20),

(21), (22), (24) vyplyvd

=0,

rot @ = 2¢% (20"
‘ 49 = 4c’q 1)
%g_ — — dve’q — grad ' (22"

%?— (4«10” + 1 c_i_c) . (24)



Odtud najdeme

— [avcidt

1

g=—_f(@y 2)e

a dosazenim do (21')
Af = — 4c*f,
odkudZ patrno, 7e ¢ jakozto funkce jediné proménné ¢ se musf
redukovati na konstantu, tak Ze
1=9 (&9, 2) e

Funkce ¢ musi vyhovovati rovnici (23'), t. j. » musi spliiovati
rovnici "

-—4v02¢

4 rot g = — 4c®rot g

¢l -

rot (dg) =rot (— 4c%g). (23"

Jsou-li U (a9, 2), V(x,y,2), Wi(r,y, 2) vesmés ohrani-

¢ené funkce pripoustéjici viude v oboru (D) (prostoru vyplnéném

tekutinou) derivace prvého, druhého a tfetfho Ffdadu dle vSech
tif proménnych a spliujici podminky

oW Y W W U

Ty— 35226[],"3—2—"5;:2611,%—5‘!/—:26”’
pak spliuji i podminky
AU =—4c*') AV = — 4¢*V. AW = — 4c*1II",

Miizeme je tudiz povaZzovati za komponenty vektoru g (z, v, 2),
nebof vyhovujf rovnici (23"). Existenci téchto funkef pro pfipad
tekutiny vypliujicf uzavienou konvexni plochu (S), na jejimz
povrchu komponenta rychlosti ve smé&ru vnitfni normdly nabyva
predepsané hodnoty F (z, y, 2), dokdzal W. Stekloff *) a nael,
Ze se dajf takto vyjddfiti:

U=u, + 2eu, + (2@2(8, + %}, |
V= v+ 2o+ 02(S, 4 57),
W = w, 4 2cw, + (2¢)* (33 ~+ %I;)-),

*) W. Stekloff, 1. c. pp. 320. 332.
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kdez u,, v,, w,, %;, v,, w, jsou funkee znimé, definované rovni-
cemi :

Aty _ 0y __g Wy Wy _ o Wy W,
dy 0z’ 2z ox dx oy
d, _B_vl_u du;  do, — o, duy "
% 'dz ©2z A Y 2y "
U, Bwo Bu, '()z1 Qwy __

kX + + O’ + 2%z o

norm. komponenta

u, cos (nxz) 4 v, cos (ny) 4+ w, cos (nz) = F (z, y, #) na ploge (S),
u, €08 (nx) + v, cos (ny) + w; cos (nz) =0 w m
Déle pak

s__ﬂfw" Y gy ———ng 2
S’:TfUl____ _-‘/\ng
wmi e [

kde (£ 7, ) probihd véechny body oblasti (I)), df_dgdng,
integraly vztahuji se k celé oblasti (D),

r*=(@ -+ (y—n*— (-0
Pfi tom fady U,, V,, W, konverguji absolutn® a stejnomé&rnsé
v oblasti (D) pro véeéhny hodnoty paramentu 2¢ mensi nez

urtité koneténé élslo , které bude tim vétsi, ¢fm men& jsou
rozméry oblasti (D). Jest pak
(26)k~1 w, V=2 (2c)t—u,, W, —_-26(26) k=1

3w1, ka_ Qux bwk 'avk Qux

0z TRy T ap RV p T gy b
ux €08 (ne) 4 vi cos (ny) 4 wi cos (nz) = 0 na plose (S)
k=2, 3, . :
Koneéné pak P jest harmonickd funkce spliiujici podminky:
AP=0 uvniti (D)
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a komponenta dle vnitini normdly

P, _ P __ AP AP .
3n =755 — ¢08 (nx) 4+ 3 cos (ny) -+ 55 08 (ne) =

= — (8, cos (nx) 4 S, cos (ny) + 8, cos (r2)) na ploSe ().
Tudiz komponenty rychlosti g budou
-4vc2t —1'4(“” q1- —4re 2
u==Ue ,v=7"Ve , w= We

v tekuting omezené uzavienou plochou (S), na jejimz povrchu
komponenta rychlosti ve sméru vnitfni normédly nabyvd prede-
psané hodnoty R (z, y, 2), je-i ovem |2 <Il(’ kde K
jest kladnd stdld velicina zdvisld pouze na vlastnostech plochy (S),

Dosazenim do (22') najdeme, Ze
2 =0
zdvisi pouze na Case; odtud pak potencial
p 1 - ¥4 1 0 ’ YO\ —Rye
O— £ . _p2— — £ __ - 2 72 72) p—Eyc2
C=0— g =00~ — g (U4 V4 WHemes,
jenz dovoluje vypotisti tlak p.

Dospéli jsme tak k vysledku, Ze ve vazké nestlatitelné
tekuting, neni-li ani jedna z komponent rychlosti identicky rovna
nulle, musf byti ¢ konstantou a «, ¢, w jsou ddny vzorei (25).

Ale ‘i naopak: je-li ¢=—konst., obdrZime z rovnice (18)
jakozto disledek div ¢ —=0; tekutina je tedy nutné nestla-
¢itelnd.

V nestlacitelné tekutiné dokonalé obdrzime z rovnice (23)
(polozime-li » = 0) 9@/2¢t =0, t. j. virovd rychlost nemize zd-"
viseti na ¢ase, a tudiZ ani ¢ ani ¢ nezdvisi na . Kdyby jedna
z komponent w, v, w na pf. «w =0 identicky, pak ¢ bude obecné
funkef proménné z. Jsou-li dvé z komponent u, v, w identicky
rovny nulle, je nullou i tfeti z nich,

Za cennd upozornéni vyslovuji tuto panu univ. prof. Dru
F. Zavigkovi viely dik.
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