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Prispévky k theorii nékterych transcendent
poctu integralniho.”

Pise M. Lerch v Brné. — (Pokracovani.)

Podobné jako funkce 1% — I"(1) dé se také funkce

 &(r,a) pii raciondlnim @ vyjadiiti v zakoneném tvaru.**) Vée

vychdz{ jednoduSe z vyjddieni integrdlem a di se také elemen-

tdrné vyloZiti, jak bude ukdzéno pfi jiné pilezitosti. Zname-
nejme e
(D(ra)—-zﬁ(xa)-.a +"

pak realny tvar vysledku vyjidien je rovnicemi
m m
@(x, 7-)—}—(0(:3, 1-7):

1
3 n—1
-—210g(1——x ) ):cos2 7" log(l—{—x —2z" cosi—)

g:l
«D(x, ﬁl—)——di( 1-—1'1)=
n n
. 207
nl 2o0mm % .8in Z
=2 3 sin arctg ——— ’
= . 1 -2 cosz-(i—
pti- temz m, n (m<<n) jsou kladnd ¢fsla ‘cehstvzi
Na pf.
1 1 _1_
@(x, i) — 2arctgx —log(l—z )+1°g(1+x"),
. 1
, Lyvsa®
1 -t 2
4 (w, ?) =V3 arctg—-——l—T_ —_
1+ —2—~w :

——log(l——z%)—k—;—log(l —i—-m—;:-—{— x?).

*) Opravy.=Na str. B. v prvni rovnici ¢él. 3. v pravo ¢t I'(a 4 7)
misto I'(a 4 v). Na sir. 185, v fadku 6. pfipoj znaménko — na levé strané;
ve vzorci . 14. a 15. na pravé strané maji byti vsecka znaménka +.

*#) Riizné vysledky v theorii funkce gamma, 1. c. él. IIT., str. 20.
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1.
Cisla C, = C,(1) (¢l. 4 a 6) dana rovnici

1 __va«v v__ OD—x—}-xlcug(:-}-z) _ m__x x
1 —log (14-2) _f?!z‘”fe dw—-fe (142) de
Y "

maji analytické vyjddfeni pfimé

Gn ~x , I,
0
Klade-li se tedy

@—DE—9... G r D=
+ D",y

a wZijeli se vzorce

—_x
fe z'dx =],

9

obdrzime
C=nl—fjm—1)4+f@m—D!—§,x—=3!+ ..,
€0z lze symbolicky psdti
C=r*(r—nr—2)...r—x-+1),

v tom smyslu, %e po rozvinuti soucinu se obecné klade I'(»)—
=(@—1)!za I

Zcela podobné mdme pro polynomy C,(«) pti a = log2

C’;;('a) _ /‘ o (2) in. 12)

a symbolicky .
2
Cn(a):%(g—- 1)(—1;-—2). . (—g- —nt 1).

Dosazenim 7 —¢° — 1 za proménnou v matefské funkci
obdrzime
1

_ i C',,(a) x__ 1),
() a-—-:c—? vl (e 1)’

tu je pak obecnd dle zndémych vzorci poétu rozdilového
D" M =k", D:___. {5 — )y=4"u", (du=1),

e
=90
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a tedy vychazi z («¢) porovndnim n-tych derivaci v mistd =20

n! 2 C(a) v
I 40 (19)

kde 4"0" znali pocédtedni ¢len*) »-té fady rozdilové tvoiené ze
zdkladni posloupnosti 0", 1, 2", ... PH tom se klade 0° =1,
.4°0" = 1. Leibnitzovo pravidlo derivovéni soutinu ddvd bez-
prostfedné

¢ omld™ ru(a—a) .
D = s ;
a—z (a—ux) 0 !
ndsobime-li tedy rovnici () ¢"* a porovndme n-té derivace pro

x = 0, vyjde

n! " au © 0 (a) ™ f—s n
X =y 2 4= e " EdE. 13*
a”+1 r=0 ! =0 r! (ln-H v § ( )
Je totiz
[(;xx” dxr = n! e—‘x(ex——EE'—),
0o V!
tedy n! A‘T—, — c’fe-"“g”dg.
0o 7.
t. j. vyraz (13*) mi hodnotu privé udanou. Rovnice tato psani
ve tvaru )
CMT e—eﬁndm: > -CM dvun
a ”=0 "!
mé platnost obecnéjsf, zejména pro » — — 1.

Integral (12) ptevedme v fadu $tépenim intervallu
) 4 1

Eftp(w)dwzzfqp(m + ») da.
» 0 ’
Klademe-li

r=0

r@=5(0 ),

*) Cisla 40" jsou uvedena v Cesiro, Corso di analisi algebrica, a
v ném, ptekladé valné rozsifeném tohoto spisu (Cesaro-Kowalewski .
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obdrzime

(’; (,“ ) _ f ¢ f (@) dr.

Kladme na okamzik ¢™" = 7 a uzijme Eulerovy identity ; bude

(m—|—vlzwz‘= /](x)‘# 2 ’ E)_,( z ) z :
r=o =™ r=o\" V) (1"

7namendme-li tedy ¢* — 1 = u, bude nafe funkce
1

flx)y= ?j___{ H( ) Y €£‘2 __][”f(.r) dr, (a > log 2). (14)
n—4-1 ? \
W' r=o n! .
Znamenejme :
z (x » n [ X y
go(-“’):z(,,)u ) 91(7«'):2 1(,, u, g(®) =9, + 91,
r=0 /
pii Cemnz *= utl 1 ¢ ; pak v soudtu
n—1 e’ —2

g, Clenové stiidaji znameni a rostou; vyraz (— 1)'"'g, (1) je
pak kladny a vétsi nez
z2(l —x)2—2)...(n — 1~ w) o

d(x) = o
_rz(l—ux).. (n-?—x) n=1
(n—1)! ’
piSeme-li to
N T  I'(n—x) » z 1’(n—~1—w)
IO = T P T w— TA=% T'Mm ’

docflfme pouzitim asymptotické hodnoty
5(1; a) a—b .
I'(n+ b) =n (It
vyjadteni
2 u(lte (L&) a
— T w o,
r'id—u=) n
kde &, & jsou velitiny nezdvislé na w, jez pro veliké » jsou
velmi malé.
Tak vychazi

1

1
(— 1)"—1'/}:-_”‘91 () dz > u,"_lfe—(u r__ u— 1_};:? —‘.8 dz,
[ ]

A (x) =

I'(l-2)
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2 je zfejmo, Ze tento vyraz se s rostoucim x stdivd libovolné

velikym. Naproti tomu je veli¢ina
1

=07 [ s

nezavisld na » (kromé znamenf), a tedy integral -
1

f e‘-“g () dx
J .
méd pro dosti veliki » znameni (— 1)"™",

Veli¢éiny C, (a) tedy od jistého mista potinajice stiidaji
8vé znameni pravidelns. Soutasné vychdzi pro velikd =

C“(a ( 1),,_1 e'9 j x —ax dx 4 —1 149)
—_=(— , < v <1); a
1) =" A i

} 1
n! n
tu pak fada
1 1
2'," r o d,.:xz 28 (1 + 2) 0 oo
n=1 r(l—l‘) n P(l —_— .’E)
9

0

konverguje, a tedy tim spiSe je fada

| C.la) |
X —aT konvergen tni.

Ve vzorci (14%) bude sblizené ¢ —1 — —1—1‘— + ;,_, —... t.]

9 o0f ‘:l,

[
takZe
1
C,n (a) ' n—1 — (e +4~logn) x
O (— - i “dx:
=D —1 7Tf:d‘(av) sin zmwe dz;
L]

vloime =I'(x) = f e—eéxdé a provedme integraci viti z:
L]

vt Co@ [ dé ' ,,
b (?i——*lﬁ“fe @ilogn —Togfyrg i (%)
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Cisla tato jsou ostatnd brzy velmi mald jiz pro a =2,
kdy C, maji hodnoty

1 1 1 1 317
‘9‘7 T) O’ "8—7 —'Z‘? 11 —'é”w--)
aviak jich ubyvdni je velmi pomalé illustruje to hlavné okolnost
(—1 ( ) =0.

1)"0
Rada konif zdpornymi ¢leny a Jest tfeba jich seéisti ohromny
potet, aby se ukazala mald hodnota souétu. Tak jest pro a—=1

_Cu— goos, —Gs—_ oo

11! 12—
"
3(—1) ﬁ = 0210,
S !

a tento obnos musi byt vyvdzen ndsledujicimi vesmés zdpornymi
tleny. Tomu nasvédtuje tvar (14°), jenz zdvisi na log n, veli¢ing
to velmi pozvolna se ménici,

C, (a) h —ax [
i :fe (n)dx

vychdzi derivovénim

D.C" (@) =— f e—"(':) [(z — n) + ) dz =

Z rovnice

nC

n+l _n
(1z+1)( T wl
t. j. Cop(@=—0C",(a)— n.C,(a); (15)
pomoci této rovnice sestavi se rychleji agregity C, (a):
1 1 2 1 6 6 2
b=—, OG=723» G=g—7i G=g—Fm+
24 36 22 6
C=m—at+m— g
120 240 L 210 100
Co=—+ ae'—ab+ 4T g8 +au

o __720 1800 , 2040 1350 048 120
T a7 T gt POPY + .
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Ponévadz rozvoje fakult maji souéinitele mensi, stdj zde
jejich tabulka:

2!(m):x2—a‘, 3!(§>:x3—-3x‘2+2x,

41 (Z) — ot — 6% + 112 — 62,
51 (g) — &® — 102% 4+ 352% — 50z 4 24a,
6! (‘é’) — 2% — 152° + 8Bt — 2250 - 274z — 120x.,

! “) — 27— 212° + 1752° — T362% 4 16242% — 17642* + 7201,

8! (z) = 2% — 2827 + 322x% — 1960x° 4- 67692* — 1313223 +
: -+ 130682% — 5040z ;
pro dalsf agregity stlijtez zde jen prosté hodnoty souéiniteld

91 (;): 1, 86, 546, 4536, 22449, 67284, 118124, 109584, 40320,

10! { fg); 1, 45, 870, 9450, 63273, 269325, 723680, 1172700,
1026576, 362880,

11! (fl): 1, 55, 1320, 18150, 157773, 902055, 3416930,
8409500, 12753576, 10628640, 3628800.

Z identity

log™(1 4 2)

am+l

> C (a) » 1 @
2z 7 = =2
o n! -  a—log(ld+2) o
vylteme zéroveir hodnoty souliniteld v fadé pro log™ (1 4 2).
\ 622 36 210 1360
3 —_ T4 T ah 6
Na pt. log (1—|—z)_3! 24z+5!z T 254,
Pomocf vztahu (15) dokdzeme o funkei
?,(@)=¢"C,(a) vatah ¥, =—C, "=—¢"D

n-4-1
t. j' ®n+l(a) :_ead’yn (a)‘ (16)
Znamenejme y = @ (1), ¥y = D’®, (a). Nezdvisle na vyznamu
y wvofme velitiny y,, y,, ... z Tovnic y,  =—y' €
h=—€Y, gp=—cy, ="y + "),

ys =—€" (2 + 39" +y"), ...
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Vyjde obecné
Vo= (— """ Gy + 1y™ V. h ) (@
a soutinitelé % jsou od funkce y neodvislé. Uréime je pro
funkei y = ¢*; ta ddvd y, = —ue" "™ y, = u (u 4+ 1) T2
Yy = —u (u —|— 1) (u 4 2) ™" .. obecné
g, =(— """ wu4+1). .. (n+m—1),
coZ porovndnim s
v, =(— 1" " " ™ 4 " kg™ T L)
davé pro stanoveni éisel /i identitu
Fd" 4™ " = w e+ D) (- 2) . (u - —1)
a mozno tedy na misté («) psiti obecné symbolicky
=(—=1"e"DD+1DD+2)...D+m—1)y,
tedy v naSem ptipadé y = @, (a), y, =@, 4 (1), @ PO zkrdce enf
{initelem exponencidlnim :
O ym(®) =(— "¢ "D (D, + 1) (D,A2)...(Datm—1)D, (n),
D (a)=¢"C, (a); (16*)
tato identita mize slouzm k stanoveni polynomu C, . zndme-li
C, t. j. vyjadtuje C (a) pomoci (' («) a jeji derivaci az po

1

m-tou. Na pi.
—C (@) =2mC,+ C") +3(n*C,+ 2nC, + C®) + .
+n*C, 4 3n2C’ 4 3nC” 4 C" =C"" ()4 (3n+3) C", (a)+
+ (Bn? 4 6n+2) 7, (a) + (r® 4 8n* 4 2n) C, (a).
Konetné bud poznamendno, Ze nage identita ddva
log (1 -+ 2) ___; aC,(a)

n-m

7

a—log (14 2) v
tedy identitu
x aC (a) —1
a4z 1 !

Jjiz se podobnym zpiisobem uiiva jako nadi identity zdkladnf.
Na pifklad uréeni zbytku v polokonvergentnim rozvoji loga-

rithmointegralu
— "l (e—w) =" dz =
14«

—ox X dx

Sy ,+.+<~1>f
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obdrzime pro posledni integrdl

@

—oxx'dx
R = wrx ar
n fe 1+«

0

pomoci posledni identity v piipadé a — 1 vyjddieni

@
“:C —wx n—1 =—x v
B=—Y-=2le "z (¢ —1) du,
1':1/‘)'
0

t. j. an—(n_l)sifo_vg”_l;-, do =1.
r=1] ¥ (Y
Priklad. @« = 15, n =5
—5 Ao = — 0028186, S0 "=00"10010
U U 3 8 4 —u 8 ?
Lo "=— 00°3862. ‘o "“=00°1601.

15| 00787791 Podrzime toliko deset mist; pak mdme po-
16 59605 sledni ¢len

17) 41429 | G g4=001,

18| 29401 4!

19 21260 | takZe s napsanymi ¢leny vystadime.

0 methodé instantannich oscillaci v asteroidickém
problému tii- téles.

W. W. Heinrich v Praze.

(Odpovéd ku ¢élanku pana J. Svobody ,Nékolik pozndmek . ..¢ Cas. XLVIII
1919 p. 37., jakoZ i ku ¢éldnku pana K. Petra ,Dvé poznamky ku spec. pFipadu
problému tri teles* Casop. XLVII. 1918 str. 268.)

1. Kdyz koncem let osmdesdtych vydal Poincaré svou
zdkladnf prdci Sur le probléme de trois corps Acta math. XIIL
a pozdsji svoje Methodes nouvelles, ocitly se dosavadni methody
theoretické astronomie ve zcela novém stadiu. Bylo tkolem
nejbliz8im tyto abstraktni cesty Poincaréovy propracovati expli-
citng a tak je pkibliziti ku konkretnim otézkdém p¥irodni védy.
Tim teprve se osvétli, jak dalece jsou ony metody schopny Zivot-
nosti ¢ jak jsou upotiebitelné v pfirodé.

V tem spolivé jich zdkladni mySlenka? KdeZto staré theorie
povaZovaly za prvé piiblizeni dréhy, platné pii existenci téles
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