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Ke konstrukci pseudonormal z bodu ke kuzelosecce.
Dr. Josef Klima, prof. €. techn. v Brné.

V LVIIIL rod. t. éasopisu udava Dr. Kounovsky konstrukce
pseudonormal, t. j. piimek protinajicich kuZelosetku pod uréitym
ahlem, jez prochiazeji danym bodem. O tomto zobecnéni problé-
mu normal zmiluje se jiZ Chasles ve svém spise ,,Traité des sections
copiques’ r. 1865, str. 142. Roku 1919 v Nouvelles annalles de
mathématiques podavd Bouvaist v &lanku ,,Sur les droites coupant
‘une conique sous un angledonné* fadu vét o pseudonormalach kuzelo-
.setky, z nichZ mnohé jsou obdobny znamym vétam o normalich
kuZelosetky. Je zajimavo, Ze pro pseudonormily dostivame zcela
-obdobné konstrukce jako pfi normalach. Chei v nésledujicim uké-
-zati metodami prof. Pelze a Sobotky feSeni pseudonormél z bodu
k elipse, hyperbole a parabole, jakoz i uréiti mista bodi, pro néz
tloha stivs se kvadratickou. Uhel dvou pfimek méfme v daldim
vidy v kladném smyslu a budiz < =.

1. Bud v obr. 1 déna elipsa E osami a a,, b b, a tihel p smyslu
kladného. Bylo by sestrojiti bodem p p¥imky, které protinaji
.elipsu Z pod tGhlem ¢, nebo jak struénéji témto iikame g-pseudo-
normaly. Paty téchto ¢-pseudonormail jsou na kuZelosedce @, jei
Jje geometrickym mistem prisediku libovolného praméru elipsy
-8_@-pseudonormélou spuéténou z bodu p na sdruzeny pramér.
V elipse E jsou obecné dva pary sdruZenych praméra R R,, @ Ql,
_jichz thel je p. BudiZ a ostry thel stejné dlouhych sdruzenych pru-
- méra 8, 8, elipsy E a x, », prusetiky téchto praméri s tenou ve

vrcholu a elipsy (xa = ax, = b). Eliptickou involuci sdruzenych
praméri pieneseme v eliptickou involuci na kruZnici L, jdouci
:stfedem s elipsy a body »x, », a tudiZ stfed involuce je ve vrcholu a.
Bodem a prochdzeji dvé tétivy kruZnice L, soumérné poloZené

k ose A = a a,, k nimZ v kruZnici této patif stiedovy thel ¢ a jez
na L vytinaji body sdruZenych priméra R R,, @ @;. Praméry tyto
Jsou redlné, je-i e <p<m—a, pro p=¢, nebo p=n—c
splyvaji s S 8;, pro p=1 = splyvaji s osami elipsy, jinak jsou ima-
gindrn{. Na primérech R a @ dostivime pro @ Gbéziné body,
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kdeZto na R, a @, jsou Gbé&iné body kuZelose¢ky @’ pro (x — ¢)-
pseudonormaly.

Chceme-li sestrojovati ¢-pseudonormaly elipsy , 1ze to provésti.
snadno z bod& priméri R nebo @, jeito pifslusnd kuZelosetka &
rozpadd se na pf. pro bod r na R v tento primér R a piimku N
rovnob&inou s @, jejiz bod lze dostati v priase¢iku I priméru S,

s @-pseudonormélou spusténou z r na S nebo na ab. Pro normély -

Obr. 1.

splyne R s osou 4 nebo B elipsy E a dostavime d’Ooagnes-ovu
konstrukei normal elipsy.!)

: ~Je#to pél spojnice druhych priseéiki praméri R a @ s kruz-
" nicf L mimo bod s vzhledem ke kruZnici L je na xx,, patrno, Ze:
viechny kuZelosetky @ pro viechna ¢ a p majf a4bézné body u,.
%y, pruméri 8, 8, za pir konjugovanych bodi. KuZelosetky @
tvoli trojmocnou soustavu kuZelosedek, jez jdou stfedem & a majf’

1) ObsaZena v II. dile jeho spisu ,,Cours de géoméﬁrie“ r. 1918, str. 78,
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U, , Uy, za par konjugovanych bodi. Ke zvolenému bodu p pii-
sludf ool kuzelosedek @, jez odpovidaji oc! hodnotam Ghlu ¢ od
0 do &. Téchto oo! kuZeldsedek tvoii svazek, jehoz zédkladni body
uréime takto. Dva jsou patrné v bodech p a s. Zbyvajici dva jsou
sdruZend imaginarni a dostaneme je nasledovné. Svazek paprskovy
o stfedu p a s nim shodny svazek paprskovy vznikly z prvého oto-
<enim o thel ¢ kol p, jsou projektivni a jich samodruzné paprsky
jsou v minimélnich p¥imkach I a I jdouci bodem p, necht ¢ je
Jjakékoliv. Sdruzené pruméry k primérim elipsy E, jez jsou rovno-
b&iny s minimalnimi pifmkami I resp. I, protinaji I resp. 1/
v bod¢ ¢* resp. 1¢¢, jez jsou daldimi imag. zdkladnimi body svazku
kuzelosetek @, piislusnych k bodu p pro rtzni .

Bud P, sdruZeny primér k praméru P = sp v elipse E. Je-li
X PP =y, tu kuzelosedka @ bodu p pro y-pseudonormaly roz-
pada. se patrné v pifmku P SpO]ll]lCl zakladni body p, s a v ptimku
M, jei je rovnobéina s primérem harmonicky sdruzenym k P
vzhledem k paru 8, 8, a kterd obsahuje imag. sdruZené zakladni
body ¢, 1¢t. Eliptické, involuce, jez uréuje na M tyto body, promita
. se z bodu p pravymi thly. Jeden bod m pfimky M je v pruseclku
osy A s y- pseudonormalou z p k ose B. V obr. pnmka M neryso-
vana.

Kazda kuZelosetka @ patiici k bodu p uréuje s elipsou F
svazek, kteryzto ale neobsahuje kruZnici, jeito samodruzné body
involuce vytaté svazkem (@ E) na abézné piimce jsou v ubéznyéh
bodech u, ‘u, prumeru 8, 8;. Svazek (@ E) podle Pelze?) lze invo-
Jutorni ahmtou pii niz ehpsa E je invariantni, prevésti ve svazek,
ktery obsahuje kruZnici. Tfeba j jen v této involutorn{ afinité k né-
kteremu vrcholu a elipsy E ptidruziti néktery-koncovy bod na pr
-a’ prumeru S nebo 8,. KuZelosedka @ pre;de v kuzelosetku @', jez
s B uréuje svazek, ktery na Gbé&zné piimce vytind involuci o samo-
druin}'rch bodech v Gbéinych bodech os 4 a B a ktery obsahuje
tudiz kruznici K. KuZelosetky @ pro viechna ¢ bodu p piejdou
tim ve svazek kuzeloseéek @', jehoz dva realné body zékladn{ jsou
ve stiedu 8 a bodu p’ odpov1da]101m bodu p, ktery je na afinné

- pHsludném praméru P’ k P = sp a dali dva zékladni body svazku
jsou v imag. sdruZ. bodech odpovidajicich bodém g, ¢*. KuZelo-
setky @' svazku vytinaji na E &¢tvefiny bodové bikvadratické invo-
luee, jez vidy jsou na kruznici K a tudiz tyto kruznice K tvoif téz
svazek (K). Pro svazek (K) lze nejprve uréiti onu kruznici, jeZroz-
padé sev primku, obsahu]mi imagindrn{ zdkladni body svazku (®’).
Tato pfimka uvaZovans ]ako kruznice, m4 za druhou éast Gb&Znou
primku a tedy pifsludna k ni kuZelosedka @ proting elipsu E v.tbéz-

%) ,,Zum Normalenproblem einer vollsténdig gezelchneten Ellipse**
Sxtzungsbemchte der Akademie in Wien roku 1887. :
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nych jejich bodech a tudiz nélezi Ghlu ¢ = 0. Piimka ta K° je po-
lairou bodu p’ k elipse . Déle lze uréiti kruZnici Kv, p¥isluiejici
whlu y, jeito prochazi prisediky praméru P’ a piimky M’, s elipsou
E. Primka M’ obsahuje bod m' na S, ktery odpovidd v afinité
bodu m na ose A a je antiparalelni k P’ vzhledem k ose A. Pri-
setiky piimky M’ s elipsou E jsou v obr. imaginarni, ale pulici
bod jejich vzdalenosti je v priseéiku w piimky M’ s priimérem
sdruZenym k sméru M’ v elipse E. Je tedy stfed ov kruznice Kv -
v priseéiku kolmice v w k M’ s kolmici ve stfedu s k P’, kruznice
sama tim uréena, jezto prochizi vidy redlnymi priseéiky elipsy E
s pramérem P’. Tim svazek (K) kruznic uréen. Stfedy kruznic jsou
na piimece O, jdouci bodem o¥ kolmo na K°. Stied ov kruznice K¢
patiici k Ghlu ¢ uréfme takto. KuZelosetka @ fesici problém ¢-
pseudonormal pro bod p, ma v bodé s za teénu pramér F elipsy £
sdruzeny k pruméru F,, svirajicimu s P thel ¢. (X PF, = ¢).
Tato teéna F ptejde afinitou v primér F’, ktery musi kruZnice K¢
protinati v bodech soumérn& poloZenych k s. Stfed o¢ je tedy na
kolmici vztydené ve stiedu s k priméru F’. Kruznice K? nilezi
svazku (KvKv)alze ji jiz snadno uré¢iti. Prusediky *1' (k=1, .. ., 4)
kruznice K¢ s E odpovidaji afinné patam *1 (k= 1,...,4) ¢-
pseudonormal z p k elipse E. Je patrno, Ze fada stfedi o? na O je
projektivni s jakymkoliv paprskovym svazkem, pfi &emz ubéz-
nemu bodu o, fady odpovida libovolny paprsek svazku a bod o®
odpovidd paprsku svirajicimu s prvym thel ¢ oviem v kladném
smyslu. Prisetik o» (0f) stfedné O s osou 4 (B) odpovida thlu o
(&), jejz svird pramér P s pramérem S (S;). Pro tyto Ghly w a £ je
tloha pseudonormal pro bod p kvadratickou. Uloha je samoziejmé
kvadratickou téz pro thly 0 a . Vysledek tento, jehoZ zvlastnim
piipadem je ten, ktery Pelz dostal pro normaly elipsy, lze obdrZeti
jesté jinak podle obr. 2. : ' : ‘

Budiz vSe oznateno stejné jako v obr. 1 a méjme z bodu p
-sestrojiti w-pseudonormaly k elipse dané osami aa,, bb,, je-li

w = pgg. Jeito S a 8, udavaji sméry paru sdruZenych priméra
pro kazdou kuZelosebku @ a jezto stied s elipsy E je téZ bodem
kuzelosetky, je stied s této v pilicim bodé Gsetky spojujici pri-
sebiky pruméra S, 8, s @ mimo s. Priseciky ty jsou na g-pseudo-
normélach spuiténych z pna § resp. S,3). Jestlize tedy v obr. 2 z p
spustime w-pseudonormilu na 8;, vytne nam tato na § bod. ¢ a
pulici bod s priméru s ¢ je sttedem kuZeloseGky 2. Tetna k Q v s
je v 8; a proto 2 mé k praméru S sdruZeny pramér 18, (| S;. Pro
spoleény trojihelnik polarni z y z kuZelosetek 2 a E zniame jeden
vrchol v bé&Zném bod& x priméru 18, a protéjsi stranu yz = S

3) Vysl;ad'ek ten uvAdi té%2 Bouvaist v textu cit. pojednéni.
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a tedy konstrukce pruse¢ikd *I (k= 1,...4) obou kuZelosedek
je kvadratickou. Body ¢ = (1S,, sp) a ¢ = (1S,, pt) jsou sdruZe-
nymi vzhledem k 2a tedy konjugovany bod ku g vzhledem k svazku
(ER) je v prisetiku poliry Q|| S k 2 s polirou @ bodu ¢ k E.
Prumétyls, 13’ bodi ¢, ¢’ smérem S;, jsou jednim a body y, z druhym
parem involuce, jejimiZz samodruznymi body %, v prochazeji t&tivy
U =12,V =34 spoleéné svazku (2E), jez jdou vrcholem .
Prisediky téchto tétiv s E uréi se kvadraticky, tieba, je-li y a 2
redlné, tim, Ze stanovime spoleéné tétivy svazku, jdouci vrcholem y.

Zo

B

{ S

. 0

)

D)

A I 4 ;
\mzaU, 5

AR

Obr. 2

Body 3, 4 jsou té% samodruznymi body involuce na V o stfedu v

a paru (V, sp),(V, pt). Probihi-li bod p prumér P = sp, budou
piisludné kuzelosedky 2 probihati projektivni svazek a pary U, V
prO]ektlvni paprskovou involuci, kterd na 8 vytind involuci o st¥edu
8 & paru u, v, jak patrno pro p v tbéZném bodé priméru P.

Jsou-li v obecném piipadé, vyznateném v obr. 1, sdruzené pri-
méry RR,, Q@Q,, svirajici ahel ¢, redlné, mozno pfi feSeni postupo-
vati jedté jinak. Budeme-li pro totéZz ¢ uvaZovati problém ten pro
viechny body p praméru P = sp, tu prisluéné kuZelosedky @
_ tvoii svazek, Jehoz dva zdkladni body jsou v @béinych bodech

praméri R a @ a svazek dotykd se v s téZe pfimky F, priméru to
sdruZeného k praméru F,, kde ¥ PF, = ¢. V invol. aﬁmté difve
“uréens, bude svazku tomu odpovidati opét svazek kuzelosedek @',
ktery na elipse £ vytind bikvadratickou involuci, jez je vyta.ta na
elipse téZ svazkem kruZnic K, jejichZz stiedy jsou na piimce O
(obr 3), kolmé v s k priméru F’, odpovidajicimu priméru. F.
Primér F’ s Gb&inou. pi{mkou je rozpadajici se kruznici svazku,
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jeZ prislusi k Gb&Znému bodu p pifmky P. Splyne-li p se stfedem s,
jsou paty pifslusnych g-pseudonormal v priseéicich £ s praméry
R a @ a tudfZ pFislusnad kruZnice *K m4 st¥ed s a jeden jeji bod uré&f
se v odpovidajicim bodé&, na pf. k prusediku (E Q) v invol. afinits.
KruZnice ¢K protind F’ v zakl. bodech k, 'k svazku. Rada boda
p na P je s fadou st¥edt kruZnic K na O projektivni a jeZto si odpo-
vidaji jejich ab&Zné body a priseéik s je samodruznym, musi spoj-
nice odpovidajicich bodi p a o byti rovnob&iny. Sestrojime-li
" si jeSté jeden par sdruZenych bodi obou fad, lze snadno jiz pak

B

feSiti problém g-pseudonormdl pro viechny body priméru P. Na
pf. sestrojme v priseéiku @’ praméru 8 s elipsou £ ¢-pseudonor-
mélu, aZ protne P v bodg 1p, pak tomuto odpovida stied o kruZnice
1K prochazejici body k, %, a. Pro libovolny bod p na P je pak
po || 1pto a kruZnice K o stiedu o a jdouci body k, % vytind na K
body, jez afinné pifslusi hledanym patdm. SR
V piipadé, kdy thel ¢ je' < @, nebo-> 7 —a, je-li ¢ ostry
tihel praméra 8, S,, tu kuzelosetky @ jsou elipsy a jejich ibéZné body-
dény involuci, jejimZ jednim parem jsou Gb&iné body priméri.
8, 8, a druhy par je v ib&nych bodech spolednych sméri os viech.
D, jez sviraji s osami elipsy £ Ghly {p a } (= + ¢). Piedchozi feSeni.
bylo by moZno u#ti i v tomto pfipads, jen misto redlnych piimek -
R, Q tfeba vziti samodruiné paprsky eliptické involuce, jiZ se pro--
mitd z s involuce, urdujfcf spoleéné abé&iné body kuZelosetek @.. -

Casopis pi'o p¥stovéni matematiky a fy_siky. Ro¥nfk LIX. . 11
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II. M&jme% v obr. 4 -hyperbolu H a uvaiujme o problému ¢- -
pseudonormél z bodu p. Zde soumérny par S, S, je imagindrni.
Involuci sdruZenych praméra . hyperboly protnéme kruznici L,
prochézejfe{ stfedem s hyperboly a prisediky x, » asymptot
X, Y s tetnou ve vrcholu a. Pro kazdy tihel ¢ < }n existuji vidy
dva piry RR;, QQ, sdruZenych pruméru svirajicich thel ¢, jen
pro ¢ =} je jeden par, a to osy 4, B hyperboly. Priméry R a @

Obr. 4.

udévajf smér asymptot kuzZelosetky @ jsou vidy redlné a pro
rizné ¢ tvolf na kruZnici L eliptickou involuci o stfedu a. Viechny
kuZelosedky @ jsou tu hyperbolami a specielng, je-li H rovnoosou .
hyperbolou, téZ rovnoosymi hyperbolami. Problém ¢-pseudonormal
Jje tu opét pro body priméra B a @ kvadratickym, jeZto piisluind

.- hyperbola @ rozpadéa se v R resp. Q a v druhou pf{mku N rovno-

béinou s @ resp. R. Chceme-li tedy na pf. z libovolného bodu r
praméru R. vésti p-pseudonormily, sestrojime patu n ¢-pseudo-
normély z r na: jednu asymptotu na pf. Y a j{ jde piimka N || @,

- jeZ na H davé paty I, I g-pseudonormalzrk H sestrojenych. Pro
“normély (p = § n) jsou R.a Q totoiny s osami 4, B a dostévime
. znémé konstrukce normil hyperboly z bodi jejich os. Hyperboly -

\
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Had uréujl svazek v némy j je téZ rovnoosa hyperbola o asympto-
tich rovnobéZnych s osami A, B. Jeito zde soumérny pér sdruz. -
priméri je imagindrni, nelze zde u¥iti involutorni afinity jako pfi
elipse, jez by svazek (H®) pfevidéla ve svazek (H®’), ktery by
obsahoval kruZnici. Asymptoty UaV hyperboly @ lze urditi jedno-
duse konstrukei, jeZ je zobecnénim oné, jiz prof. Dr.-Sobotkat)
podavé pro-problém normal.

Dalsi dva body pro hyperbolu @ dostiviame v patach-.? a2
pseudonormél spusténych z p na asymptoty X a Y hyperboly H.
UtZijeme-li véty Pascalovy k sestrojeni asymptoty, uvaZujice body -
. P, 2(2'), s atibéZné body smérit B a @ na hyperbole @, podle oéislo-
vani v obr., dostaneme nésledujici konstrukci asymptot U a V.
Bodem p sestrojime rovnob&zky s @ resp. R aZ k priseéikim p,
resp. p, 8 K resp. Q. Asymptoty U a V spojuji paty ¢-pseudonormal
spusténych z p, resp. p, na asymptoty X a ¥ hyperboly H. Je-li. H
rovnoosou hyperbolou, tu stfed w hyperboly @ pili Gsetku sp,
jeito teény v s a p k @ jsou v tom piipadé spolu rovnobéiny. Paty
¥1(k=1,..., 4) p-pseudonormél jsou v prisedicich hyperbol H
a @, jei lze dostati podle Hjelmsleva?), aniZz hyperbolu @ rysujeme.

.Mimo body pruméra R, @ a Gb&iné piimky neni zde redlnych
bodi p, pro néz problém tento je kvadratickym, je-li ¢ < 1. V pii-
padé normél dovodil prof. Sobotka synteticky v jiz citovaném po-
 jednéni vysledek Lauermanniiv, Ze v p¥{padé hyperboly jsou dvé
piimky rovnob&iné s hlavni osou hyperboly ve vzdalenosti 4 e%/b
od této, pro jejichz body problém normal je kvadraticky. Pro
obecné ¢ neni téchto piimek, ]ezto musil by, podle Sobotkova
. dikazu, primér @, splynouti s R, coZ je jen pii ¢ = } n. Maji totiz
e polary koncového bodu ¢ imag. pruméru @ hyperboly H vzhledem
kHi® splynoutl Obé sice jdou druhym koncovym bodem ¢’ pri-
méru Q, ale prva je rovnobdina s @, a druhé s R.

III. BudiZz konednd feSiti problém g-pseudonormél paraboly
P (obr. 5.) pro libevolny bod p. Jedna z g-pseudonormél prochézi
zde Gb&inym bodem a,, paraboly a zbyvajici t¥i maji paty U, 2, 3l
Sestrojme v parabole primér R, ktery svird se sd.ruzen{rml téti-
vamithel . Tento protne parabolu v bod¥ 7, & je-li R, tetna v tomto
bodsé, tu X RR1 = @. V soumé&rné polozeném bodé ¢ k r vzhledem
k ose paraboly je tedna @ a tato svird se sdrufenym primérem @Q,
thel . Pro ¢ = } 7 jsou podle véty Joachimsthalovy paty I, %, * -
normil vedenych z libovolného bodu k parabole na kruimcx je
prochéz{ té vreholem' paraboly. Zde lze pak dokézati vétu:

- ,,Paty 1, 2, 3474 ¢ pseudonormal vedenych k pambole z lzbo-,
4Hv pOJednéni,, Zu den quadratlschen Losungen des Norma.lenproblems

von Kegelschnitten* V&stnik Kral. 8. apoleé nauk, ro&, 1903 é 7 str 3
o “) ,,Geome’msche Experimente*’ r. 1915, str.. 5

. 11#
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volného bodu p, jsou s bodem r paraboly, jeho pramér svird se smérem
sdruengch tétiv ihel @, na téze kruinici.*

Paty Y, 2, ® jsou téz, jak z Gvah difvéjsich vyplyvé, na hy-
perbole @, jez ma za jednu asymptotu primér R a druhou rovno-
b&%nu s tednou Q. Oznadime-li parametry pat téch 4,, 1,, 45, para-
metry bodt 7, g, a, a,,, pismeny o, %, ¢, ;, tu plati®)

1 1 1 1 2
pIp— + +

lp—ay

s —ay e—q n—oo

Obr. 5.

~Jeito ‘pak vrchol a je ha,rmbnicky sdruzen k a,, vzhledem

k bodim r a g, je , : : '

o 2 1 : 1
= +

n—a o <=— Q. a4 —%

Vyloudenfm » z obou rovnic dostdvime vztah
1. 1 I T S
Tt T T
ktery vyjadiuje, e body ¥, %, °, r jsou na téZe kruinici K.)
Probfhi-li bod p libovolnou pimku ‘L, tu piisluiné trojice -
1, 2], 3] g-pseudonormal tvoif na parabole P kubickou involuci,

je je na parabole té% vytata svazkem kruZnic K, jeho’ jednim
zakladnfm bodem je bod r. Rada bodt p na L je podobna’ s fadou

b

A 0—a .. &e—0q

_piisludnych stfedu krunic, jefto odpovidaji si jich ab&Zné body. ..

8y Michél:“},,Comp]'éments de géométrie moderne*, 1926, str. 13.
.7) TamtéZ str. 16. . IR

BN
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oo? bodiim p odpovida tak co? kruznic K, jez jdou bodem 7 a naopak.
Jak k libovolnému bodu p uréime piisludny stied o kruznice K?

Spojnice F bodu ¢, soumérné poloZzeného k bodu r na para-
bole, s ohniskem f paraboly, je patrné ¢-pseudonormélou paraboly
v bodé.g. Probfha-li tudiZz bod p tuto pfimku F, budou piislusné
kruznice K prochézeti body r a ¢ a'tedy jejich stredy o probihajf
na ose A paraboly podobnou fadu. Ub&Znému bodu 'p,, pfmky F

odpovidé kruZnice, rozpadajici se v pfimku *K =rq a tb&nou p¥m-
ku a piislusny sti‘ed 10 je Gb&Znym bodem osy A paraboly. Bodu
*p = (F R) odpovida kruznice dotykajici se paraboly P v bodech r
a ¢ a tedy piisludny stfed %0 je v prisediku norméily N paraboly
v bodé 7 s osou 4. Pro bod 3p=f ptisluiné ¢p-pseudonormaly mimo
F jsou v minimalnich pfimkach, prochézejicich bodem f{ a jejich
paty jsou na Fidiei pfimce D paraboly. Oznadime-li priseéik
(D R) = d, tu vzhledem k rd = r f, je téZ pata 3u kolmice z f na
'teénu R,, bodem kruZnice 3K a proto stied 2o této je na ose soumér-
nosti asetky 3ur. Rada F.bodi p, 2p, 3p...je té% podobnou se
soumistnou fadou u,, *u» = r, 3u ... pruseéikt kruznic 1K, 2K,
3K, ..., jeZ tyto maji mimo r spoleéné s teénou R,. Promitnéme
smérem R fadu F (1p ?p 3p . ..) na teénu R, do Fady p’, 2p’, 3p', . . .,
jez je podobnou s fadou 'u,, *u, %u,... a majice samodruiny
bod 7 = *u = 2p’ je pomér podobnosti 73w :73p’ = 1:2. Zvoli-
me-li tudiz na F libovolny bod %p, bude piislusnd kruznice 4K,
mimo r, prochizeti jesté puhclm bodem %z Gsetky omezené na
tedné R, bodem r a priuseéikem 4p’ piimky B || R bodem 4p.

Probihé-li bod p pfimku B|| 4, pak kruZnice K tvofi svazek,
~ jeho% jeden zdkladni bod je r a druhy 44, na teéné R, v bodé r,
puli vzdélenost bodu r od prisediku (B R)). Ub&nému bodu
piimky B odpovidajici kruznice K rozpadd se totiz v teénu R,
a b&Znou piimku a kruznice, odpovidajfci prasesiku % = (F B),
jde bodem %u. Stied krunice K K piisludejici libovolnému bodu p

pHmky B, je na ose O Giseky r *u. Abychom uréili druhé mfsto pro
stfed o kruinice K k bodu p, vedme bodem p pfimku F, || F.
Bodim této pfimky odpovidaji kruZnice, jejichZ stfedy vypliiuji
patrné pfimku rovnobéznou s osou 4, jezito druhy zakladni bod je
na dffve uréené pifmee 'K 1A . Paty I, Il ¢ Eseudonormal z pri-
sediktt p, = (F, R) jsou na piimce jdouci priseéikem z = (Q.F,)
rovnobézné s @, jezto pFisluSnd hyperbola @, rozpada se v R a tuto
piimku I 11. Musi tudiZ stied o, kruZnice pat¥ici k p, bytinao, x | @
a na norméile N bodu r. P¥imka jdouci bodem o, rovnobézné s osou
paraboly urcu]e na O stied o kruZnice K, piislu§né k bodu p. Vy-
nechame-li vie zbyteéné, dostdvime nasledujlci konstrukei stiedu
o, patifef k bodu p (obr. 6).
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Bodem p sestrojime pp’ || A a% k priseéiku p’ s R;. Kolmice
O vztytens k R, v prvé ¢tvrting od r tsetky rp’ je jedna piimka
jdouci sttedem o. Bodem p proloZime pxligf, v jejimz priseéiku
x s @, sestrojend kolmice ke @ protne normalu N bodu r v bodé& o,

a tu je ?); Il A. Z konstrukce téZz patrno, jak zvratnou konstrukei
od bodu o dospé&jeme k piislusnému bodu p. Paty I, %, 3 lze opét
dostati podle Hjelmsleva, aniz parabolu rysujeme.
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Obr. 6. Obr. 7.

Konstrukee této, v druhé jeji ¢asti, nelze uziti pro normdly
(p = }=). V tom piipadé (obr. 7), jsou-li z, y soufadnice bodu p
vzhledem k vrcholu a a ose X = A4, je stied o na p¥imce O] 4,
jezma od osy A4 vzdalenost }y. Abychom uréili ise¢ku bodu o, mysle-
me si, Ze bod p probihd pifmku pp, | 4, tu piislu§né stfedy o vy-
phitujf téZ piimku kolmou k ose A. Ptejde-li p do p, na A4, piisluina
kruznice K prochazi patami normal, sestrojenych k parabole z bodu
Py, jez maji tsetku x — p a jsou na kruznici opsané z ohniska f
polomérem fp, = r — } p. V obr. jedna pata oznatena ¢. Kruznice
K, ma stied o, na symetrale Gsedky at. Lze snadno vypoéisti

— —_ 12 R
at? = 22— p? a ao, = L~ (2 + p), coz je tsetka bodu o.
o ] . J

ObdrZime tak zndmy vysledek Joachimsthaltv.
Pro urtité ¢ dostdvame tak p¥i parabole mezi polem z bodit
P & polem o piisludnych stiedu o afinitu. PH{mkdm rovnob&Zinym

s F = ¢f pole  (obr. 5) odpovidajici v poli » pi{mky rovnobéiné
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s osou 4 paraboly. P¥{mkam pole =, ]ez jsourovnobéiny s 4, odpo-
vidajf v w pHimky kolmé k te¢n& R,. Ob& pole maji v konetnu jeden
samodruzny bod 2, ktery sestrojime zndmym zpisobem. Osnovy
prvych odpov1da,]iclch si piimek jsou perspektlvni o ose perspekti-
vity Z, spojujici ohnisko f s prise¢ikem jiného paru odpovfda]icich
si piimek F,a 00,. Osnovy druhych odpovidajicich si rovnobézek
maji osu perspektivity 1Z = r%. Samedruiny bod je z = (Z12).
Primek Z a 'Z lze uiiti téZ velice vyhodné k snadnému uréenf odpo-
vidajfcich si bodt p, o

Problém ¢-pseudonormdl pfi parabole je kvadratickym jen
pro body kterékoliv g¢-pseudonormaly. Tak tomu bylo téZ pro
R a F, jei jsou té%Z @-pseudonormély.

»
Sur la construction des pseudonormales d’un point i 1a conique.
(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur dbnne la construction des ¢-pseudonormales, c. & d.
des droites qui pasSent par un point et coupent la conique sous
un angle donné ¢, la conique étant tracée. Pour l’ellipse on emploie,
ainsi que 1’a fait Pelz pour les normales, I’affinité involutive pour .
laquelle 1’ellipse est invariante et qui transforme les pieds des
@-pseudonormales en des points de ’ellipse, situés sur un cercle.
Le probléme des g-pseudonormales est quadratique pour les points
des diameétres de l’ellipse qui font avec les diamétres conjugués
Pangle ¢@; la construction respective se fait a I'aide de la régle et
du compas sans que l’ellipse soit tracée.

En cas de ’hyperbole il n’y a pas, outre les pomts des dia-
métres dont I’angle avec le diametre conjugué est ¢ et qui sont,
‘en ce cas, toujours reéls, aucun point pour lequel le probléeme soit -
quadratique

Pour la parabole on fait voir que les pieds des ¢- pseudonor-
males qui sont menées d’un point p se trouvent sur un cercle
contenant le pomt de la parabole dont le diamétre fait 1’angle ¢
avec la tangente en ce point. On donne la construction du centre
o de ce cercle. La correspondance entre les pomts p et o est une
affinité.
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