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219.

Methodicky prispévek k theorii funkce Gamma.
Napsal
Vilém Jung,
professor c. k. statni primyslové $koly v Praze.

(Pokracovéni.)
3.

V rovnici (16) po piipadé (18) vyjadtuje se funkce I,—z;)
ve formé nekonecného soulinu absolutné konvergentniho v ka-
7dém konefném oboru argumentu z.

V tomto soutinu jsou &initeli exponencidlni funkce, jez se
daji vigi kterémukoliv bodu # = 2, v koneénu vyjddFiti potenc-
nimi fadami neustdle konvergentnimi a mimo to celistvé funkce
raciondlni 1. stupné, proto Ize funkei lTl(_zj vyjadiiti vaéi kte-
rémukoliv bodu z=2, v konetnu potenéni fadou neustdle kon-
vergentni, t. j.

- 1 _tqm m
ﬁz)—%o A.m(Z—ZO) .

Vici nullovému bodu *) 2, = 0 plat{ fada neustdale konver-
gentni '

*) Predpoklddémeli ¥ -n > |z| pro n=1, 2, 3, ..., pHi demi jest
» celistvé kladné ¢islo koneéné, miZeme rovnici (18) psdti ve tvaru

g I () (1)
R CES 2! 2} FRee R o,
26\ 2 £(1+m) ..131 v =

: |2! .
Pro P < 1 plati konvergentni rozvoj

pro n=1, 2, 3, .

— 1)k k41
log (1 +52-) = 2( ) ( )

o k1 \v+n
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]—,,—1(?) =2+ a2+ a2’ ..

Na zikladé rovnice (16) snadno poznime, Ze jest
+ o
o, =1, aﬁ:Z[%'_IOg(l+%)]:C‘

Vaéi nullovému bodu 2y =—w», (v =1, 2, 3, ...) platf
potenén{ Fada neustdle konvergentn{

FE ="+ +a? G+

Pro koefficient ¢ snadno odvodime *)

Nésledkem toho miZzeme pssti

doo to (_1)k k41
1 -3 . e e )
. F(z)"‘” m—-1 ) H(1+ ) en:l[hzl F+1 (,,+,. ]

m=1

Jeito dvojitd fada nekonetnd na pravé strané konverguje absolutné
pro jakékoliv konedné || <»+n, (n=1, 2, 8, ...), jest patrno, Ze lze

funkeci

1 o
) vyjadriti potenéni fadou 3 e 2™ nmeustdle konvergentni.
m=1

D H () ()

a® —1lim 2=

1=—r z2t
o 3) T () T e E) (A
S =t i

= bl F =)o) (o) )

—<—v>(—"—‘M—f;”)~-<—,———:1>§___32+m< +3)

=(—1)». = (=1’ yT(»)=(—1)»!,

nebot jest » celistvé éislo kladné.
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») 1 .
a’ =lim———— Lol
S are - Y
V undsledujicim ukdZeme, Ze se d4 funkce I'(¢) viiti né
kterému polu 2 —=—wv, (v=0, 1, 2, ...), jakoZ i viti kte-
rémukoliv bodu reguldrnému z— 2z, vyjédhtl potenéni fadou,
konvergentn{ uvnit¥ piislusné konvergenéni kruZnice.

C

Jezto se dd v rovnici (15) exponencidlni funkce emg(H-;)_
vidi kterémukoliv bodu 2, roviny kompl. argumentu z vyjddriti
potenéni Fadou meustdle konvergentni, stoupajic{ dle celistvych
a kladnych mocnin binomu 7z—2,, jednd se o yySetfen{ kon-
vergencéniho oboru potenénich ¥ad pro lomené raciondlni funkce

()

Chceme-li funkci I'(2) vyjddriti potenéni Fadou vidéi polw
2 = 0, pieme v této rovnici '

(1+%)—l:g(— 1)k(%)’°, m=1,23, ...

Patrno, Ze nekoneéné fady tu se vyskytujici konvergujf
pro |z|<<m, tedy uvniti soustiednych kruZnic, opsanych z bodu
2=0 poloméry m =1, 2, 3, ...; konverguji tedy vSechny
sou¢asné uvnitt kruznice poloméru 1.

Plati tedy

re =t g 4 4Bt pro s <1.

Na zdkladé rovnice (15) snadno pozndme, Ze
_ﬂ-]-’:l, 60:_0-~

Chceme-li funkei I'(#) vyjddiiti potencni fadou vici bodu
z2=—vw, (v=1, 2, 3, ...), jenZ jest jejim polem 1. Fddu, vy-
jmeme piedeviim v rovnici (15) Cinitele

1 v
1+ % Ft+ v
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a uZijeme identit

es log(l + ,%) — e(z-’rv) 1og<1 + %) ) el_ »log (1 R '%) ,

11, BER LR
z- v z+v v

k=0

. ,
) pro |z +v|<<w,

1 _ m_ 1 m §(_1)k(z+v)k
z  m—v 24v  M—Vim m—v
1+ o= =0

pro |z +4v|<<|m—wv|.

Rady nekonetné tu se vyskytujici konverguji soucasné
uvnit¥ kruZnice opsané z bodu # — — v nejmen3im polomérem,
ktery obdrifme pro m = v + 1, t. j.

|m—v|=|v+x1—v|=1

Platf tedy

' b‘_"

=0 0 (@) b )t
pro [z 4-v | << 1.

r() :

Snadno se presvédéfme, Ze jest

> =lim (¢ 4+ %) ['¢) = v'l)—"-
(-1

M4 tedy funkce I'(¢) v polu 2= — v residuum T

Chceme-li vyjadiiti funkei I'(2) potenéni fadou vidi kte-
rémukoliv reguldrnému bodu z,, uZijeme v rovnici (15) identit

S log(l—}-:—;) _ 108(1+ ,%) 'n“’g(H".% )
11
rary 1+Z_’o _2(_ l)k( —‘0)

pro !5—50|<|zo‘7



1 m 1 m v z—z,,)‘
=" _. = (= Z 5
142 mTA g ETA Mth {‘;‘o( )(m—{—-z(,
m m + 2,

pro |z—z, | <<|m-+42,|, (m=1,2, 3,...).

Jsou tedy konvergencnf kruZnice pro veSkeré fady opsdny
z bodu 2, a prochdzeji singuldrnyms body 2 =0, —1, —2, ...;
konverguji tedy tyto fady soucasné uvnitt nejmensi z nich.
Platf tedy :

F'@=c,+c (z—2z)+c(z—2z)+...

uvnité kruznice opsané zreguldrného bodu 2, a prochdzejici tim

ze singuldrnych boddi z=0, —1, —2, —3, ..., jenz leif

k bodu 2z, nejblize. Na konvergentni kruZnici vyskytuje se bud

Jeden anebo nanejvySe dva sousednf pdly 1. Fddu.
Transcendentnf{ funkce

(_ ])m @™ . (___ l)m e(z—T'—m) log w

mi(Gz+m) —  m! (zfm)
(—m  (— nmg (log @)*

= (z + m)+—?
m! (2 +m) m! ekl
jest v celém koneénu regulirnou, vyjimajic bod 2= — m,
v némZ md pol 1. Fddu s residuem (——1:”}—— v bodé 2 = oo mid

. tato funkce podstatnou singularitu. *)
VySetteme konvergenci nekoneéné fady

+© (__ 1)™ @rtm . (_ 1)m o™

(49) gom!(z+Tu_wzzml(z+m)'

m=0

+

Jeito m4 funkce @* pro jakékoliv koneiné z hodnoty ko- -
netné, stadi vySetfiti konvergenci fady

Wo—1mer Q&
¥ e S
mzom' % ‘1. m) m=0

*) Cislo o volime redlné kladné a piihlizime pouze k redingm loga-
rithmdm tohoto ¢isla kladného, tak Ze fankce tu se vyskytujici jsou jedno-
znaéné. .
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Pi¥me |z|_§ a volme m >§, tak Zze |2+ m|=m — ¢,
Z toho soudime, Ze

"

l“ml—m,

pro dosti velké » miZeme tedy pséti

E’“w'—zm

m=h

je-li aspon A>§ 1, jest

' - 1 -_
m—E¢>1 &l m—:§<1 pro m=h

a tedy

¥ i<¥

m=h

Vyraz na pravé strané teto nerovnosti md konenou hod-

notu, proto konverguje fada Z wn absolutné, a jezto lze volbou
m=0

dosti velkého % uliniti zminény vyraz libovolné malym pro
jakékoliv konetné §, a tedy zbytek fady libovolné malym pro
jakékoliv koneéné 2, konverguje tato rada stejnomérné v celém
koneéném oboru, vyjimajic mista 2 =0, —1, — 2, —3 ....
Z té ptitiny jest jeji soulet *) jednoznaénou analytickou
funkci reguldrnou v celém komeCnu, vyjimajic body z=10, —1,
—2, —3, ..., jeZ jsou jejimi pdly 1. Fddu s residui (_m r. ;
jedinym meznym bodem téchto pold jest bod # —=o0 , v némz

mé tato funkce podstatnou singularitu.
: (Pokradovani.)

*) Srovnej na pi.: H. Burkhardt, Funktionentheoretische Vorlesungen.
I Teil, § 50, pag 189. Leipzig 1897.
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