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219. 

Méthodický příspěvek k theorii funkce Gamma* 
Napsal 

V i l é m Jung, 

professor c. k. státní průmyslové školy v Praze. 

(Pokračování.) 

3. 

V rovnici (16) po případě (18) vyjadřuje se funkce =j~. 

ve formě nekonečného součinu absolutně konvergentního v ka
ždém konečném oboru argumentu z. 

V tomto součinu jsou činiteli exponenciální funkce, jež se 
dají vůči kterémukoliv bodu z.-._ z0 v konečnu vyjádřiti potenč-
ními řadami neustále konvergentními a mimo to celistvé funkce 

racionální 1. stupně, proto lze funkci jrri. vyjádřiti vůči kte
rémukoliv bodu zzzz z0 \ konečnu potenční řadou neustále kon
vergentní, t. j . 

4 J m — ń 

Vůči nullovému bodu *) z0 _= 0 platí řada neustále konver
gentní 

*) Předpokládáme li *-\-n > \z\ pro n-=l, 2, 3, . . ., při čemž jest 
v celistvé kladné číslo konečné, můžeme rovnici (18) psáti ve tvaru 

*~,t<*n[i+-\*~~.n h + -^-)e~~^ 

s(C — S — ) v I a i +=° 

=«<• mliJ-n(i+-)-n 
+=o l o g ( 1 + _ ^ ) * 
TT „ ° \ v-\n' v f n. 

Pro —V~ <C ! p l a t í konvergentní rozvoj 

log(l + - ^ - ) = _ F ^ ( ^ - f + 1 ' pro. = l,8,», 
° \ r _L nJ ^__o & _ | _ 1 ^ r _ } _ w J 



â_o 

1 .z f í^-f cc.>z2 ~j- a3#
3 -{-... 

rw 
Na základě rovnice (16) snadno poznáme, že jest 

«- = 1' ^ = S [ ^ " l o g ( l + ^ ) ] = c-
Vůči nullovému bodu z0 = — v, (v = 1, 2, 3, . ..) platí 

potenční řada neustále konvergentní 

- rL_=a
(

1>+") + «(;)(_+v)2+... 

Pro koefficient a{p snadno odvodíme *) 

Následkem toho můžeme psáti 

• ^=«<c-i,i,.£C+->-ií2^^.),+!5. 
Ježto dvojitá řada nekonečná na pravé straně konverguje absolutní 

pro jakékoliv konečné \z\ < v -|- w, (» = 1, 2, 3, . . .), jest patrno, že lze 
1 -f« 

funkci yrrr vyjádřiti potenční řadou 2 <*mzm nevstale konvergentní. 

''.•-?(•+.)(•+_•)"' 
•<?=B_-=!-

+ 00 +00 
' 1 \—* Þ + т)-л(»+ä- Я ( I + І ) . Я ( I + ^ 

..._ . WlГГГ+l 

: hm 
+ 00 +00 

1 V " 

= T < - » ( ' - T ) ( - T ) - ( - ; - Ь ) - Л (-.г)-я('+.) 
ШГГГ+1 Юirrl 

= i ( _, ) (__ i _)(__zí)...(_._ł_(г_=_(1 + i)r 
1 v * 

i+ ľ^+ ïг) ' = (-i)%.-j./r r^- = ( - i ) S r w = ( - i ) M , 
1 m = l 1 4 

m 
nebo. jest * celistvé Číslo kladné. 
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a(;} = l i m — r - V n - 7 = (— l f v! • " • " 
1
 2=„v{z-\-v)r{z) v 

V následujícím ukážeme, že se dá funkce r(z) vůči ně 
kterému pólu z = — v, (v = 0. 1, 2, . . . ) , jakož i vůči kte
rémukoliv bodu regulárnému z = z0 vyjádřiti potenční řadou, 
konvergentní uvnitř příslušné konvergenční kružnice. 

Ježto se dá v rovnici (15) exponenciální funkce e °°^ m' 
vůči kterémukoliv bodu z0 roviny kompl. argumentu z vyjádřiti 
potenční řadou neustále konvergentní, stoupající dle celistvých 
a kladných mocnin binomu z — z0, jedná se o vyšetření kon-
vergenčního oboru potenčních řad pro lomené racionální funkce 

^ m l 

Chceme-li funkci r(z) vyjádřiti potenční řadou vůči pólu 
: O, píšeme v této rovnici 

i+-f=S<-»*(i)' -='.*.». m 

Patrno, že nekonečné řady tu se vyskytující konvergují 
pro | z j <c m, tedy uvnitř soustředných kružnic, opsaných z bodu 
z = 0 poloměry m= 1, 2, 3, . . .; konvergují tedy všechny 
současně uvnitř kružnice poloměru 1. 

Platí tedy 

r w = ^í + /í0 + /í^-hA^ + ... P r o | j | < i . 

Na základě rovnice (15) snadno poznáme, že 

/ U = l f 0O = - C. " 

Chceme-li funkci r(z) vyjádřiti potenční řadou vůči bodu 
z = — v, (v = 1, 2, 3, . . . ) , jenž jest jejím pólem 1. řádu, vy
jmeme především v rovnici (15) činitele 

1 v 

' v 
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a užijeme identit 

J^+^-f+^+é) „-M1 t-í) ' = Є ч m / . Є 

4-oo, 
1 1 1 1 « 7 * + v\* l i i ^ 

— = •— = Y —'— I pro * + v < t>, 
Z V Z-\~V V pJQ\ v J ť ' ' ' 

v 
jakož i 

-i i 4-°° / i .* 
_____ - i =

 m V( p»/*+y\ 
^ m — v , 0 + v m— ^ ĵj \m—VJ 

* m m —v 
pro | * + v | < | m — v\. 

Kady nekonečné tu se vyskytující konvergují současně 
uvnitř kružnice opsané z bodu z = — i/ nejmenším poloměrem, 
který obdržíme pro m = v __ 1, t. j . 

| w — v | z_ | v H_, 1 — v | = 1. 
Platí tedy 

Ar) 
r(z) = ^ + b? + b(;\z + v) + b?(z + vy + -.-

pro \z-\-v | < 1. 

Snadno se přesvědčíme, že jest 

i£í = lim {z +1/) r(0) = —^ } - • 
a=-r v 1 

í— 1)" Má tedy funkce r(z) v pólu z = — v residuum -—p- . 

Chceme-li vyjádřiti funkci r(z) potenční řadou vůči kte
rémukoliv regulámému bodu «?0, užijeme v rovnici (15) identit 

e'
 ,oK i+^-) = ?-»log(i+ =•). ̂ l o< i +i) 

1 - 1 . - ! t V i W - - = - l f 
* *o ! i -• —^0 *o £„ \ *o / 

*o 
pro [f — * 0 | < K | , 
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+ 05 

m i r= w Уr - iW*~M* 
' m w-f £0 

pro | * — *01 < | m + *0 11 (i» = 1, 2, 3, . . . ) . 

Jsou tedy konvergeňční kružnice pro veškeré řady opsány 
z bodu z0 a procházejí singulámými body # = 0, — 1 , —2, . . . ; 
konvergují tedy tyto řady současně uvnitř nejmenší z nich. 

Platí tedy 
r (*) = co + c i (* — *o) + ca (* — *o) 2 + • • • 

uvnitř kružnice opsané zregulárného bodu z0 a procházející tím 
ze singulárních bodů # = 0, — 1 , -—2, — 3 , . . . , jenž leží 
k bodu z0 nejblíže. Na konvergeňční kružnici vyskytuje se bud 

jeden anebo nanejvýše dva sousední póly 1. řádu. 
Transcendentní funkce 

/ \ \m QQZ-j-m ( \\m g(*-f-m) ltog a> 

m\(z-\-m) m! (z -f m) 
-f-or 

! ( * - r - m ) ^ mí Z j * ! ^ r " ' m l (z -f-m) 

jest v ceZém Jconečnu regulárnou, vyjímajíc bod z= — m, 
(— l)m 

v němž má pól 1. řádu s residuem - — ~ - : v bodě z = oo má 
m\ 

. tato funkce podstatnou singularitu. *) 
Vyšetřeme konvergenci nekonečné řady 

(49) V (-»"*+* _ „* V (-1)™*" 
ÁJ m \ (z -r- m) JLÍ m\ (z 4- m)' 

Ježto má funkce ©* pro jakékoliv konečné z hodnoty ko
nečné, stačí vyšetřiti konvergenci řady 

— (— l ) w « w — 
mi\* ±m)~~2jUn> 

и=rO ' rø-rO 

*) číslo w volíme reálné kladné a přihlížíme pouze k reálným Loga-
rithmům tohoto čísla kladniho, tak že fttnkce tu se vyskytující jsou jedno-
značné. 
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Pišme | * | = ř a volme m > f, tak že ( z -f #» | ^ m — ^ 
Z toho soudíme, že 

Иm S " m\{m — £)' 

pro dosti velké A můžeme tedy psáti 

L | M M ' - 2 J m!(w — gj 

je-li aspoň A > £ -f- 1, jest 

m — - £ > 1 čili -,<; 1 pro m^h 
m — l v *** 

a tedy 
4-oo -f-co 

K Г -Í-J m: 

Výraz na pravé strané této nerovnosti má konečnou hod-
+ 00 

notu, proto konverguje řada V um absolutně, a ježto lze volbou 
rn=:0 

dosti velkého h učiniti zmíněný výraz libovolně malým pro 
jakékoliv konečné £, a tedy zbytek řady libovolně malým pro 
jakékoliv konečné z, konverguje tato řada stejnoměrně v celém 
konečném oboru, vyjímajíc místa z = Q, — l, — 2, — 3 . . . . 

Z té příčiny jest její součet*) jednoznačnou analytickou 
funkcí regulárnou v celém Jconečnu, vyjímajíc body ^ ^ 0 , — 1, 

( l)m 
— 2, — 3 , . . . , jež jsou jejími póly i . řádu s residui -—r— ; 

m i 
jediným mezným bodem těchto pólů jest bod z = ao , v němž 
má tato funkce podstatnou singularitu. 

(Pokračování.) 
*) Srovnej na pf.: U. Burkhard^ Funktionentheoretische Vorlesungen* 

I Teil, § 50, pag 189. Leipzig 1897. 
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