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Methodicky prispévek k theorii funkce Gamma.

Napsal

Vilém Jung,
professor c. k. statni priimyslové Skoly v Praze.

(Pokrac¢ovéni.)
2.

Vysetime vlastnosti funkce
1
9(2) = T rad—2s
¢imz dospé&jeme ke druhé hlavni vlastnosti funkce I'(s), v niZ
zraci se souvislost této funkce s jednoznaénymi elementdrnimi
Junkcems transcendentnimi (jednoduSe periodickymi).

PiedevS§im patrno, Ze jest funkce ¢ (2) celistvow funkei
transcendentni, wmajici nullové body 1. #ddu v mistech z=0,
+1, +2,....

Na zdkladé prvni hlavni vlastnosti funkce I'(2) miZeme
pséti

rl—as=—zI(—2),

a tedy vzhledem k rovnici (16) obdrzime

<p(z):zﬁ(1+5) (145

m=1
+oo
1 z 1\-
=) (43
Jezto tyto nekoneiné souliny absolutné konverguji pro jakékoliv
konecné 2z, miizeme psati*)

*) JeZto nekoneény souéin na pravé strané rovnice (20) konverguje
absolutng pro jakékoliv koneéné z, rovnd se jeho hodnota nulle jen v téch
mistech, v nichz jednotlivé jeho primdrné faktory rovnaji se nulle a t. j.
vV mistech z=—0, 4-1, + 2,... Jsou tedy tato mista jedingm: nullovgmi body
1. ¥ddu funkce ¢(z). : .

8
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20) ver=5]] [1—2f
Ponévadz "
1 1 1 1
Hz+1) " 2()’ F(—Z)———%—F(l-—z)’
obdrzime ) )
1 o , 1

¢t D=Fernr—s - TFreofu—s_ %@
z ¢ehoz plyne
(21) ¢(:+2) =¢(2), obecné - P2+ 2k) = 9 (2).
ddle odvodime snadno relace
(22) . @(—2) =— (), obecné P(—2+2k)=—09(@),

@) 91— =9, obeens ¢(— 2+ 2% +1)=@(),
mimo to také. o
9(+2k+ 1) =—9(),

znati- li & jakékoliv celistvé &islo kladné i zdporné.
* " Jest tedy funkce @ (z) automorfni funkef, dovolujic v sobé
linedrné transformace

?=z-+2 jakozi #=1—32.

Prvni z téchto dovolenych transformaci md za ndsledek
periodicnost funkce @ (2) a to s primitivni periodou 2.

Funkce .@ (2) jest jednoznacnow funkel jediného argumentu,
proto miiZe byti nanejvyse dvojndsobné periodickou. (Jacobi,
Werke, II, pag. 202.) *) -

~ Jezto jest vlak- @ (2) celistvou funkci transcendentni, ne-
‘mize bjti ani dvojndsobné periodickou, nems-li byti v celé
roviné komplexnfho argumentu z konstantou. **)

#) Viz na pf.; E. Pascal — A. Schepp, Repertorium der hoheren
. Mathematik, 1, Teil, pag. 879, Leipzig 1900.
. *%) YViz na pf, H. Burkhardt, Funktwnentheoretuche Vorlemngen,
II. Teil, § 13, pag. 37. Leipzig 1899.
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Jest tedy @.(2) celistvou funkcf transcendentni zednoduse
periodickou.

Z formule (20) vysvitd, Ze jest funkce @ (2) také symme-
tricky automorfni, t.j., pro sdrufené komplexni hodnoty argu-
mentu z md @ () sdruZené komplexni hodnoty.

Z rovnice (20) jest ddle patrno, Ze pro rediné hodnoty
argumentu z m4 funkce @ () hodnoty rediné; pro hodnoty ryze
tmagindrni argumentu 2z (obecné pro z_k—{-zy) mé @ (2)
hodnoty ryze imagindrni.

Pro komplexni hodnoty argumentu z md ¢ (2) obecné hodnoty
komplexni. Pouze pro z—= é— —+ iy (obecné pro z =k % —+iy),

pti ¢emZ se y nalézd v oboru redlnéin mezi 4 oo a — oo, mé
funkce ¢ (2) hodnoty rediné.

Plati totiz
1 . 1 . 1 N
‘P(':;-—zy = -—(p(—z——zy——l): — 9 —5 - iy
— (L L) '
=9 2 l Y1
funkce @ (2) jest vSak symmetricky automorfni, proto, je-li

o[y +is) =2+,

mus{
(p(% ——iy):A—'iB,
tak ze
A +4B=A—1B,
t. j.

B=-—B ¢ili B=0.
Poloime z — z -+ iy, pri éemZ jsou z, y tisla redlnd, a
vySetime pro — 1 =<z = - 1 mezni hodnoty
lim ———— jakoz i lim —— 1
y=tx @ (& + 1Y) v—n @ @+ 1Y)
Pro absolutni hodnotu této funkce obdrZime
. g
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to@i= w7 VI + 2T 2l -2+ 2]
¢ili

= -

m=1

Patrno, Ze absolutni hodnota | ¢ (2) | nezdvisi na zna-
ménkdach velidin z a y.
Dile jest patrno, Ze
Pll— @+ )] =91l —2) —iy] =9 (z+ iy) = X +1Y,
av§ak
¢ [(1 — o) +iy] = X —i¥,

lell—a)+w] | =] o=+i)|.
Stati tedy vySetfovati absolutni hodnotu | ¢ (¢) | puuze

proto

v jednom oktanté periodi¢ného pruhu, t. j. pro 0 =z <=+ —;— a

pro ¥y =0 aZ y = + oo.
Didle vidime, ze
| ¢ (©0) | =0;
pro velkerd ostatni mista v konetnu zminéného oktantu mid
| @ (¢) | hodnoty koneéné od nully se lisici.
Snadno odvodfme pro y =0

Foo 2
qu(x)l—*—x[[(l—%,),

m=1

pro z =20
4 9
lw(iy)l:y]](1+;ny—2)-
m=—1
Déle jest patrno, Ze pro dostatecné velké hodnoty y jest
- 1 1
2) | > Gili @ — <<
Jedli & Libovolné malé éislo Hladné, a volime-li y =+, jest

1 __ : . 1
— =<0, tak Ze pro dostatetné velké y jest ——— << J.
y = P VI T @]
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' Nisledkem toho jest
: 1

lim =0,
y=-+ l ?(2) l
podobné jest také
1
lim =0.
y=—w | P (z) |~

Jezto tedy z predu vyznatené mezni hodnoty existuji, jest
dle zndmé obecné véty*) o jednoduSe periodickych funkeich
funkce @ (2) raciondlnow funkci funkce exponencidlni e™=.

Zkoumejme déle funkci

1

oz iz

Funkce v (2) jest celistvou transcendentni funkei, majici
nullové body 1. 7ddw v mistech z—+%, + 3 g e
Pro tuto funkei dajf se snadno odvoditi relace

(24) v(#+1)=—1v(s), obecnd ¥ (¢ + 2k + 1) = —(2),

@5) v(¢+2)=1v(2), obecné ¥ (2 + 2k) =9 (2),

(26) v ( —2) =1 (2), obecné ¥ (— &+ 2k) = v (2),

@27 v -2 =—1(2), obecné ¥ (—2z2+2k+1)= —y (2),
pri temz znaél k libovolné celistvé ¢islo kladné i zdporné.

Jest tedy funkce v (2) automorfni funkei, dovolujic v sobé
linedrné transformace

P (2) = (p_(z_—}— —;—) =

Z?=z+2, jakoz i #——u=.

Funkce v (2) jest jednoduse periodickou funkei s primitivni
pemodou 2.

A jeito tb(z) =9t 5 ), jest dle predchézejictho také
¥ (2) raciondlni funkei funkce e - :

‘Na zékladé (20) obdriime

*) Viz na pf. H. Burkhardt, l%uktzonenthemetwche Vorleaungen L
Teil, § 53, pag. 149. Leipzig 1897.
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N T
vO =9 (e+4)=(+5) I (+=2) (1-—2)

:(z+%)ﬁ‘(2712+1)+22.(2m__1)___—2_z.

zZm 2m

Vzhledem k tomu, Ze tento soulin konverguje absolutné
pro jakékoliv koneéné z, miZeme psiti

o= [t e

(1+2z)]](1+2m+1)(1..———?i——)

Pt 2m— 1
Jeito -

lim (1 )
m=-}oc0 +2 + 1
pro jakékoliv koneé&né 2, plati dile*)

@8 v() = ]] (Qmilz)ﬂ(j:n +1“)'mlj [1—(%21?)2]‘

m=1

Snadno pozndme, e jest ¢ (2) také symmetricky automorfni.
Pro hodnoty redlné argumentu z méa ¥ (2) hodnoty rediné. Pro
ryze imagindrni hodnoty argumentu z (obecné pro z =k -} i)
mé ¥ (¢) taktéZ hodnoty rediné.

Pro komplexni hodnoty argumentu z ma v (2) obecné hod-
noty komplexni.

Pouze pro z—= -é— %y (obecné pro z — & —{——;— ~+ty) md
¥ (2) hodnoty ryze imagindrni.
Funkce ¢ (¢) a ¥ (2) majf v bodé 2 = oo podstatnou sin-

¥) Jefto nekoneény soudin na pravé strané rovnice (28) konverguje
absolutné pro jakékoliv Koneéné z, rovnd se jeho hodnota nulle jen v téch
mistech, v nichz jednotlivé jeho primdrnf faktory rovnaji se nulle a t. j.
v mistech z::j:%, :'E—‘;—, ... Jsou tedy tato mista jedingmi nullovjmi

body 1. #ddu funkce y(z).
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gularitu ; tento bod jest meznym bodem jejich dodé nullovych
1. Fddu.

Funkce
¥ (9
) = ——=
1 (2) 7@
jest jednoznaénou funkci transcendentnf majici' nullové body 1.
fddu v mistech 2z :_-4_-_—;—, _—;, vee, 4 pél;v/ 1. 7ddw v mi-

'

stech =0, +1, +2, ....
Mimo tyto poly jest tato funkce v celém koneénu regu-
lirnou a m4d v bodé 2z — oo podstatnou singularitu; tento bod
jest totiz meznym bodem jejf bodd nullovych jakoz i jejf péld.
Tato funkce mda primitivni periodu 1, dovolujic ¥ sobé
linedrnou transformaci

?=z+1;
mimo to jest také symmetricky automorfni.
Funkce

2@ =9+ @

jest celistvou funkef transcendentni jednoduSe periodickou s pri-
mitivni periodow 2.

Pfedpoklddejme prozatim z v oboru redlném,

Jezto maji v reilném oboru funkce v (2) a @ (2) hodnoty
redlné a nemaji v téchze mistech nullové body, jest patrno, ze
nemd funkce D (z) v konetnu redlného oboru Zidnych bodi
nullovych.

Z této piiciny a ponévadi jest dle predchdzejiciho funkce
D (2) raciondlni funkei funkce e7#, musf se dati pfevésti na
tvar *) '

(29) ¥ (4) + ip (9) — Ae™,

kde znadf A jistou konstantu, kterou pozdéji uréime.
Patrno, Ze v redlném oboru plati ddle

(299 ¥ () — ip (2) = Ae—,

*) V rovnici (29) poznivime Euler-ova relaci mezi jednoznaénjmi
elementdrnimi funkcemi transcendentnimi (jednoduse periodickymi).
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» v+ Ndsobenfm téehto rovnic obdrifme relaci
(30) [V (@)]* + [9 (2)]* = A%,

. kterd prozatim plati v oboru redlném.

Funkce na levé strané rovnice (30) jest celistvou funkei
transcendentni, t. j. reguldrnou v celém koneénu roviny komplex-
nfho argumentu z. '

Relace (30) pak plati v celém koneénu roviny komplexniho-
argumentu z dle obecné véty z funkni theorie, totiz: ,Je-li
Sunkce, reguldrnd v wréitém oboru, podél jakékoliv omezené cesty
lezm v tomto oboru konstantou, Jest v celém tomto oboru kon-
stantou *)

‘Patrno, ze funkée

1 1 1[1 (2) —ip (2)
TEH - T@Fe® . A

jest v celém koneénu roviny komplexnfho argumentu z regu-

lérnou, proto nemd funkce @ (2) v celém tomto oboru Zidnych

bodié nullovych, ndsledkem &ehoz platf relace (29) nejen v oboru

redlném, nybrz v celém konec¢nu roviny komplexnfho argumentu z.
" Z rovnice (29) pro z= 0 plyne

A=vO =9 (3]
Derivovanim rovhic’e (29) podle 2 obdrzime
l Y (2) + 19’ (8) = Ae™ . i,
n&sobime-li 1‘qvnici (29) éislem =i, obdrzfme dale

i . Y (8) — g (7)) = Ae™ . i
¢ili
— ng (4) + iy (2) = V' (2) + i’ (2),
z tehoz srovhdnim obou stran plyne

@31 ¥’ (2) =7 (),
(32) v (9) = — 79 (2).

*) Viz na pi.: H. Bwlchardt, Funktionentheor. Vorles. 1. Teil, § 39,
pag 109. Leipzig 1897. »
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Kazdi z funkci @ (2). a ¥ (2) vyhovuje - algebraické differencidiné
rovnici 1. 7ddu, v niZ se argument z explicitné nevyskytuje. Jest
tedy kaZdd z téchto funkcz inversi sntegrdlu jistého algebraického
differencidlu.

Nyni jsme s to stanoviti konstantu A.
~ Z rovnice (20) plyne
lim £

z=0

=1,
avsak

hm‘p (@) _ / ¢’ (2) = 7y (0);

srovndnim poslednich dvou rovnic obdrzime
1
jest tedy
A= L.
7

Dosadfme-li do rovuic (29) a (29') za A tuto hodnotu,
obdrzime koneéné '

. — 1 T2 | — iz

(33) V) = o (67 4 e,
— 1 L p— TiZ

(34) 9 (2) = omi € e~ ).

Pro funkei g (2) pak plyne

327"2 + l
X (z) = “ezmz 1 )

jest tedy z(2) raciondlnf funkci funkce e+
Dile jest patrno, ze '

s . . 1 ) )
L (zl i 52) + p (51 i 52) = ; em(ﬁizz) = _ﬂ," e™a eing;

vzhledem k rovnicim (29) a (29’) pak plyne
V(o 2,) +ip (5, + 2,) = n [V (&) + ip ()] . [¥(2) * 9 (2,)].
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" Znésobfme-li na pravé strané a srovndme-li pak obé strany,
obdrzime relace

V(g t2)=x[v(5) v (%) + 9 ()P (%)
9, +2,) =9 (z) ¥ (2) =¥ ()P (2)]

Maji tedy funkce ¥ (2) a @ (2) algebraicky addiéni theorém.

Rovnice (30) ndm pravi, Ze mez funkcemi ¥ (2) a @ (2)
plati algebraickd rovnice (2. stupné), jejit koefficienty jsow nezd-
visly na argumentu z.

Z této rovnice také vysvitd, Ze hodnoty funkei ¢ (2) a
¥ (¢) v redlném oboru argumentu 2, jez jsou dle pfedchdzejiciho
vesmés redlné, lezf mezi—{—% a ~——,1?.

Funkce @ () md v redlném oboru hodnoty extrémni v téch
mistech, v nichZz ¢’ (2) = =v (¢) mé body nullové, t. j v mistech

_2k+-1 4k 41

5 8 to mazima +i v mfistech f=—g— mi-

b
nima ——71; v mistech z—jﬁ

. Funkee 9 (2) md eztremm hodnoty v téch mistech, v nichz
mi P’ (¢) = — m@ (2) body nullové, t. j. v mistech 2z =%, a to

mazrima —}—% v mistech z= 2k, minima ——1”— v mistech

£=2k -+ 1.
Déle jest patrno, Ze

1 R Ve
11)(’4—+2k)—‘1>(z+2k)—~2—’
v oy =g ot =12
V(g = (——-—+2k)"’2

—w&—+%+n—w——+%+n—}
a tedy

1ET =%
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Pti tom znaéi %k jakékoliv celistvé ¢islo kladné i zdporné,
nullu v to podéitajic.

Z rovnice (20) obdrZime pro z:%

1 (2m —1D(2m-+1)
q’( ) 2!][ umy z]] Emy
z Gehoz plyne*)

*) Tuto formuli podal Wallis r. 1655 ve svém dile Arithmetica infi-
nitorum jiz pied objevenim poétu differencidiniho. S touto formuli souvisi
uzce formule Stirling-ova

. m! .
im ——————— =lim f(m) =1,
m=00 m+? —m Mm=u0

Vir
kterou podal Stirling r. 1730 ve svém dile Methodus d1ﬂ'e1entmlze sive
Tractatus de summatione et interpolatione serierum.

Pro celistvé kladné m plati

y 1
f(m)= T + 0
s —m
Ze \/211
Pojem této funkce dd se rozsifiti pro jakékoliv hodnoty argumentu
z, ¢imz se obdrzi

z &ehoZ logarithmovénim vychdzi

log (s 1) = - log 27 — =+ (s 4 3) log = 4 log £ 2).
Pro jakékoliv kladné z dd se odvoditi

1 > ™1t _B. .
ng(z)—'mzl(_ ) (2m—1) 2m * zzm—l
B 1
r -1
—1ye .
A @r4-1) (2r42) 217

pfi Gemz 0L O < 1,
@em)t! &1
92m—1 / 2m —1 2m

Pak znadf &fsla Bernoulli-ho. .

B —

m
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3 o T - (2m)?
(35) P ]] @2m — 1)(@2m + £y
Rovnici (28) mizeme se zietelem k rovnici (35) psdti ta'to

St ¥
@ so=t[F -]

m=

Logarithmovdnim a ndpotomnim derivovdniin *) rovnice
(20) podle # obdrzfme vzhledem k rovaici (31) rovnici '

R ' 4+
_ @' (2) _L 2z
6N L =Tr@=5+ MEZI————zz&mz
1 (1 1\,
—?+m2:1(7_7@+w,m)'

Prejdeme-li na pravo k nekoneéné radé, obdrzime fadu Stirling-ovu,
kterd diverguje, nebot od uréitého mista pocinajic rostou hodnoty jeji
¢lendi neomezené, necht md z jakkoliv velkou hodnotu.

Pres to poskytuje tato fada pohodlny a velmi pfesny zpilisob poéi-
tdni hodnot funkce log I'(z 4 1), & to tim pfesnéjdi, ¢fm véts{ jest hodnota
argumentu z.

Je-li z> 1, ubyvaji hodnoty élent z poclatku az k jistému mistu;
nejvétsi piibliznosti se tu dosihne, ukonéf-li se &lenem, jenz piedchdzf
¢lenu nejmensi hodnoty. Chyba tu vznikld jest mensi neZ tento nejmensi
¢len. (Viz: J. A. Serret- A. Harnack, Differential- und Integral - Rechnung,
II. Bd, 2. Aufl.,, pag. 161. a ndsl)..

Vzhledem k vlastnosti I' (z 4 1) = zI" (z) stali vypoéitati hodnoty pro
intervall omezeny dvéma sousednimi ¢isly kladnymi na pi. od z=1 do

z=2. Druh4 vlastnost vyjddrend formuli I' (z) I' (1 —z) = si:nz redukuje

tento intervall na polovinn.

Legendre vypodital tabulky hodnot funkce log I' () na 12 desetinnych
mist pro veskeré hodnoty argumentu z mezi + 1 a 4 2 od tisiciny k tisi-
cind. (Traité des fonct. ellipt. et des tntégr. Eulériennes. Tome II, Paris 1826).

Theorii rady Stirling-ovy péstovali Cauchy, Binet, Malmstén, Raabe,
Sechlomilch, Liouville, Hermite, Limbourg, Genocchi, L. Bourguet a jinf.

Stirling-ova formule dd se nejjednoduseji odvoditi jistou transformact
Wallis-ovy formule, coz ukdzal J. 4. Serret (PariZzskd Akademie 1860).

*) Jest to dovoleno, nebot nekoneénj soudin na pravé strané rovnice
(20) kouverguje absolutné a stejnomé&rné pro jakékoliv koneéné z, coz plati
také o nekone¢né Fadé vzniklé logarithmovdnim tohoto souédinu, vyjimajic
mista z=0, +1, +2, ..., jez jsou singuldrnymi body funkce log ¢ (2).
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nekonetnd fada na pravé strané konverguje stejnomérné pro
kazdé koneiné z, vyjimajic hodnoty 2 =0, +1, +2, ..., pro
né%z md hodnoty nekoneiné velké 1. *ddu; tyto body jsou poly
1. 7ddu funkce % (2) a jejich mezngm bodem jest bod z = oo.

Rovnicf (37) vyjadfuje se meromorfni funkce yx (2) neko-
neénou iadou parcidlnich zlomku; kaZdy élen této rady za zna-
menim X jest raciondlni lomenou funkef argumentu z a obsahuje
dva z pold funkce g (2), t. j. 2 = m, 2= —m.

Z rovnice (33) a (34) plyne pifmo

__ sinwz
(88) g o=
(39) v =
(40) 1 (2) = cotg mz.
Platf tedy relace
.
(41) re@Iril—sz= .

¢imz jest vyjddiena drubhd hlavni vlastnost funkce I'(2).

Pro 2= % obdrzime

1

[I’(;)T:ar, z Cehoz ™) F(%):VEE.

Z rovnic (20) a (36) pak obdriime

- o \
(42) sin 7wz = 7z (1—:7),
m=1
, . 7]—+°° 2z \?
(42 ) COS mz ——m:l [1 it 27”“_-—1) } N

jez jsou odjinud zndmy. **)

*) Kladnou hodnotu druhé odmocniny nutno zde vziti proto, ponévadz
mé funkce I'(z) v oboru kladnych éisel redlnych hodnoty kladné reslné.

**). Pfi odvozovdni rovnice (41) pfedpoklidd se obydejné znimost
rovnice (42), tak Ze se pomoci rovnice (20) dospéje rychle k cili.

Volil jsem tu zimyslné cestu delsf, abych ukdzal, kterak lze odvo-
diti veskeré vlastnosti jednoznaénfch elementirnich funkei transcendentnich
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Dalst relaci tykajicf se funkce I'(2), kterou jiz FHuler
podal, obdrZime na zdkladé rovnice (34).:
PoloZme

v=rfrfi) o)

‘pii ¢emz jest » > 1 celistvé ¢&fslo kladné.
n—k

=1— o miZeme, obrdtivie pofidek ¢ini-

Jeito
teld, také pséti
N:F(l—i)r(l*z), .. p(l_" - 2)]’(1_”_ 1).
n n n n

Nésobime-li obé tyto rovnice a béieme-li zdroven zietel
k rovnici

g et

:;:;e " (1 —e" ],
obdrZime
1 (2m)n—1
N2 :";._1—— = —"‘"'"“A""j;;:"*‘_)_'"— T T
‘k _ n—1 Zheri
Lo5) e B2 T
- k=1
¢éili
, Q)1
@ - =
] 2 (1—e™)
k=1
nebot

(jednoduse periodickjch) fisté analyticky pfimo na zdkladé jich souvislosti
8 funkef I'(z). Pfi tom jsem ovSem pfedpoklidal, Ze jest zndma obecnd
véta, stanovicf podminky, za kterjch jednodusSe periodickd funkce s primi-
tivnf periodou 2 jest raciondlni funkef funkce exponencislni ¢ , jez jest
celistvou funkef transcendentnf s primitivni periodou 2, nemajfci v celém
konednu roviny komplexniho argumentu Zdédnych bodd nullovych. '



- 2k % 1) -
k=1l e =l ")t

— n—1 , (_ ,L')n—l — (_ i2)n~—1 - _}_ 1.

Spadno odvodime *) :

2krti

n—1 2ki
Z z l—e")=nmn,
k=1
a dosadime-li tuto hodnotu do (43), obdrzime

*) Polozme 2" = ™.

Patrno, Ze jest

n-znac¢nou funkei argumentu z.
Jest tedy

& — e.-th ,

z ¢ehoZ vzhledem k periodi¢nosti exponencidlni funkce plyne

stk =nZ &l z:#,
coz poddvd n riznych hodnot pro =, t. j.
31+ 2k

T
z,=e " ,(k=0,1,2 ..., m—1)

Jjsou kofeny rovmice

) n—1 i 22k
wn_enleH(m_e n ):0.
k=0
Polozime-li z =0, obdrzime
C a1 ki n—1 Zeri
x”—l:ﬂ(m-—e " ):(x—l)ﬂ(x—e " ),
k=0 k=1
z éehoz )
n—1 2k 2 —1 n—1
Hz—-e¢")= == oF;
x—1
=1 k=0
& pro « —1 vychdzi
2kti

n—1’
IH(1—¢")=n

=1
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N,_(?z)”—i
==

z CehoZ plyne kone&né& Euler-ova relace*)

(44) I’(%) l(%—) e r(" — 1) = \/(.272?: — (27;)”7—1[% :

Odvodme ddle Gauss-ovu formuli, **) vyjadfujicf tfeti hlavnf
vlastnost funkce I'(z), kterou podal jiZ Legendre pro pripad
n=2.

Budiz definovdn druh analytickych funkef formuli (18%),

t. j.
F(o)=e " 7@ P(g)s

p¥i tom znaéf @, b libovolné konstanty, funkce y (2) jest celistvou
funkef transcendentnf, hovici podmince y(# + 1) — y(¢) = -2"%,

pii éemZ jest r redlné tislo celistvé.

Tyto funkece maji v bodech 2 =0, —1, —2, ... pily
1. 7ddw, v ostatnfm konelnu jsou reguldrné, nemaji tu Zidnych
bodd nullovych a hovi podmince (1).

Budiz opét »>1 celistvé ¢fslo kladné.

Patrno, Ze funkce F(ne) md poly 1. 7ddu v mistech
1 2 3

2=0, — T T a0 2V konetnu nemd Zzidnych
bod@ nullovych.
Funkce
45 ¥R = F(z)F(z+—) F(z+
1 2 3 ,
m4 taktéz v mistech 2 =0, — T T e poly

1. 7ddu a v koneénu nemd Zidnych bodd nullovych,

*) Na pravé strané této relace nutno vziti kladrou hodnotu druhé
odmocniny, nebot funkce Gamma ma v oboru kladnych &isel redlnych vesmés
kladné redlné hodnoty.

*¥) Gauss, Werke, 3, pag. 150.
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Jest tedy podil ;F ((:;) celistvou funkef transcendentni ne-
majfci v konetnu Zddnych bodid nullovych, protez mozno pséti
(46) Be) = OF (nz),

pii ¢emZ znaéf ¢g(2) celistvou funkei bud raciondlnf nebo trans-
cendentni.

Tvar funkce g(2) uréfme z podminky (1), které hovl
funkce F ().

PiSme v rovnici (46) z—lr--;lz— mfsto z a obdrzime, ptihli-

zejice k rovnici (1),

F(z+—71;) : F(z—{-%) S RN 0

1
. 69("'7‘;)

.2 ¥ (n2),

z ¢ehoz na zdkladé (46), delime-li obé strany vyrazem zF (n2)
plyne relace

1 1
= TR gl ST e
Tomu vyhovuje obecné funkce *
(46) g(e) =e—mnzlogn—+f.1(2);

konstanta o zdvisi na &fslu » a na konstant® a, mimo to jest
B =10 a funkce f(2) jest celistvou funkei transcendentni zdvislou

na funkei y(2) a hovicf podmince f (¢ 4+ -;&—)——f(z):O, jak po-
zd&ji uhlfddme. "

Pro specidlni funkci I'(2), definovanou Weierstrass-ovou
formulf (18) aneb Euler-Gauss-ovym soutinem (15), jest funkce
9(2) v rovnici (46") celistvou funkcf raciondlnf 1. stupné. O tom
se presvédéime piimo ptetvofenfm pravé strany rovnice (45) na
zdkladé rovnice (18), v niz konverguje nekoneény soutin abso-
lutng a stejnomérné pro jakékoliv konetné 2z, proto s nim lze
operovati tak jako se soutinem o konetném poctu Ciniteld.

9
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Mizeme tedy psati

~+ nz
Cs N2, T n
T — — 2 Zz (L ——) “nz-e mzzzl (1 +mn)e )
k sk
1 k Cle+) i}_; 2 ny - “
— (Z _) n (l_*________) m
I k ) n Py m
(4
Patrno, Ze pro jakékoliv konetné z plat{ identity
k& ne, —%
et g = (Lhg) et
2 + .ﬁ i
n n nz
1+- m <1+W)<1+ mn+k)
e S S
m —e m e mn—}-k.e m(mn-{—k).
Vzhledem k tomu lze psiti
k L3 oo
1 k CE- +® n n }_-‘ 1 ]

]]{ (1 + ) T} ez L~ kmzz‘xm‘_"_)

P(z—{..%)_” £
nz +oo n3

Cz(1+?lz - ]]( +mn+L> mn—rk’

obdrzfme tedy ddle

n—-1 n-1

S R N/ I S
k=0 I‘(z—}-_r%) L= r(n)
pfi temi jest _
n—1 1 n—1, o 1
N=n ,,2170_ o ,;{kZ m (mn —}—'k)}’

n—1

o=l ) I e

k=0 ‘m=1
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Polozfme-li v posledn{ rovnici v prvnim jednoduchém sou-
dinu k=1, 2, 3, ..., s — 1), v druhém dvojitém souédinu pak
k=0,1,2 ..., (wn—1) azirovei m =1, 2, 3, ..., + oo, .
tak Ze o

mn+0=mn, 2n, 3n, ...
mn+1=n-41, 2n+1, 3n 4 1,
mn+2=n-+2 2n+2 3n+42, ...

..............

mn—}—n —1=2n—1, 3n—1, 4n — 1,
dostaneme piirozenou fadu celistvych &fsel kladnych

v=1,23,..., 4 oo.
MiZzeme tedy pséti

nz

v (2) = ne e _]](l—}—"i —TZ%W;).

y=1

Vzbledem k Eulerové relaci (44) pak obdrzime
n—1 n—1

]]-l'(z + -;];—) = (27:)_2_7; ef””l"(nz) ;

=0

el =

musime tedy pro tento specidlni ptipad v rovnici (46’) poloziti

a:n—;——llog 2n—{—%logn, g =0,

tak ze
N =nlogmn,

pri CemZ béteme zietel pouze k redlnému logarithlhu kladného
¢isla ».
Potom jest

—Nz —nzlogn __ —nz
e —e =",

tak Ze konetné obdrzime Gauss-ovu formuli *)
*) Srovnej: J. A. Serret — A. Harnack, Differential- und Integral-
Rechnung, 2. Aufl. von Q. Boklmann; IL. Bd, pag. 146—150. Leipzig 1899..
9¥
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n-~-1

47 ]] I'(s 4+ %) = (27:)Tn2

=0

MP (n2).

Pro obecn&jsf funkci F(s) definovanou rovnicf (18’) pak
. plati :

n—1 n—1 1

48) [J[Fe+ %) —@2n) ta’
k=0

e—(n—l)a-{-—b[y (n3) —

n—1

etk
k:oﬂ T")] . F(”Z),
pro tento obecny pripad nutno v rovnici (46’) poloziti

a:n;110g2n+—;—1ogn——(n——1)a, =0,

FO =700 —Z G+

jeito 7 (s 4+ 1) — p (@) =27, platd f(z + ) — () =0.

(Pokracéovani.)

Nékolik vztahit mezi koefficienty rovnice
Fe)=a»F a4 ax2F...+a.,=0
pro realné a pro komplexni koreny.

Napsal

Gustav Gruss,
professor &eské university v Praze.

Z rovnice
A f@)=@F i =aF i 4 20D g
5 nin—1)(n—2) s -

1.2.3

E. Weyr, Vyé&islent nekoneéngjch soudind o raciondingch élenech pomoci
funkce T, (éasopis pro pést. mathem. a fys., R. XXII, pag. 161—178.).

M. Lerch, Theorie funkce Gamma. (Véstnik ceské Akademie, R. 1I,
1893, pag. 244—246.).

Dr. R. Fricke, Analytisch funktionentheoretische Vorlesungen, pag.
162—168. Leipzig 1900. '
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