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Souvislost mezi upluym risikem pramérnym
a Castetnymi risiky strednimi.
Napsal Dr. Antonin Hrazdil.

P#i hospodétskych podpicich, pti nichz pi#znivy nebo ne-
piiznivy vysledek zdvisi z velké &dsti na ndhods, jako jest tomu
ku piikladu p¥i herndch nebo pojidtovnéch, jest zvykem posuzo-
vati ,nebezpetnost* takového podniku dle zvl43tniho mé&fitka
zvaného ,risiko“. .

Toto méfitko je definovano dvojim riznym zpiisobem a dle
toho mé té% rizné ndzvy, totiz ,risiko primérné“ a ,risiko
strednf“.

Primérnym risikem dle formulace Tetensovy *) rozumime
pravdépodobny zisk nebo pravdépodobnou ztrdtu, kterou né&jaky
podnik miZe miti za nisledek. P¥i kazdém podniku, ktery je
vybudovdn na spravedlivém zikladé, musf jak pravdépodobny
zisk, tak pravdépodobnd ztradta miti stejnou hodnotu. Jest proto
theoreticky lhostejno, rozumime-li risikem pravd&podobny zisk
anebo pravdépodobnou ztritu, ale v praxi rozumi se risikem
zpravidla pravdépodobnd ztrita.

Jestlize pti ndjakém podniku, ku pf. pfi hfe v herné, mize
nastati kterykoli z nékolika riznych navzdjem se vyluCujicich
vysledkd I7,, F,, . .. F, o pravdépodobnostech p,, py, .. . Dn,
pti ¢emZ jeden z nich nastati musf, jsou pravddpodobnosti jejich
vdzdny podminkou

P+t p+. =1 0))

Jestlize na jednotlivé tyto vysledky F,, F,,... I jsou
stanoveny odmény — vyhry — A,, 4, ... d, musi hrdg,
chee-li se hry ulastniti, vsaditi sizku E rovnou mathematické
nadéji vSech vyher, to jest obnos-

E=p A, 4+ p,4; + - . . + pada. @
Pravd&podobnd ztrita — risiko — jest
R= X3 p; (E — 4), . &)

*) J. N. Tetens: Einleitung zur Berechnung der Leibrenten und An-
wartschaften. 1I. Teil. Leipzig 1786.
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kdez summace jest vztaZena na viechny pifpady, pfi nichz
podnik vypldcef v&t§i odmény A4; nez jest piisluSnd sizka E.
Podobn& pravdépodobny zisk poduiku md hodnotu

R = X p; (4; — E), 4
kde tento soudet vztahuje se jen na ty pfipady, p¥i nichZ od-
ména 4; jest mensi neZ sdzka E.

Ponévadz ob& tyto hodnoty R a R’ jsou stejny, jest kazda
z nich rovna

R:R':%%’ipi,lAi—E[, ()
kdeZ soulet jest vztaZen na viechny piipady.

Tento vyraz pro primérné risiko vyzaduje k svému vyii-
sleni tvofeni absolutnich rozdilé ¢fsel A4; a E. Aby nebylo tieba
viimati si znaménka tohoto rozdilu, zavedl Hausdorf*) pro po-
suzovini nebezpecnosti podniku jiné méfitko — zvané stiedni
risiko — v némZ tato difference vystupuje ve &tverci a vedle
zmfindné uZz vyhody znaménkové m4 jesté tu pfednost, Ze vét¥im
differencim déavéd silnéji vyniknouti. Mé&fitko jest ddno vzorcem:

M =\Zp; (4d: — E)~ 6)

Vzorec tento nabyvéd velice jednoduchého tvaru, jednd-li

se o veliky polet sdzek na tyZ d8&j, jehoZ uskuteénéni nechf md

pravdépodobnost p a neuskutetnénf pravdépodobnost ¢ =1 — p.

Ujednd-li podnik s hria¢i s takovych sdzek (s ¢&islo hodné

veliké), jest dle theorému Bernoulli-ho pravdé nejpodobn&jsi, ze

se uskuteéni spkrit, a je-li na kazdy pfipad uskutetnéni se

stanovena vyhra 4, md pravdé nejpodobné&j§i summa, kterou
podnik hrd¢im vyplati, hodnotu

=s.p. A

Ve skutetnosti neuskuteéni se zminény d&j pravé spkrit,
nybrz t¥eba o lkrdt vice nebo méndkrit, takZe vyplaceny obnos,
ktery podnik hri¢im vyplati, bude o /. A bud v&tsf nebo
‘mensf neZ pravdé nejpodobnéjif summa S.

. Av3ak pravdépodobnost, Ze potet vyher bude o I v&tif
mnebo mendf nez pravdé nejpodobnéjsf potet sp, a tudiz také Ze

*) F. Hausdorf: Das Risiko bei Zufallspielen. Leipziger Ber. 49, 1897.
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vyplacené vyhry budou miti o !4 vé&t§i nebo mensi hodnotu,
neZ proponovand suma S, jest ddna vyrazem:
2 '
Vomarg e “3spg.
Ctverec strednfho risika pro tento jediny piipad jest
tudiz dle vzorce 6.:

2 2
pr— " Tos lA
- V2mspg ¢ - ()Y
nebof 1A udivd differenci vyplacené sumy od hodnoty pravdé

nejpodobnéj.
Ponévadz difference ! miZze miti viechny moZné hodnoty
od 0 do oo, jest Ctverec stfednfho risika celého podniku dan

vzorcem:
12

2 - -3
M2 = . [ (2A% . ¢ T2spq . dl.
Vomne J ¢ 2spq

Zavedeme-li do integrilu novou promé&nnou rovnici

l=1¢.Vispq,

dostaneme
2(19 —
2 t2. ¢ . \2 .dat
= Vs f spq - " VZspa
4qu A* f -8
— t2e”" dt.
A ponévadz ‘ -
' f t2 ¢t dt = _—-,
Jest .
2
M2 = ——4810 q_A . MZ— = spq A%, )
Vz -
a z toho )
M= A\spq. ®

Kdybychom za stejnfch podminek chtéli stanoviti risiko
primérné R, dostali bychom pro né vyraz

BR="—"o—, "~ 5pq 9

Vo sa B/‘IA.e 2spq dl, )
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kdéz vyraz

12

1 .
. e 2spg
V27 spq ’

uddvé pravddpodobnost, Ze potet vyher bude o ! vé&t3i, nez
pravd® nejpodobndjsf mnozstvi sp, a tudiz té% pravddpodobnost,
7e podnik prodéld obmnos IA4.

Pouzitim substituce ! =1¢.\/2spqg prejde vzorec 9. ve
tvar

A4 2 4 e
R=-—o. [t.V2spq.ct.\V2spg.dt
Vo ora a/ V2spq V2spyg

19507 [t
=A.\/ 2P . [ te-tdt.
v S
Ponévadz
/‘te“'zdt =4
’ 0

— 2 1 spq
R—A.\/inﬁq_-i—_—fi.\/-%’;l- (10)

Délenim rovnic 8. a 10. najdeme, Ze mezi ob&ma témito
druhy risik panuje relace '

jest

R _ 1
A \em (11)
aneb
.R = —i—. . M.

V2n

Zpravidla viak jednd se v hospoddfskych podnicich o celou
fadu obchodi s risikem spojenych a kazdy druh této fady zase
obsahuje mnoZstvi specidlnich ptipadi o stejné pravdépodobno-
sti. Ku piikladu: pojistovny provozuji celou fadu riznych druhi
pojisténi a pojistuji na Zivot lidi rdznych vékd; ale pfi kazdém
druhu pojisténf jists jest pojisténo jisté mnoZstvi lidi stejné
starych, u nichz dluzno se stejnou pravdépodobnostf predpokli-
dati, ze se doziji urtitého vé&ku.

Nazveme-li primérné risiko podniku spojené s celym timto
obchodem ,risikem dplnym“ a oznatime-li je X, a zna&i-li ddle
M, M,,...M, stiedni risika jednotlivych druhd obchodd —
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,,r131ka parcidlni“ — lze dokdzati, Ze panuje mezi nimi vztah:

—V2 VM?+M§+...+MH. 12)

Vztah tento byvd dokazovdn bud pomoci véty Ceby-
$ev-0vy *), nebo byvd dedukovdn z jisté analogie s pottem nej-
mensich &tvercii**) anebo byvd dokazovdn pHmo pro jisty speci-
alni podet parcidlnich podniki ***), ku pifkladu pro » — 2.

Aviak tento vztah lze dokdzati pffmo téZ obecné, at pocet
parciélnich podnikd jest jakykoliv.

Nechf né&jaky podnik provozuje » druhd s risikem spoje-
njch obchoddi o pravdépodobnostech p,, p,, ... pn a pravdé-
podobnostech opatnych gy, ¢, ... .. Jednotlivé z t&chto druhi
nechf titaji s,, s,, ... s, specidlnich pifpadi; pro silastnéné
strany ptiznivé uskutetndni se ndkterého specidlnfho piipadu
necht jest v jednotlivych druzich spojeno s odménami A4,, A4,

. 4, jez jim podnik vyplatf. Stiedni risika ]ednotlwy'Ich
druhii obchodli nazvéme M,, M, ... M,.

Jsouli tfsla s, sy ... 84 hodné velikd, 1ze dle theorému
Bernoulli-ho s nejvétdi pravddpodobnost{ souditi, Ze v prvém
druhu uskutenf se pro strany piiznivé s,p, p¥ipadd, v dru-
hém druhu s,p, piipadd, podobné v dalfich druzich a v posled-
nfm druhu s,p, pifipadd.

Dle tobho vyplatil by podnik strandm celkem obnos:

3|p1A1 + SgpnAa + R s:pnAn' ,
Ve skute&nosti viak bude se potet specidlnich, pro strany
pHznivych piipadd od theoretického pottu lisiti. Oznatfme-li
tento potet pfiznivych pifpadi v jednotlivych druzich obchodi

5101+ 11y SoPy 4 Uy o o« SaPa 4 1oy . .
kdez ¢isla I,, I, - . . In uddvaji dchylku od theoretického, pravdé-
nejpodobnéjifho poitu, musi podnik vyplatiti strandm obnos

(800 + L) Ay A (Sops + 1) 4y 4+« o - (SaPn + 1a) A,

*) E. Czuber Wahrscheinlichkeitsrechnung I. p.228. II. Aufl. Leip-
zig und Berlm 1908.

*#) C. Landré: Mathem.-technische Kapllel zur Lebensversxcherung
p. 428. Jena 1905.

*x¥) E. Czuber: 1. c. p. 229, nebo E. Blaschke: Vorlesungen uber
mathem, Statistik. Leipzig u. Berlin 1906, pag. 187.

13
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tedy o :
- L4, + L4, 4 . .. + LA, (13)
vice nebo méné mneZ- theoreticky pfedpoklddal, -dle toho, je-li
tento vyraz kladny nebo zdporny.
Pravdépodobnost, Ze prdvé tato kombinace uchylek [, [,
. . lx a tudiz také tato kombinace differenci vyplacenych obnosi
LA, LA, ...l,4, se dostavi, jest dina soutinem

1 R 1 __ 3
me——————— . € 25,p, 9,  T——————.C 25,p,9
V231P1 9,7 . V2” SaPaa B
. . 1 ]3
V2% <ppatn - Pabadn?
aneb polozime-li k vili zjednodugeni
1 .
m_ (Z=1,2-..n) (13&)
soudinem
Byl ... o ha e hIB B3 B3 — by by oo ba ) a1l
C(Va)e T (Vo '

Tudfz dplné primérné risiko, které v tomto ptipadé dchylek
l; jest s podnikem spojeno, jest

Taha b a4 1A lad) e SH
(V) -

(Vn)”

. PonévadZ viak tchylky ll, ly, . ..l, mohou miti vSechny
mozné hodnoty od — oo do - co a vidzdny jsou jen jedinou
relaci, totiz

LA+l A+ L 4>0,
nebof jenom tenkrit podnik Skodu utrpf, kdyZz tato suma jest
kladnd, jest Gplné primérné risiko R celého podniku déno -
ndsobnym mtegralem

hy g .. | ) —
nebbih [l S e

kdez dluzno integraci provéstl jednou v mezich od

_.‘%‘ (ady + LAy + . . . + lady)

do oo, v ostatnich pak pifpadech od — o do 4 oo.

Zl 4;. e‘”‘;”2
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Vyraz 15. lze psdti téZ ve tvaru

Tohy . :
R= _'n_l(a\/;)n_'_[A,ff“,le,e—{bil? dldl, . . .dl,

(m
+ 4, lp =S8 aldly .. dle
S fuctitaa,. .
+A ff fl e“"" P} dl,dl, ....dl,,]v
(@)
il :
— Mhy . B -
R= '(\“/E)u ."A.,/f ([lke =031 gl dl, . dl(w)

Jde nyni o stanoveni hednot jednotlivych n-ndsobnych integrald
tohoto souétu.
Polozime-li vSeobecné

ff flke—‘b Baldl,...dly=J,

. (=)
Jest :
_ff _/l b =B~ —BEL Al dl, ... dl, (17)
=) )
.aneb ¢ .
lef oo [ BB = —BRL qLdl,
S,
Pl e-midl, .
ceadly 1 1
' 1;[4;+ T
R
Zavedeme-li do poslednfho integrdlu novou proménnou
rovnicf hl, = 1t,
.dostaneme :

= [ [ fedttaa,. f;, —t’dtl

(n—1) ~- (12A2 + o1y A,,)

:hl,.ff..fe—szh?dz,dza dl,,.ft,e 24t .
1

(a—1) -3 (1 Ay 4+ 15 4y)
13*
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AvSak
ft,e "dt,._v2— — i Uaty oot 1),
— o (1A + o 1ahy)
takze
n B
= —W v f et -t g a,

(n—1)

Exponent tohoto vyrazu
—[_h;zg+h;zg+...+hg/=
1ze upraviti na tvar:

. 2 3 ‘
—[mu+ii e g a4ty
1 1 _
, |
+h:l§+...+hzz:+%.<13A3+-..+z,,A,,>2}

h' (4, + - .+2,,A,,)"1

aneb
h n 2 hﬂA’ _|_h2A:
h} l’+ — (zli 4; | 1 T
[ ) 2 A} (18}
Lo, A, Ay . (1,4, . +z,,A,,)],
Potom » .
1 2ot (2 4)
Jl__-m,/f...fe—_s_b?h-:;:l‘--(_s,I,AI)dls...
(n—2)
r —1' b} A3+ 43 43 B} A, . (gAgt -+ 10 40
43 e 0 dl,.

Poloiime i k vﬁh zjednoduSeni

h’As—{—h’A’
. A’ =a
a ddle A3 A (IA 2-2 t lada) _ s

~ jest posledni tast integrdlu J, rovma

f —a 13— 1 g y: (1 Jf-b—)g
/e_ 2.2dlz=el'fe1 dl, - (19)

-{ o
-
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Substituef ( I, + bl) Va, = ¢,

piejde tento integral ve tvar

= @)

Dosadime-li za a, a ), jejich pivodni hodnoty, dostaneme
b4 A3

J = 2_*'} __ V4 [
2 th A‘ h‘ Az

2,2 2,2
/e—bsls—...—b 221 (1 Agtetlpdy) 1+

s] o
= 00

143 (1g45+- "'1 242)?
XV
hyA)+h A Ll L. dl,.

{©—2)
Upravime-li op&t exponent tohoto vyrazu na tvar
. hi hy
[Ilal + +h212+m (lA + +Z An)z
+ a, 15 + 2b, 1), (21)
. __ h'h2A3 4 hih1AY + R2R2A?
kdez 92 = hiA} + hyA}
. b — hihid, (4, + ...+ 1 A,.)
2 — h:A! + hiAﬁ
jest

v
‘:2;: VhA‘ h‘A” /«/

- 1.2 | JE— . T— .n:l‘ , @ 12—
1 b"A:+b;Af( ) dly ... dl,. f e 1 Mg
(n—3) —o
Posledni integrdl v tomto vyraze mé tyz tvar jako ve
vzorei 19. a proto jeho hodnota dle vzorce 20. jest

Vo
Va2 8.7 (22)
takZze dosazenime.za a, najdeme
g= L NEVAT _ \a VEEFRA
21" \RTAL + hiA? VhihiAR + hikiAl + Wby}

22 !

._sb 1~

/‘f fe L 1.'.4’+1.uﬂ( “)2+—.dl4~...dl,.-.

(n—38)
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Podobnou tpravou exponentu Ize kazdy daldf z (n- 3)
integrdld upraviti na tvar

fe—n_lfi—*bk-l’k dly. (23),

Provedenim kazdé této integrace dostane se do vyrazu pro
J, jako Cinitel \/z a druhy kofen ze zlomku, jehoz Eitatelem
i jmenovatelem jsou soutty riznych kombinaci &tvercd ¢fsel 7;
a A;. Pi k-té integraci, vyznaleni vzorcem 23., jsou v Citateli
zlomku kombinace (4—1) prvkd a ve jmenovateli kombinace
k prvki a to v obou pfipadech tak tvofené, Ze ve skupiné

J2h3h3 . . R, resp. N2 .. . hi,

jest postupné vidy jeden prvek %; nahrazen prvkem A}, pii
temz s =k, k—1, b —2,...2 1, po pi'ipadé| t=k—1,
—2, ‘2 |

Ponévadz provedeni %-té mtegrace dd za vysledek

Vi Vaih; oo hhosdia + By hicahEadica +
VRIRY U URi AT A AL L hie . Bk . A2 ;
TR i, . AT (24)
F 0. .. hiA? ’
najdeme provedenim vSech integraci pro J;, hodnotu:
J = 1 \a.VA&T  Va.VRaif 4
=_T .
ohi VWA + hid7 \VhiRiA3 + BEhiAE + hibiA}
Vo Veihi AL+ hihiAL + k‘h‘A2 ‘
" VRRIAT + BRIARAT 4 hihihi A2 + hABIRLAR

CVa VR R AR+ ...
Vh‘lls h,,-lAz +

anél; po zkrdceni

7= 4, . (\Vm) .

o] VithE .h.’._,A A b i
Ay

. 2h2 .

kde# /V znatf onen druhy kofen 'vé jmenovateli.
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Stejnym postupem naJdeme pro ostatnf integrdly ze souétu
16. hodnoty:

J _4,. (Vn’)n_j
=7 9RI.N
Ay (Ve
SHr= 2R2.N
;- <vn)n- .
T 2h,. . \

Dosadice tyto hodnoty do vzorce 16. obdrzime pro tplné
prﬁmérné risiko R hodnotu-

T [t ]

dli
L=V VR . AT .. + RIRE .. haA?
AP A | Al 437
{E+E+E+“+H'
Zkritime-li zlomek soudinem hh, . . . hny jest
1

ToVa.\ /a2, AL, '
. + e, +- + h" + hx .
Af A3 Ak, AX] .
[h’ B2 +eoet ha_ + }E] ’
a po daldim zkrdceni

1 n A'l ) :
BR= ——- . v
2Vﬂ T'I: h2 (25)
Polozfme-li dle “vzorce 13. a)
7}—— = 2s:ipiqi. =12 3...n),

jest

R= ZV \/ 3 A? 23,p,q.—-r \/z,A FSipigi *

Avak dle vzorce 8. jest . ) T
TAY . sipigi = M}, o



200

takze pro uplné priimérné risiko najdeme konelny vzorec

1 )
R=V2—7- %M (26)

jenZ uddvd souvislost mezi Gplnym rlslkem prumérny’rm a Casted-
nymi risiky stfednfmi.

Prispévek ku geometrii dvojiny bodové.
Napsal Dr. Vaclav Simandl, docent ¢eské techniky v Brné.
¥ (Dokonéeni.)

Nyn{ hledejme hodnotu 4’ dvojpoméru
(UV °4,°B) = (UV °4A",°B')) =%

a mdme dokdzati
A= —2

Jezto tedy °4,, °A‘, jsou samodruZnymi body involuce
stanovené dvojinami U, V a A4,, 4‘,, budeme body tyto hledati
téz jako spoletnou dvojinu involuce o samodruZnych bodech
U, V a involuce o samodruZnych bodech 4,, 4‘,. Jeito sou-
fadnice bodd 4,, 4, jsou:

o =c¢c+\Vu—a)(v—e), a)=c—\Vu—0a)@®—ua,
1ze rovnici involuce o téchto bodech jakozto samodruznych psati
nésledovné:

2y — o @+ )+ o — (0 — @) (0 — &) = 0.
Vypoéitéme-h spoletné koteny. .z, y rovnice této a pak

rovnice:
%y — (& + ) (4 + v) 4 2u0 =0,

rovnice to involuce o samodruZnych bodech U, ¥, tu méme le
soufadnice hledanych bodid °4,; °4‘;.
JeZto ob& rovnice jsou symmetrickymi, tu mdme:
' =Yz Ly = Y1
-Oznatme si pak:
oy, =2 =y, o'y =z, = 9y,
a tu po vypoltu dostaneme:

au -+ av — 2uv +i 2,,, V(u—a) v —a),

0 —
a, = -
1 206 — u — v

ou + av — 2uv
20 —u—v 205-——14

1

N —

V(u—a) o—a.




		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T15:08:01+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




