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Soucet rady Lambertovy a pocet délitela
celistvého cisla.
Napsal Milo§ Kossler.

Lambertova fada
2

LO=15 o o+ M

z

obdrz{- rozvinutim jednothvych sCitanci v Fady geometrické
s srovnénim podle mocnin &fsla 2 tvar Fady mocninné

LE=00)z+0@2)2+03)2+ ...+ 0(ms+ ..., (la)
2] <1,

kdez ® (n) znali polet déliteldi celistvého &fsla ».*)

' Pojednani toto obsahuje odvozeni vzorci:

L) = 2 log (1 — 2)

2(1—z)+ log #

®
sin (t log 2) dt
J— 253/‘(621!‘—1) (1 — 2 Z c0S (t log z) + ZQ))

0=z<1
1,1, 1 1
@(n)':.2(T+——2—-+~34+...+ Wﬂ)-{l}

+%o/‘_____dx‘s;n 2z (sin—aly——l-sin—;—'-{—. . .+sin—[V%])

x x 2
x(cotg %—'_i_—l —_ cotg m————), (3)

@)

mn+®®+@@+~u+@m
=m+% o+ +W_)WﬂﬂWHﬂ

. 00
2 dz sin 2x

. X .
—+ 7;0 p (sm T + sm—2— +...4sin WVor ])

2 1
X(cotg 2nﬂf|- T n -+ )

(C)

x

*) Na pf. @ (1)=1, 0(2)=2, 6(3) =2, O () =3, O(5) =2
a t. d. Pro prvotislo p jest vidy © (p) = 2, pro &islo sloZené O (k) > 2.
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Symbolem [£] znatfme Gaussovu funkei £ (£), to jest
takové &fislo celistvé, pro které plati

E—1<[f=<&
Ve vzorci (3) odtits se jednotka na pravé strand uzaviend ve

vinité zdvorce {1} jen tenkrite, kdy% n jest tplny étvereo,
jinak odpadd.

Formule (2), (3), (4) tvofi feSenf problemi, o néz jiz dlouho
se usiluje z divodi Eiselné theorie. Byla totiZ domnénka, Ze od-
vozenim souttového vzorce pro fadu Lambertovu umoZnéno bude
sestrojeni ukontené formule pro O (r). Od této formule pak bylo
opét olekdvano hlub3i sezndni prvotisel, protoZe pro tato pravé
md O (n) nejmensi hodnotu.

Presvédtime se vSak, Ze Zédné z téchto domnének neni
spravnou. Souttovy vzorec (2) pro fadu Lambertovu jednak ne-
vede k jednoduché formuli pro ® (») a za druhé i takovd jedno-
duchd formule (3), kterou odvodime nezévisle na fadé Lambertoveé,
neumozni ndm praktické poznidni prvoéisel. Nechceme oviem
tvrditi, Ze pro @ (») nenf moZno sestrojiti jestd jednodussi vzorec
nezli jest (3); dospéli bychom k nému, kdyby se podafilo vy-
¢isliti integrdl na pravé strané rovnice (3) v jednoduché a uza-
viené formé. Autor se o to marné pokouSel a byl by velmi
vdéden za kazdy pokyn v tomto sméru.

1. Souédtovy vzorec (2) pro fadu Lambertovu (1) odvodime
tim zpisobem, %e jednotlivé stitance fady (1) vyjddiime omeze-
nymi integrdly, které potom snadno se daji sloutiti v integral
jediny. Vsude v daldim budeme pfedpoklidati, Ze argument z
v fadé (1) m4 redlnou hodnotu uzavienou v mezfch 0 < z << 1.

Ze zndmého rozvoje
1 1 1 ® z

1—e 2 =« 21:_—2_'1 (2kn)? + =*
vyplyvé ndsobenim obou stran rovnice er
ex e er 2e‘ 0 z
1—e— 2 «© k=1 (2Im)" + a* )
12+
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Uzijeme-li nyni vzorce
(e

et sin Gt 4t — B
fe at sin Bt dt —= Ty
platného pro kaZdé redlné B a pro redlné a kladné « na zlomek

x
——— _ obdrZime
@) F 27 )
r
——-—'——: 8~2k”t 81:” xt d‘T.
@) + 22 f

Z toho vyplyvé déle setenim geometrické Fady za integralnim
znamenim
" Fsin ot dt f e—2mnt giy b dt
k-l (2]57:)2 w+ ¢ J @t —1 et — 1 )
Konverguje-li n k nekonecnému, vypadne druhy integril
na pravé strané, takze

) [e e
® z __[sin xtdt
k‘i, (2km)t + z* -feﬂﬂt— 1’
o ex ex e* sin xt dt
élh T;ex :———--———2 fﬁﬂt__l
Podle pfedpokladi plati tato rovnice pro kazdé redlné z; tedy

také pro z = log 27, kdez 0 = 7z < 1 a p jest celistvé kladné
¢islo. Jest tedy

.y A i 2P sin (t p log 2) dt

1—er ™ 2 plogs _2f et — 1 ©)
Dosadime li sem postupné p =1, 2, 3, a t. d. a zavedeme-li
vzniklé vyrazy do Lambertovy fady (1), obdrzime

e 1 w2 [ a
20—2) logzpp Y emt 1
Obé i‘ady na pravé strand rovnice daji se seéistl, ‘nebot

L(2) = Zzl’smp (tloga).

2 —log (1 — 2)
_2 =1o — 2),
p=1 P 7

2 sin (¢ log 2)
1 — 2z cos (¢ log &) 4 2*

3o sin p (tlog 2) = X
p=1 : .

*j Podle vzorce
x sin @
1—2x cos ¢ + x2
platriého pro 0 < x < 1.

@
—_ZxPsinpo
p=1
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Presnéj8im by bylo, kdybychom vzali jen souéty Xa piipojili
p=1 v
gbytek R,. Ukédzalo by se viak opdt, Ze lim R, =0, takZe plati

piesné -
. * loq (1—2) sin (t log 2) dt
L= 2(1— ) log 2z /(e”" 1)(1—22 cos (tlog 2) + 2%)’

coz jest vzorec (2). K témuz vysledku bychom dospéli uZfvajice
summagniho vzorce Plana-Abel-Cauchyova

pif(l’)—‘—%f(mwff(t) dt + iff(m'*‘izt—j(lm—it)dt,

piimo na funkei

2ZP
1—2r’

f )=

Postup, ktery jsme zde zvolili, jest jednodussi a vystihuje 1épe
podstatu summace.

Jak uZ v Gvodu bylo naznaeno, nehodi se vzorec (2) k od-
vozeni formule pro ® (»). Jest totiz patrné

ow=[#10]

z=0

z tehoz plyne, Ze bychom museli zndti n-tou derivaci L (2),
abychom @ (n) mohli analytiekym vzorcem vyjddtiti. Z formule
(2) viak k jednoduchému vzorei pro tuto n-tou derivaci nedo-
sp&jeme.

Je-li z velmi blizko jednice, divd po jednoduché tvaze
vzorec (2)

N / log (1—2) 1

log 2 +loy (_%_)(C_—%‘) :

+log (zi) . koneéné ¢fslo,

kdez C' znati Eulerovu konstantu. Pro tyz pHpad uddvé
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Schlomileh *) zdénlivé jiny vzorec:

- C — log log —zl— 1 1
L(z)= i +T -+ log - konetné tislo.
log —
Spravnost obou vzorci vyplyvd z rovnice
T i—loglog—l——
lim x +log(1—-x)_ 2 @ :_1_,
=1|2(1—2z) log = 1 4
log -

kterd sr;zan' se dokéze, uvédzime-li, z
logx=log[1 —(i —z)] = — [1 Tx + (1_;:)2 -+ (1_:_;2:)3 -|—]
a tedy

loglog —_loy (—logz):log [(l—x) (1 + 1—2'x+(1——;2+...)].

2. Setteni Lambertovy fady vzorcem (2) ndm neumoznilo
vypoéet analytického vzorce pro O (n). Musime tedy hledati
jinou cestu.

-Budiz a reélné, Jmak libovolné &fslo. Pak platf znamé
vztahy :

2 sina.t

-;t—:,/‘ p de= 1 pro a=>0,

' —1 , a<,
0 , a=0.

Utvorme-li rozdil
w . A . —
szif[sm (L+§)x_sm (% é)x] d

)

kdez & jest celistvé kladné Uslo, & redlné kladné &fslo, bude
podle hoirejéiho ' »

Ri= 1 pro k< §,

Ri= 0 , Lk>¢§,

. .—.1 ’ ‘.'——
'Rkﬂ-?, n k=4

© - #) Liouville-8v Journal 1863. p. 101.
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Z toho vyplyva pro kazdé £, které neni Cislo celistvé,
k=N

[£] = 2 Ry, *
k=1

kdez jinak libovolné celistvé tislo N = & a symbol [£] znadf,
jak uz v tdvodu jsme vylozili, Gaussovu funkei E (¢). Rozvede-
me-li ve vyrazu pro- Ry sin (ke +z¢) —=sinkz cos £z +
cos k x sin § =, obdrzfme

2coskxsm§wdx :
[§] - _n—k: x
Sem dosadime
sin @N+ Dz
2(cosx+cos2x+cos3z+...4cosNp) = ———— — 1,
SN ——
¢imZ ziskdme formuli

1
o0 Sin N+—2-):c.sin§x
m==/ (

0 x Stn —

2

w
1 sinézx
d’”—af—;*dr

kterd se proméni rozvedenim sin (.N z+ %) == sin Nz cos —;—

+cosN:isin%na
1 [sink
SinhsXx
4 5 [ d

oosinNmsin&a:cotg%

1 1 Fcos Nz siné x dz

T & T - X
0 0

Podle zdkladnich vzorci jest zde

w . . ’
1 fsinéx ,° 1
7f o= <5

1 cosNxsmg.z:dw —;l—RN_O
no x o 2
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Do zbyvajiciho integrdlu zavedeme novou integraéni pro-
ménnou' vzorcem

_ 2z,
= A
&mZ obdrzime konetnd po vynechdnf indexu p#i z, vzorec
o . . 2x
o sin 2z . sin ——
1 1 z N .
(€] + '§‘=-;_/00t9 N z dz, (6)
0

ktery jest vdzdn na dv& podminky, Ze totiz ptednd redlné

a kladné ¢islo £ nenf celistvé a za druhé, Ze celistvé &fslo

N> £*) Obs tyto podminky jsou splnény, poloZime-li na pf.
£ = 2”2';' L N=on+1,

kdeZ n a p jsou celistvd kladnd Clisla = 1 pfi tom plati sou-

¢asné bud jen hotejif neb jen dolejii znamenka. Jest tedy

. . x
sin 2z . sin —

[21@ + 1]-—[-— g = 1/‘cotg o 5:_ T o P . )
O rozdilu
J (n, p):[2n2—ll)- 1]_[27&2-; 1] (8a)

dokdzeme si vétu:
J(n,p) =1, jeli n délitelno islem p
J(n,p) =0, nenf-lin - }
Pfedné budiz » dslitelno &islem p. Pak jest

2n 4+ 1 n 1 n
[ 2p ]=[7+%]=7’
[Z”____l_]—[l___l_]—l‘_ —1
2p |Tlp 2] »p
a tedy J (n, p) = 1. Tim jest dokdzdna prvni &dst véty (8).
*) Rozvineme-li v integrélu (6) kontangentu podle vzorce

ncotgn{_—.}- (_:_{.{.. 1 )

(C)

s—3
a provedeme-li pak mtegracx ]ednotlwydx ¢lenfi, obdrzime znidmou formuli
°‘1 sin 2w sé
R

&¢imz Jest spravnost rovnice (6) potvrzena
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Za drubé nechf neni » délitelno ¢islem p. Oznatme
3)-+
b

n r
— = —_—
p +p’

z tehoZ plyne

kdez 1 = r < p.
Nejvétsi hodnota, kterou » miZe nabyti, jest p — 1. Jest

tedy
2n 41 2r 41
[210 ] [ +2p] [+ 2p ]
Zlomek 2';;; 1 nabyvé nejvétsi hodnoty pi r —=p — 1; jest
2r+1 _2p—1
2 T 2
Podobné plati
2n —1 2r — 1

| %]_P+.%]_a

¢imZ jest dokdzdna i drubd tdst véty (8).
Kombinaci vzorce (8a) a (7) obdrzime

tedy 0 <

2n 4 17 __;
<1.Zt0hop]yne[ T ]_t

J (n, p) =

¢ ]
1 x z . x . dz
p a/‘{cotg m—' cotg —2”—_—1—} s 7 .8m 2. 7, (9)
©0Z ndm - konetnd umozni odvoditi analyticky vyraz pro @ (»),
znatfci poéet déliteli celistvého Eisla ». Podle véty (8) obsahuje

totiz souéet z J (n, p) tolik jednotek, kolik existuje celistvych

tsel p, obsazenych beze zbytku v &fsle » a pfi tom mensfch
nebo rovnych celistvému &islu N. Zvolime-li tedy N = », bude

N
2T 0 =0,
€0% spojeno s vzorcem (9) poskytuje

[0 2]
1 fdzsin2z( . =z z .z .z
O(n) = — Z an X AT
(m) :r/ . (sm 1 + sin 5 +sin 3 “+.0t-sin N)

pd (cotg 2—7‘%_7—-00(9 —i;‘—f_—l) ' (10)
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Jestlize v druhé zévorce za integraénim znamenim  odetteme

a pfitteme ¢Eislo ——2;, obdrzime
2 fdzsin
_ zsin2z( . =z .z .z
@(n)_.——” B/__wa (sm T +sm——2 + ...+ sin _N)

- 4
1 [fdzsin2xf . x .z .,z
+?J—7—(szn -1—-|—sm—§‘+... + sin W)

. x z 2\
><(°‘°‘9 P m'—?)'

To v8ak d4 se pomoci zndmé hodnoty integrélu

x
wsin 22 sm-——

2 f R dx'=_:-

@(n)—1+ R

__fdmsm2w( in +szn +...4sin “—)

: xz 2
. X(COtg m—l- —_ cotg m—-——). (11)

xz

psdti ve tvaru

Nejmensf hodnota pro celistvé a jinak libovolné éfslo N
jest zde n. Je§té menifho pottu stitanci docilime jinou summaci
funkee J (n, p) neZli jest ona, kterou jsme provedli pfi odvozen{
vzoree (10).

Podle véty (8) udé,vai soudet

._.[Vn]
"I

=1

poéet daliteld Esla n, které nejsou V&tsf mez \/m, to jest, jak
znimo, bud 3 @ (n) nebo 3 @(n) -+ 2 podle toho, neni-li & je-li
n Gplny étverec
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Z toho vyplyvé, pouzijeme-li opét vzorce (9)
o
1 1\ 1 fdzsin2z; . = .
—2——O(n)+{—§—}_7t—3/‘ o (sm—l—-l—...+sm

y z z
X(cotg 27 4 1 — cotg 2n — 1)’
kdeZ 3 ve vlnité zdvorce se piititd jen v tom piipad&, Ze n jest
uplny &Etverec.
Tym% postupem, kterym se vzorce (10) jsme dospéli ku
vzorci (11) obdrzime zde koneéné

@(n)=2( +p et +[V‘]) (1)
+%of@%’;"—2ﬁ(s;n-‘f—+sin—2—+...+sz‘nW%—])-

’ 2
X (cotg -2—7':%'- -_ cotg _2_”‘_1‘:_1__7), (]2)

vl

coZ jest vzorec (3).
Odvodime ku konci jedtd analyticky vzorec pro soulet

k‘ o k). Do znémé rovnice *)

oM+ 0@ +.. +@(n)—2[z[] (Vn'])?

dosadime -
=]
» 2p P
coZ vyply’rvsi -z uvahy, pfedchdzejici vzorci (9). Jest tedy ,
n "2n+1 (2n+1 2n+1)
EC R TR )
kdez znadf v = [V_]

V druhém souétu na pravé strané pouzijeme Jednak vzorce
(7) a za druhé rovnice

x
2x sin —
411 ~(2n +1)S‘” )
—3p f p dz,

*) Viz na pf. E. Cesaro: Element. Lehrb der algeb Analysis. Teubner
1904. .p. 277.—278. . :
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vyplyvajici z formule udané tésné pfed vzorcem (11). Jest tedy

P on 41
z@ =23
h=2=2—

— 2

—221: _L_._l._f 2 —2n+1\sin2xsin—;idx
”,,=,{2 no(“’t"2n+1 z | = }
o BN+ 0@ +...+00)
=<2n+1)( 5 +. +[V_]) [V?]‘([VFHI)

2 fdwsin2z( . (13)
-—l--;t—-o/‘ p ( 1 +sm - ...+ sin Vi ])

z 2n + 1
x (cotg 2n+1 =z )
Tim jest dokdzdn také v ivodu vytleny vzorec (4).

Tamtéz bylo feteno, Ze by bylo Zddouci vyifsliti integral
na pravé strané rovnice (12) nebo (13). Véc ta nenf nemoZnou,
Jjak vyplyvd z nésledujici vivahy. Odvozeni obou jmenovanjch
vzorci jest zaloZeno na funkci J (%, p), definované rovnicemi
(8) a realisované integralem (9). Misto tohoto integrdlu miZeme
uzfti také vyrazu

p
k< 2knn

J(n,p)_——+iz2 —~+{ cosnn} (14)

kdez vlnitd zzivorka na pravé strané se p¥ititd jen pii sudém n.
Jest tedy na pf.

1 2 2 4
J(n, 5)= 5+ 5 cos gn_*_ 5 C0s I;n;

1 2 2 4
J(ﬂ;8)=‘8—+§ ’m+8 ——gﬁ

2 6n 1
+._8_ cos T-}-—S— cos = n atd.

Dikaz formule (14)‘ prozatim neuvddim, protoZe vede
k velmi mélo piehlednym vzorcim pro O (n) nebo 2 @ (k),
k=1

které vSak uz neobsahujf integrdld. Tim jest dokdzdno, Ze in-
tegrdly (12).nebo (13) daji se vyifsliti. Dalsi prdce musi tedy
sméfovati k vyhleddnf nejjednodusifho tvaru takového vytisleni.
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