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bude involuce druZinami mm,, nn, stanovena. Sestrojme jejf
stted ¢ a uliime na M

.@T:-—Zﬁ;:\/m . myE;
body p,, p, pfindleZeji transformaci Zddané 4. Tato bude zajisté
uréitou plochou, jelikoZ kongruence bisekant obsahuje oo? pa-
prski, a zddné dvé idedlnf bisekanty se protfnati nemohou, pro-
toze kongruence jest Fidu prvého a singuldrnich bodid (jezto
kiivce K3 piindlezeji) na idedlnich bisekantdch neni. Bodi p,,
Pe ... jest tedy oo2 Také stfedy involucf ¢ ... (na bisekan-
tich idedlnich i redlnich) vypliivji uréitou plochu @3, kterd jest
fidu tiettho (Jar. Geom. pol. III, str. 20). '

Drobnosti z geometrie.

Sdili M. Lerch v Brné.
(Pokragovani.)

8. Oskulacéni tétivy obaluji Cdru 4. t¥idy.

Podle (19) jsou Pliickerovy soufadnice u, v oskulalnf té-
tivy racionédlni funkce parametru z stupné 4., tedy jsou tyto té-
tivy tetnami urtité raciondlni Cary 4. tiidy. Parametrické vyja-
dieni jeji bodli moZno provésti pfimo na zdkladé obecnych vzorcd

dv . du
van—udv’ 7T wdv — v du
aneb téZ podle zndmého pravidla o stanoveni obalové &dry
piimky (19" o

zcos O ysin€
(£) a b

derivujeme-li dle parametru O, ohdrzime rovnici

xr =

=co0s 20);

, in @ .

@) x sin _‘_ycos@:2sm2@,
a b

a z obou rovnic fesenim dle —f—f— > %:

= sin 26 sin O 4 cos O = —;— (3 cos @ — cos 30)
1 (20)
2

= sin 20 cos @ 4 sin @ — (3 sin @ + sin 30).

. o:lte al&z
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V parametrickém *) vyjddfeni pti z = ¢’© mdme
z 3 2°4+1 1 2°+1

a4 2z 4 5
y 3 22—1 1 2#—1 (207
P TE T e

takZe raciondlni &4ra naSe je stupnd 6. Jeji rovnici obdrzfme
z (20) vyloutenim @; mdme postupné

xﬂ 2 . xQ
—aT“+_l_y;T =1 + 3sin? 2@, —aT———bT= cos? 2@

o yr o 22 22
(=

a koneéné **)
2 3 2 2 \2 .
(’” + yu —4) +27(-§2——%) =0. (20%)

Tato kfivka I obalové é4ra oskulaénich tétiv ellipsy (a, b),
lez{ uvnitf ellipsy

ST

al

+ Bod, v ndmZ se oskulatnf tétiva (R) dotkne &iry I, je na
pHmce (L'), jejiz rovnici lze psati

@)

. Y —
a cos ® +bsin@—

Jeji osové tseky jsou 4z, 4y,, znaifli x,y, soufadnice
bodu O na ellipse PHmky (Q), (*') se tedy snadno sestroji a
tim zfskdna té% jednoduchd konstrukce bodi &dry I', aniZ tfeba
uzivati oskula®nfho dopliku bodu na &dfe.

*) Znamensme-li M a M, patu a doplnék oskulagni t&tivy, t. j. body
na ellipse prisludné k uhlim © a — 36, déle P teény bod osk. tativy na
obdlce, méme barycentricky

. o 9P = 3M — M,
(A.-del Re, . c.).

**) Na podnét E. Lemoinea tuto obalovou &iru stanovili Desmous,
Hilaire, de Paolis a j. (Nouvelles Ann. de Math. 2e série, T. XL) Obraz
kfivky v. str. 104 v Tisserand, Rec. compl. d’exercices.
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Z rovnic (20) Plyne, Ze obalov4 ¢dra oskulatnich tétiv jest
affinnf s astroidou, a vznikne z nf zkrdcenim pofadnic v po-
méru b : a.

Ostatng rovnice (19') podrzf urdity vyznam i pro b = a
a sice pifsludi p¥{mce, kterd prochdzejic bodem @ na kruhu

r=acos B, y=—asin0O,
je vitéi Oz s tetnou kruhu soumérné naklonéna; tato pfimka
(r) Z cos @ — y sin @ = a cos 20

w0

Obr. 1.

pak obaluje astroidu. Transformaci
b
"= Y B
prechdzi pfimka p vpimku (19') a jeji obalové &dra v kiivku (20%).
Okolnost, %e piimka p obaluje astroidu, lze dokdzati ele-
mentérné planimetricky; tim bude také poddno synthetické stano-
veni obalové E4ry (20%).

Bud MT tetna kruhu A M opsaného kolem stiedu O (obr. 1.)
polom&rem OA = a, M bod dotykovy, T' stopa teény na Oz.



138

PHimka p prochézi bodem M a prochdzi bodem S na O, jen'z
jest uréen podminkou MT — MS. .

Znamenejme o — <\ AOM, 8 —= ATM —= ASM; v trOJ-
thelniku OMS bud y = <t M. Méme

B=a+y, atp=-7,
tedy

Vedme pi{mky Ow, Ov naklonéné k Ox pod + 45% a
znatme u, v jich priseky s pimkou p. V trojihelnfku OMv
méme vn&jsi dhel y pii M, vnitini dhel pii O jest

450——a=—;—,

tudiZ je také dhel p¥i v roven 73_ a. trojihelnik je rovnora-
nienfx;", z tehoZ ndsleduje rovnost délek
My = OM = a.

Pifmka MN || Ov pili tGhel y (pfi M) a trojahelniky pravo-

tihlé ONM a uNM jsou shodny, takze také
My = a.

Jo tedy délka wv — 2a stdlé velikosti; pifmka p se poSinuje
tak, Ze jeji dva body stilé vzddlenosti opisuji pfimky Ou, Ov
na sobé kolmé. Jeji obalovd tdra je tedy astroida.

9. Oskulaéni tétivy prochdzejici dangm bodem. Ktivka I'
je 4. tHidy a tedy kaZdym bodem mimo tuto kiivku leZicim
prochdzeji &tyry jeji teiny, t. j. &tyry oskulaini tétivy ellipsy.

"Hledejme oskuladni t8tivy proch4zejici bodem o soufadni-
cich z, y, jehoZ piimkovd rovmice tedy zni

ux + vy +1=0.
Jsou-li u, v soufadnice oskulatni tétivy (19) prochzizejici
timto bodem, bude tedy

—%(z“+z);—ié;/—(zs—z)+(z4+ 1) =o.
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Kofeny z,, z,, 23, 2, této rovnice piisluSeji jako parametry pa-
tim hledanych oskula¢nich t&tiv. Jejich soumé&rné tkony budte
opét znamenany f;, fy 5, 7. ; bude pak
fa=1, =0, (21)
ddle ]
@ i z X!
h=ath ==, @19
z tehoz vychdzi pro soufadnice priseiného bodu oskulagnich
tétiv
__a . b . ¥
=g 0+h) y=g50G—1 (21

Z rovnice f, = 1 plyne, Ze
~Daty éty¥ oskulacnich tétiv ellipsy vedenych danym lo-
dem ledi na kruhuw.*
Kruh ten nazveme patnim kruhem &tvefiny oskulatnich
tétiv. Jeho rovnice uréi se na zdkladé vzorci (8) (8%) ve tvaru
2

a
£4 1 —2f — 2 =—-, (22)
pii Cemiz
__ct ; . %
p=—5-0+1h), =4 GH—h)
tedy dle (21%)*)

clx cty

P= g 17 T g (22
takZze tézi§ts pat oskulatnich tétiv md soufadnice
1 1
X = —4’— x, Y = ‘—4—y.

Parametry pat hovi rovnici
#—§j—fe+1=0,

i moZno zvoliti f,, f; dle libosti, nate? rovnicemi (21%) uréena
poloha vréholu zy na$f ttvefiny oskulatnich t&tiv.

*) Srov.: V.Tanni, Annali di Tortolini, 1861, str. 199; d4le: Alfonso
del Re, Oblique e circoli osculatori alle coniche in relazione tra loro ed in
relazione con altri elementi geometrici di cui sono casi particolari (Giornale
di Matematiche di Battaglini vol. XXII., 1884).
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Ze tif dvojic f,fs, 2y, Pq jest jedna neodvisld,- ostatni line-
4rnf funkee jeji prvkid; zejména vyjadfuji rovnice (22%) affinni
vetah (pibuznost) mezi vrcholem tétiv (x, y) a stfedem kruhu
patntho (p, 9).

Méni-li se tyto body, jsou jich drahy téhoz stupné a tiidy;
" zejména miZe jeden z t&chto bodid probfhati pfimku pouze tehdy,
probfh4-li téz druhy bod uritou pfimku; patni kruhy tvoif pii
tom svazek prométny s fadou vrcholi (z, y).

Z rovnic (21), jez plné& charakterisuji &tvefiny pat osku-
latnich t8tiv jdoucich spoletnym bodem, vyjadfuje prvni, Ze tyto
body lez{ na kruhu; drubd z nich f, = O se vyjadii téz takto:

c0s (0, + 0,) 4 cos (0, + 0,) + cos(®, + 6,) = 0. (21

Tato rovnice tedy vyjadfuje podminku, aby se oskulalni tétivy
tif bodd 6,, ©,, @; na ellipse protinaly ve spoleiném bodd.*)
V soufadnicich z,y, bodé @, zni tato podminka

Z,%y + ZpZs + 2,2y Y1Ys + Yo¥s + Y5
a* - b )
Zndme-li body @, a @,, obdrzime dle toho ostatni dva body
oskulatni ttvefiny O; a O, jako priseky ellipsy s pfimkou

zay + @+ x)x __yy + (- Y)Y
= i .

a®

21?)

Tato obsahuje bod

’ L1%y

2= %Y

_—— I — R
z, 4+ 2z’ y e

a je vidi Ox soumérnd naklonéna s poldrou stfedu tétivy, t. j.
8 poldrou bodu

M, + M,
. 2 )
Znamenejme & = 6, + 6, 4 O, ; rovnice (21") se piepise
na )
c0s(6, — ) 4 cos (0, — 0') 4 cos (6, — 0') =0,
NV kompiexnich parametrech se vyjadfuje tato podminka vztahem
?1+ 9293 =0.
kde

O1=11F 72+ 75, 92 =117a + 3275 + 1371y P35 = {1%afs-
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i mozno ji geometricky interpretovati, a to nikoli sice na ellipse,
ale na kruhu opsaném kolem stfedu ellipsy, na némZ méfime
thly @, a jenz se nachdzi s ellipsou v pifbuznosti. Parametru
6, odpovidd na tomto kruhu Ghlomérném bod 2, o soufadnicich
acos O, asinb,
takZe parametrim 6,. 0,, ®,, @' na tomto kruhu odpovidaji
body M,, M,, My, M'; posledni rovnice pak vyjadfuje, Ze
ngeometricky soulet vektorw OM,, OM,, OM; je velktor
kolmy na OM'.¢
Uvazujme zvlastni ptipad, kdy body na ellipse 6,,®, hovf
podmince
() o=ty
priméry ellipsy urtené body témito @, a ®, tvoif involuci, je-
jiz dvojné paprsky jsou hlavni pficky, takze je oddé&luji harmo-
nicky. Rovnice (21%) pak se zjednodusf na

x, ':zwz z = ?/1';;?/2 v,

takZe piimka piisluind je primér ellipsy, a sice je to pfimka
stdld. Podminku («) lze psiti po zavedeni parametri 6

tg 6, tg ©,—1,
a odtud plyne

0, = vz + % — 0,, » celistvé,

natez poslednf rovnice piimky bude zniti

cos @, + (— 1)"sin 6, o= sin @, 4 (— 1)’cos 6, y
a - b v

tili po zkrdcenf initelem cos O, 4 (— 1)" sin @, :

t. j. uvazované dvojice 6,, ©, se na oskulatni &tvefiny dopliujf
koncovymi body jedné z hlavnich piitek.

Pti tom jsou spojivé ptimky proménnych bodi 6,, @, na
ellipse rovnobéZny s druhou hlavni pfickou. Je skutetnd za nasf:
podminky

2,2, = (— 1)
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a rovnice piimky spojujici body 6, a 6, je (18)

N .
A+ Gt D=2+ 2,
&ili
z 9
=+ % = konst., + 1 = (—1)",

Oskulaéni tétiva bodu na hlavnf piféce ‘splyvd s jeho pri-
mérem, body na konci téZe piitky maji tedy spoletnou osku-
lagni tétivua v tomto priméru, a na ném se protnou osk. ttivy
piru 0, a 6,.%)

Podminky (21) f,= 0, f, = 1, které charakterisuji &tve-
finy, pro ndz oskulaéni tétivy sbihaji ve spoletny prisek, lze
psati
{a) 2,2, + (2, + 25) (25 + 24) + 2,2, =0,

(b) 2,2, . 832, = 1.

Znamenejme « v soufadnice tétivy 22z, u ellipsy, dile o’
o' soufadnice tétivy z;2,; zndmé vztahy
2 _ Gu -+ ibv

2 Aty = ——— e, 2,2, = :
) ou — by 7 172 au — by

ndm podaji pro veli¢iny z, + z,, 2,2, vyrazy, jez vlozime do
rovnic (a) (b); vyjde .
(au -+ o) (an' — bv') + 4 + (au — bv) (au' + ibv'") =0
(au -+ 1bv) (aw’' + bv') = (au — bv) (au’ — ibv")
£ili po redukei )
(4) atuu' + '+ 2 =0, w4 w'v=0.

Piimky .p(u, v) a p'(u’y vY) stanovi na ellipse &Etvefinu
uvazované vlastnosti. Drubd z rovnic (4) vyjadfuje, Ze piimky
ty jsou k ose Oz stejné naklonény, prvni rovnice pak vyjadfuje,
Ze pitimky ty jsou spolu harmonicky sdruZeny viéi kuZeloseéce

a®u?+ b%24 2 =0,

*) Podminky (21) f; =0, fy = 1 vyjadfuji, Ze &tvefiny pat osku-
Tadnich tétiv tvoki na ellipse involuci 4. stupné o dvoji volnosti. V ni tvoii
koncové body hlavnich pfitek dva pdry neutrdini, kterymi skupina invo-
luce neni stanovitelna, an takovy par ndle#i ool é&tvefindm.
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kterd jest ellipsa pomyslnd

z? y? 1

e =—
Je-li ddna pfimka p‘, uréime jeji pél S viii této kuZeloselce,
a vedeme jim pf¥imku viéi p‘ soumérné naklonénou; tato pifmka
jest p, a protind ellipsu v bodech, jeZz dohromady s priiseky
pifmky p’ tvoti hledanou &tvefinu.

P61 S strojime takto: Uréfme pél S, pifmky p’ vu(‘,l redlné

ellipse (V_, Vb_-) a prodlouzime délku S,0 na opatnou stranu
stiedn O.%)

10. Rovnostrannd hyperbola urdend Ctvefinou pat oskulag-
nich t&tiv prochézejicich bodem (z, y) méa dle (11*) rovnici

92

£ — 9 — (pé—i-qn)—T—O (23)

cQ
kde p, ¢ znali soufadnice stfedu patniho kruhu.
Stied této paini hyperboly mé soufadnice
d® d?
Zy=—7z P Y=— s

a bude leZeti na hyperbole, je-li

qu 2 d'zp 2 6'2
(c“)—<cg)=7’
v kterémzto piipadé se hyperbola rozpadne ve dvé pfimky svi-
rajici s osou Oz thly -+ 45°

Aby to nastalo, tfeba i stali, by se stted patnfho kruhu
nachdzel na rovnostranné hyperbole '
6

, ¢ ‘ \
!l’—l"=‘27;§ (29

Jjeji fokdlni osa jest Oy a ddlka ohniska obndsi —z d’

*) Operuje-li se na kruhu (t. j. pro a = b), fesi pfedeald konstrukce
téz 1lohu, sestrojiti zbyvajici dvé teény astr01dy, jez vychdazeji z priiseéného
bodu danych dvou jeji tegen.
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Tim dokdzdna véta:
» Kruhy

dQ
B4t =28 — 2= —-,
jichs st¥edy p, q leZi ma rovnostranné hyperbole (24) majict
ohniska
3

2=0, y=zop,
protinaji ellipsu (a, b) ve CtveFindch s jednim pdrem na sobé
kolmych tétiv, které sviraji s osow Ox ully = 45° a protnou
se v bodé
d? d?

Xy — . —_ "
0 c; p7 .'/o cz

q.

Oskulaéni tétivy viech étyF boddi prochazeji spoleénym prise-
kem, jehod souradmice znéji

4a® _ 4h?
x = c? —= P Y=— c? q.
Polozme

ct 3

q—

a zavedme parametr exponencialni*)
41 =1
1=k—r P=k—g—

pro body hyperboly (24). Patni kruh md pak rovnici
dQ
(e n—S)t=wG+n+ia—8

a probfhd kvadratickou fadu, probihd-li stfed jeho hyperbolu (24).
Obalové C4ra téchto kruhii mi rovnici

(£9+q ._%?-) =4 (- &Y (25)

*) Parametrické vyjadfeni bodd na hyperbole (24) zni
=k coshyp o, p=1ksin hyp o
a piseme-li
t—e’,
vychsdzeji napsané rovnice,
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a je to zvladtni pifpad Perseovy spiriky*) (prstenky). Aniz by-
chom se poustéli do podrobnosti theorie téchto kiivek, miZeme
odvoditi konstrukei bodl é4ry nadf bezprostfedné z rovnice kruhu,
vyjddiime-li p a ¢ jako funkce parametru

g =1Fkcos hyp @, p =1F sin hyp o,
takZe derivace jsou

dg __ , .
d—m._ksmhypm,

Dle znidmého pravidla urlf se body obalové ¢iry kruznic
dQ
4 nt— 5 = 2pf + 2qn

tim, %e se rovnice ta derivuje dle parametru @; tim vznikne

dp __
4o = k cos hyp w.

& cos hyp w + n sin hyp 0 =10
¢ili
9§ + pn=0. (25%)
Tato pfimka protne kruh

d!
£ — 2pf — 2y =

v hledanjch bodech, a jest geometricky stanovena tim, Ze jdouc
potétkem (stfedem ellipsy) obsahuje mimo to bod

E =0 1=—4q,
ktery lezf na hyperbole (24) soumérnd se stfedem kruhu (p, ¢)
viiéi ose Oz. '

Konstrukce kruhu o rovnici
£ 9% — 2pf — 2qn — m?= 0,

*) Bliz8i uddni o tézhto a jinych krivkdch hledej ve spisech:
F. Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales remarquables planes et
gauches;
Gino Loria, Spezielle algebraische u. transc. ebene Kurven;
H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven.
Krivka tato je zvlastnim pfipadem t. zv. &ar anallagmatickych s dvoji
symetrii
@2 4 y? — m)? — 4(adz? + by,
o nichz bude ve &l. 14. ukézéno, Ze jsou cissoidami dvou soustfednych -kruhi.
10
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znime-li stted S (p, ¢) a délku m, jest jednoducha; mocnost
poldtku vzhledem k tomuto kruhu — m? je zdporna, poldtek
leZi nutnd uvniti kruhu. Poloviéni tétiva kruhu vedens potitkem
kolmo na primér OS — nazveme ji ramenem kruhu — mi
hodnotu m. Znajice stfed, znéme téZ polohu ramene, i miZeme
- nanesenim jeho délky po obou stranich priméru ihned sestro-
jiti dva body kruZnice.

V nafem pfipadé mé ramé stdlou délku —(;_-, takZe u na-
§ich kruhi konce ramene probihaji kruh

Mimo to 1ze spiriku (25) vytvofiti jako misto priseéfkd promét-
nych svazkii kruznic

g — L oo, e —t =2 8. 20)

Svazky ty maji spoleény kruh
a2
§2 | ng— 2 b

a za chorddly piimky §—+ n =0, resp. £ — n=0, a v promét-
nosti jsou si pfifazeny péry

*=0) §“+n“=% a f=nq _
h=x) E+4+1r=0 a §2+n9=_g_2_
=1 E—B4+@—B=2%40

AEHR LG RI= 4 o

Svazky jsou zdroveii prométny s fadou stfedd, jeZ probi-
haji pHmky § — 4 =0, resp. £ + =0, a sice jsou piry
sdruZenych prvkd v prométnych fadach stfedd, jez -odpovidajf
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napsanym prdvé pirim kruZnic, tyto:

0 a (§= oo, —1)

M

=
— . M — 1
(§ = oo, §—l)a0

(k7 k) a (— k; -k))

pii ¢emZ o

b=

=

Spojivé piimky piifazenych si bodd obaluji rovnostrannou
hyperbolu, majfci pfimky &+ 5 — O za asymptoty; pondvadz
spojka bodu (%, %), (— F, k) jest rovnobéZna s osou Oz, je bod
x =0, y = k vrcholem hyperboly. Rovnice této hyperboly zni

ya —_— = k”,
a splyvd s rovnici (24). Tedy mdme vétu:

» V prométnyjch svazcich krudnic (26) obaluji spojivé primky
stfeda pFifazengch st kruhd rovnostrannou hyperbolu

c(‘w
P B, B=gy,. (24%)

Tim konstrukce promé&tnjch svazkd kruhovych (26) redu-
kovédna na elementdrnf tlohu teten hyperboly. Svazky ty vytvo-
fuji spiriku (25), kterd jest obdlkou kruznic majicich stfedy na
tétéz hyperbole (24*), jichz rdm& ve stiedu ellipsy vedené mé

d
stdlou hodnotu —.

Ve

Znamendme-li p'q’, p“g" stfedy kruhi (26), méme
plpu —_—— ke’ qlqll — kn’ R (261)

1. j. praméty stiedi prométné si prislusngjch kruhdi (26) do os
Gz, Oy tvori pdry kvadratickych involuct na téchto osdch.
Dvojné prvky involucf jsou ve vrcholech hyperboly (24%).

L]

Kruhové Ctvefiny a paty oskulainich tétiv zvldst .jsou
v jednoduché souvislosti s hyperbolou, jejiz asymptoty maji smér
hlavnich piitek.

10#*
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Rovnici ¢tvetiny, kruhové (fa=1) 1ze pséti
z* + 7 +h=he+ f3 ’

a dosadime-li sem z = cos @ + i sin @,—:—: c0s @ — ¢ sin O,

vyjde .
(@) 2c¢0s20 + f, = (f, + §;) c0s © + (f, — §,) i sin O
je viak

x Y x2 y2
s O =—, sin O=-—, ¢0s20 = — — L
a’ D at IR

znamend-li ndm a, y soufadnice bodu 6 na ellipse.
Rovnice (a) tedy zof
w‘l

- b(l + fﬁ — fl + 73 + fl .y'r (27}

al

coz ukazuje, %e kruhovd &tvefina (f,, f,, f3, 14= 1) lezf na
hyperbole (27), jejiz asymptoty maji smér hlavnich piicek, takze
0sy jsou rovnobézny s osama ellipsy; stfed hyperboly z,y, ma,

soutadnice
f.l—_':jg') % =25 T—‘_ fy

rn=a yrant 272y

Rovnici nasi hyperboly lze téz psati

2z — 2.)2 Y — 2 y? 1
( ag 0) _(y b;y(’) at)_ _b_g__§ 2; (27*)
stted kruhu opsaného nadf ¢tvefiny md soufadnice (8)
c? c? -
p=55u%0 q='—2_b'g'3/or (27

rovmce kruhu, pak znf "
£+ ®— 208 — 2m + - — =0.

Je-li &tvefina pifsluinid k oskulainim tétivim (f, = 0) o spo-
letném priseku (z, y),*) jest ‘ ‘
. z =12z, y=2y:

" %) Bud V vrchol tetiv oskulatnich, H stfed hyperboly (28), 7 téziste:

pat; pak platf vektorielni vztahy
OH — 20T, oV=40T.
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wPaty oskulaénich tétiv ellipsy (a, b) vedenych bodem
x, Y, leZi na hyperbole*)

(g - xu) (12 — Y, )2 . y: - (28)

a? b? a‘ b2’

Jjejiz stred z, y, leZi uprostied mezi stiedem ellipsy a vrcholem
tétiv (z, y), a kterd prochdzi stFedem ellipsy.“

Naopak, zvolime-li dle libosti stied w«,, ¥,, ustanovi hyper-
bola (28) na zdkladni ellipse (a, b) &tyry body, jichZz oskulaéni
tétivy prochazeji bodem (2x,, 2y,).

Hyperbola (28 se rozpadne v pfimky jen kdyZ zmizi prava
strana, t. j. leZi-li jeji stted na jedné z obou hlavnich pficek.

Obecné jest u kazdé kruhové &tvefiny (27°) .
q9 __ a yo

p b, ’
lezi-li =)y, na hlavni piitce y = + %—, bude

Yo b a9 ___—a

7 T = +3
t. j. stfed patniho kruhu p, g lezf na priméru ellipsy kolmém
na uvazovanou hlavni piféku. Tato pfitka obsahuje také vrchol
tétiv oskulanich z, y, a hyperbola rozpad4d se ve dvé pfimky,
z nichZ jedna je naSe hlavni pfitka, druhd je rovnobéZnd s dru-
hou hlavni pfitkou. Sine-li se tedy bod z,y, po hlavni piftce,
zistivaji dvé paty tétiv stilé (jsou to konce hlavni pfitky), druhé
dvé paty jsou na rovnobézkdch s druhou hlavni p¥ickou. (Srov-
nej vy$e &l 9.).

Zéroverni shleddvdme, %e v Zddném jiném Ctyfdhelniku pat
oskulatnich t&tiv neni stran rovnobéinych s hlavni pFickou
ellipsy; t. j.

»LeZi-li Styry body ellipsy z,, 2,, 24, 2, na kruhu, a je-li
strana 2,2, rovnobéina s hlavni pFickow ale od ni rdzna, pro-
tnou se oskulaéni tétivy viech EtyF bodi v jednom bodé jem

vy

tehdy, splyne Ui strana 2,2, s druhou hlavni pFickou.“

*) Srov. A. del Re, I, c., str. 89—93.
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Nebof hyperbola (28) md pak tétivu 2,2, rovnobé&znou
s asymptotou, tétiva md s nf 3 body spoletné a tvoif jeji
souddst.

11. Ze vztahu

q a‘Yo

p b*x,

vychdzf, vzpomeneme-li, Z6 norméla v bod® x'y’ na ellipse md
smérnici

2,
ndsledujic{ véta :

» Pro libovolnou Stverinu kruhovou na ellipse bud S stied
hyperboly, kterd prochdzi tverinou a md smér asymptot ve hlav-
nich prickdch ellipsy, C stred kruhu étveriny a O stied ellipsy.

Primka OS protne ellipsu v bodé M, jemus necht jest M’
soumérny vzhledem & jedné ose; normdla ellipsy v bodé M’ ve-
dend jest rovnobéina s primkou OC.%

Jinak fefeno, norméla v bod® M a pfimka OC stanovi na
ellipse &tyry body lezicf na kruhu.

Probfhé-li bod 8 primér OM, musi kruhovy stfed C rovnéz
zistati na pevném priméru ellipsy. Danému hodu S odpovidd
urtity bod C, a pisluiné hyperboly tvoii svazky o rovmo-
béZnych asymptotdch, jimz odpovidaji kruhy soustfedné.

Bud @ == » thlovy parametr bodu M, tedy smérnice
piimky OC

-%- = -—%—- tg o,
rovaice pHmky OC tedy bude |
(o) aX sin w + bY cos 0 = 0,
rovnice normdly MN v bodé M pak
B) - aXsinw—>bYcosw— ctsinw cosw=0.
Soutin rovnic («) (8) ‘ ‘
) a?X?sino — b2Y?2 cos® @

—clsinwcosw(@X sino+bY cosw)=0
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podavd zvrhlou kuzelosetku sestévajicf z pHmek MN a OC. P¥i-
pojme k ni rovnici ellipsy
A(a?Y? 4 b2X? — a%?% = 0,
(A2 4 a? sin® ) X% 4 (Ra® — b® cos® w) Y*
= c?sin © cos w(aX sin o + bY cos w) + Aa2h®
Ustanovme A tak, aby soutlinitelé pii X? a Y? splynuly, tedy
Z rovnice
¢*h = a® sin? o + b? cos? w,
takze pak
c?(a® — b cos® w) = a* sin® @ 4 b* cos® 0 = A*
a rovnice bude zniti
A4 (X2 4 Y% = c* sin © cos w(aX stn © - bY cos m)
+ a®?(a? sin? o 4 2 cos? w).
Je to rovnice kruhu, jenZ prochédzi spoleénymi body ellipsy
se zvrhlou kuZelosetkou (7).
Pisemeli ji ve tvaru
X? 4 X*=2PX + 2QY + N,
mdwme pro soufadnice stiedu

__actsin® @ cos __bctsinw cos? o
P==—gg 1 @="—gg
déle
N— a*h? sin? o + ah® cos?
a2 __ ¢ atsin®o—bicos?w
2 T 2 atsin® o+ becoste’

Ponévadz u kruhové Ctvefiny

c? ’

= fa=—5—N,
mame
atsin® 0 — b cos®m
atsin®o 4 b4cos?w ’

fa=

tedy obecné f, od nully rizno.
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Z hotejifch vyrazi P a @ nalezneme postupné

a2P? 4 H2Qt — c® sin® @ cos® @

444
Q“ c8sin? @ cos? g
+ 448
__ abc®sin® g cos® @
PQ= 448

a odtud
P!
2 p2 enoye [ £ A 202
@B+ 10 (o + 5 )= g PO @
rovnice raciondlnf ¢iry stupné 6., kterou probihé stted kruhu P, @,

12. Vrafme se k problému pat oskulaénich tétiv ellipsy
(a, b) vedenych z daného bedu (xz, y) - vrcholu Ctvefiny —

jichz parametry z — ¢'© hovi rovnici
#—§+ e+ 1=0 (=1 ,=0);

patni kruh mé rovnici
2

d
. £ 40" — 28 — 21 = =, (22)
c? c%
= §a_(f’ + ) ¢= 8h (. — 1)
= =Y
P=gw 1=~ @29
Polomér kruhu patnfho r plyne z rovnice '
2
rP=p*'+ ¢+ %-

vrcholy &tvefin oskulainfch tétiv, pro néz patni kruh md dany
polomér r, probihajf tedy ellipsu

prayams 2 L
(o +5e )+ ="
t. j. ellipsu o
xz 2
FtmE=1 B Y

4a® dar 45° ra .
A:—c—r\f“—‘?, B=—c-?\/rg-—2—. (30)

kde
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Zajimavéjsi je (at takméf samoziejmo), Ze stfedy patnich
kruhii oskula¢nich t&tiv, pro néz polomér ma danou hodnotu r,
lezf na kruhu

d‘z
gQ + ,’72 —_— ,’-Q — _§_ .
Mdime tedy vétu:
»Kruhy opsané danym polomérem r kolem stredi leifcich

na kruinict
2

d
(K) §“ + 1)2 = r?— ~2—‘
protinaji pivodni ellipsu (a, b) t. J.
w‘l y‘l
T =1
ve Gtverindch 2,, 2y, 2, 2,, jichZ oskulaéni tétivy prochdzeji
spoleénym bodem leZicim na ellipse (30); jeho souradnice znéji

__ 4n% __ 4nt
-'”—"‘c«z"; y=——xn

jsouli & 7% soufadnice stfedu opsaného kruhu (r).“
Kruhy (K) se dotykaji soustfednych kruhti o polomérech

T
r+ \/"2 - %7
jez tvoii jich &dru obalovou.,

Rovnice (22°) vyjadiuji affinitu mezi bodem (x, y) a stfe-
dem kruhu patnfho (p, ¢) a jest zfejmo, Ze oba body probihajf
tdry téhoz stupné.

Budte M, (z,%,) & M, (z,y,) vrcholy dvou G&tvefin osku-
laénich tétiv, K, = 0 a K, = O rovnice pisluinych jim kruhi
patnich. - '

Soutadnice libovolného bodu M na piimce M M, lze psati

w=w0+’1m1 y=y0+1y1
141" 1441’

¢oZ barycentricky vyjadfujeme jedinou rovnicf
Mo+ M, = (1 + 2) M.

Patnf kruh oskulagnich tétiv vedenych bodem M méd pak
rovnici K = 0, kde '
‘ K, + AK, =(1 4+ ) K. .
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»Probihé-li bod I pfimku (vrcholnici), probfhd patni kruh
K oskulanich tétiv ellipsy (a, &) vedenych z bodu A uréity
svazek.“

Kruhy tohoto svazku maji oviem ve stfedu ellipsy rdamé
stalé délky —— '
V

Naopak libovolné dva kruhy majicf v bodd O rdmé — V_ ,t.j.
dQ
K, = § 4 n*— 2p,§ — 2¢,9 — 9 =0
. at
E=2+9—28—20m— 5 =0

definujf svazek patnich kruhi K, 4+ 1K, = 0, a vrcholy ¢tvefin
oskulatnich tétiv kruhiim svazku piislu§né probihaji pF{mku.

Bud nynf k vili podrobn&j§imu studiu této otdzky rovnice
vrcholnice dédna ve tvaru
Yy =mx -+ s;
vrcholu (x, y) odpovidd stfed patnfho kruhu
clx cy

c? :
P=g 4= m—‘-m(mx'i's)y

a patni kruh mé rovnici

d® _ 'z c?
C =g = geef m e e+ o

t. j.
as c? & my c%s
£+ _T=”§"”(F_F)—2—b”‘ 6D
,Tento svazek patnich Lruhd md chorddlu
§  my__ .
=0 (31)

»Jj€% prochdzi stiedem ellipsy a m4 smérnici
0
m = ;Q—r-'n )

zédvislou toliko na smé&ru vrcholnice.
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‘ b?
Z rovnice mm' = —,
. a

plyne:

Pdry priméri ellipsy (a, b), 2 nichi jeden md smér
vrcholnice a druhy jest prislusnd ji chorddla, tvo¥i kvadratickou
involuct paprski majici za dvojné prvky hlavni ptiéky

‘ ¥y _4 5
x —a’

Vrcholy P, @ svazku (31) jsou priiseky chordaly (31%)

s kruhem
2 2 c_gs Y —ﬁ_ )
E+rtgpr=—- (32)

Centréla (geom. misto stiedd) svazku (31) méd rovnici
2
a*mp -+ b’q + —1—3:0

pii proménnych soufadnicich p, g.

Prochézi-li vrcholnice stfedem ellipsy (s = 0), prochdz{ jim
téZ centréla.

,Sine-li se vrcholnice neménic smér, probihaji vrcholy PQ
svazku patnich kruhi oskulaénich tétiv kvadratickou involuci

na pifmee
2

n=m'§, mm'= 2
jejiz pary jsou v prométné souvislosti s body (o, s), v nichZ
vreholnice protind osu Oy.

,Otaf-li se vrcholnice kolem pevného bodu (o, s) osy Oy,
probihajf vrcholy PQ kvadratickou involuci na kruhu (32), jejiz
stfed je ve stfedu ellipsy.“

Souvislost mezi stopou vrcholnice (o, s) a stfedem piislus-
ného kruhu patnfho (32) '

cls
o=
je prométnost soumistnych. fad na Oy, pro niz zndme body
samodruzné (O a o) a pro niz jeden pér
c')
4
je v 1izké souvislosti s vrcholem ellipsy a jeho stfedem zakfiveni,

s=0b, qg=—
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Hyperboly (28)
£ =k = _
a? b? -
jez prochdzejf patami oskulatnich t&tiv s vrcholem (x, ¥) probi-
hajf rovnéz svazek, probih4-li vrchol pifmku
y=mx -+ s.
A sice jest — vzhledem k hodnotim 2z, —= x, 2y, =y — rov-

nice tohoto svazku
£ n*_xk  yn

W T T
tedy po dosazeni hodnoty
y=mzx -+ s
&2 7t osm__ (& my
?—W+ﬁ~xﬁ*ﬂ-

Chordéla svazku hyperbol téchto jest téz ptimka (312) jako
chorddla patnich kruhd, a rovnéz tomu tak jest u svazku hyper-
bol rovnostrannych, patami oskulaénich tétiv uréenych.

Patnf kruh oskulaénich tétiv je libovolny kruh, jehoz moc-

nost v bod8 O (stiedu ellipsy) obndsi — —;— d®. MiZeme jej pova-

Zovati za stopu koule soustfedné
2

z% 4 y“‘—l-—z“-— 2pz — 2qy —%—: 0,

kterd protind osu Oz ve dvou stdlych. bodech z = + —id:

V2
Vypotty platf s malymi modifikacemi ' také pro hyperbolu
{dosazujeme za b ryze pomyslnou hodnotu), nemaji smyslu pro
parabolu.
Bud

'a,,2% 4 2a,,2y + aa'z.'/_2 -+ 2"135'_7 + 2a5,y + a3 =0

Tovnice libovolné kuZelosetky sttedové, a hledejme tvar rovnice
patnich' kruhii oskulaénich tétiv pro tuto kuZelosetku; bud

A =2+ a,a,a,

diskriminant rovnice, literami Aqp znamenejme jeho subdetermi-
nanty. Posifime nejprve osy soufadnic tak, aby potdtek padl do
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sttedu kuZelosetky x,y,, natez otolme soustavu tak, aby osy se-
octly v osdch Cdry; rovnice této bude zniti

4 2 { 2 { —
a', 8%+ a’yyn® + alyy = 0,
[ — (] ’ — i { —
aaa—-A‘—v a'yy + 0’y = a,, 4 ay,, @'} 0y, = Ay,
33

Pro polBuosy a, b mdme pak

]
at— — %33 ge_ _ T
-_— al 2 - al
11 22
takZze mocnost kruhu
dﬂ
m== — —
2
bude vyjidiena rovnicf
a‘ al
2m = — a® — V= aly, L ——22 +‘ 2
A'41Q 99
t. j.
(e) 2m = A(a, +a, + 932)

Aﬂ
33
Rovnice patniho kruhu oskul. tétiv
2?4+ y?—2px — 2qy +n =20
mi uréitou hodnotu =, a sice je tu mocnost kruhu ve stfedu:
kuzelosetky rovna m:
zo + yo — 2pxy — 2q% + n =m;
dosadi-li se hodnoty soufadnic stfedu kuZeloselky
Aﬂl A32

Z, =t473_3_’ ."/o:-‘A—‘:

33
obdrzime vzhledem k () pro parametr » vztah hledany:

1
®) ndj, =?A (@yy +ag;) — A3, — A3 + 2453 (4, + ¢ 439)-

Pro kruh soustfedny s kuZelosetkou (p = z,, ¢ = y,) mime
pohodIngjsf tvar

n=ol 4yt m
t. j. rovnice tohoto kruhu znf

x? 4 y?— 24431’3 + A32y+ A, + 43, 4+ 2%A(an -+ aas)z 0..
433 As’s
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13. Normdly z daného bodu.

V bods
z=acosO, y=1"Vgsin®

vedend norméla ellipsy mé rovnici

aX sin @ — bY cos @ = ¢*sin O cos 6,

’

a jeji Pliickerovské soufadnice zné&ji

b= — e p=_ " 33
= cteos O T sin®° (33)

z tehoz vychdzi, jak zndmo, tangencidlnf rovnice evoluty ve tvaru
a? B2
';"E + —1')7 = ct (330)

Libovolnym bodem roviny z, y jdou obecn& &tyry telny
evoluty, t. j. ¢yry normdly ellipsy.

Do rovnice tohoto bodu

ur +vy4+1=0
vloZme hodnoty (33) upravené jak nisleduje
_ 2¢ 2z 2 2z e
CE T AY L VT e o 6=

i obdrZime rovnici
c2(et — 1) — 2az 2 (2" — 1) 4 2ib y2(s* + 1) =0,
Jjejiz kofeny znamenejme z,, z,, 2;, 2,.
Symetrické dkony jejich hovi podminkdm
‘ fi=—1, =0, (33")
které zérovei stadi, aby normily &tyf bodd z, Sly spoletnym
bodem. Ddle jest » .
‘ Qa0 — 2iby __ 2ax + 2iby

PR fa= ot

fi=

a tedy mdme pro soufadnice priseku normél vyrazy

p= =l y=SrGti (339
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Rovnice, jejiz kofeny jsou parametry z, — ¢'O

mél, zni
#—1—( 2+ {2 =0
&li délime-li na 2% a zavedeme trigonometrické funkce
2¢ sin 20 — (5, + f;) cos @ — i(j, — {,) sin @ = O.
AvSak na ellipse jest

pat nor-

E=acos B, n=20sin0,

tedy rovnice nafe poddvd -

. fi + s _ fh— fs — 3
én 5 b§ =0 (33%)

aneb zavedeme-li soufadnice priseku normél z, y:
¢y + V2yE — arn = O. (34)

Tof rovmnice rovnostranné hyperboly Apolloniovy, kters
prochézi stopami normdl ellipsy vedenych z bodu (z, y). Hyper-
bola ta patrné prochdzi stfedem ellipsy a bodem danym, md
asymptoty rovnobéZné sjejima osama, a soufadnice jejfho stfedu
zndji

2
aw’ y0=_'%zy—' (34°)

Rovnici (34) moZno téZ pséti

a®h? zy .
v

(§ — z,) (n — y,) = w8y = — (34Y)

Prvnf z rovnic (33') uvddi Gauss ve tvaru
(a) . 6,4-6,+ 6;+4 6,=(2k + 1)=,
k celistvé tslo.

PonévadZz z nf vychézi
1

Ly == —
s 2,202

jest
1 1 1
— £ ——
fo= 2,2, + 22, + 232 5%y Tty 7t .
a druh4 podminka (33') miZe se pséti

®) sin (8, + 8,) + sin (0, + O,) + sin(6; + 6,) =0,



160

kteryito vztah podal W. S. Burnside. Tof zdrovei podminka,
aby normély ve tfech bodech mé&ly spoleény prisek.*)

UZiVé,me-]i parametru
t—=1tg—
g 2 ’

zngjf soutadnice normdly -

a 241 b 241

SwE—1 'S e

a paty normil vedenych z bodu (z, y) hovi rovnici

ax c?

by —_
t2—1+§t—+t2+ =0

jejiz kofeny ¢, ¢,, t;, ¢, méjte zédkladni tkony symetrické g,,

92> 93 G-
Zde obdrzfme podminky téhoz tvaru jako (33!)

3=0, g=—1, (33%)
z nichz drubou zejména podal M. Desboves,**) t. j.
¢ ¢ 6 6
© tg—jthztgftg—# =—1.

Pro soufadnice priseku mdme vztahy

byg, + 2(ax + ¢%) =0,
byg, + 2(ax — ¢?) = 0.

V nafem piipadé komplexnfho parametru jest identicky

. 1 1
73—742'2—;——27”,

odtud )
fi —fh=2Zcos B, f, + fs = 2i= sin 0,;

*) Znamename-li zdkladni ukony soumérné parametrl 7, fa, s
literami ¢,, 99, 93, zni podminka, aby normély v bodech 74, 73, 13
vedené obsahovaly spoleény bod, takto:

’ 91 — PoPg = 0.
**) Théorémes et problémes sur les normales aux coniques. Paris,
. 1861, — Literdrni udaje vzaty z Encyklopadie der math. Wissenschaften
(Teubner), na niz i pro jiné podrobnosti odkazujeme.
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znamendme-li X a Y soufadnice fé3iska pat normdl, midme dle

toho 8X - 8Y
fl_-f3=77 fx+fa—-~i“!

a tedy (33%) pro priisek normal plati
2¢?®

2¢?
r=m X y=—r

b

kdezto stfed rovnostranné hyperboly urlené patami normadl jest
z, = 2X, y,= 27, (34%)

tak Ze tézisko pat lezi tiprostfed mezi stfedem ellipsy a stredem
patni hyperboly. _ '
Pohybuje-li se bod (x, y) na hyperbole zy =k, (k libo-
volnd stdld), szustdvd patni hyperbola normdl (34%) elhpey
(a, b) z ného vedenych shodnou, md rovnict ‘

ka®bh?

et

(E—20) (n —yo) =—

’

ménic toliko polohu; jcji stied probihd hyperbolu s ni shodnou
ka®b®
¢t

LYo — —

Rovnobézné tdtivy zz, a 2’2/, hovi podmince 2z, — z'z',.
Odtud pro z/, =1, 2z = 2, vychdzi 2/ = 2*; pii tom.z’' je pri-
sek ellipsy s pfimkou vedenou z vrcholu A4(® = 0) ellipsy
rovnob&zné s jeji tefnou v bod& 2% Jinak Fefeno, vedeme-li
z vrcholu ® = O kolmici na normélu bodu 2, protne tato ellipsu
v bod& 22

Budte z, ...z, paty normdl o spoletném pruseku, body
21, = 2%, ddvaji Etvefinu kruhovou (2, 2/, 732, —1). Pro )eji
symetrické dkony {, mame obecnd

fhr= 2, =11 — 20,

flo = 2212y =13 + 2fa — 2iifs
fla = 2222, =1 — 27,1,
fa=T1h '

11
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tedy vzhledem k hodnotim f, =0, j, = 1:
fi=1, fa=M fe=—2— 2% =1
Stted kruhu uréeného é&tvefinou 2/, mé dle (8) soufadnice

c? ., 2 c? . .
p= Ba (i + ) =—871, (fy + ifs) (f, — )
1=% (—W=%G— G+ ).

Znadi-li z,y, prisek normdl, mame dle (33%)

4bi 4
fo + f3=—‘c—g‘3/m f1—73=%7

mimo to dévajf rovnice

2 . 2 .
h= c—g(axo — 1bY,), 3= —er (azy 4 iby,)
vyrazy

fy + iy = - [(a, + bio) — §(o + azy)],

.- 2 .
f — s = el [(azy — by,) — @ (byo, — ax,)],

takZe vychdzi po jich dosazeni
a’zry — b — 2azyy,
- act

(4) p=

) -_ "—'c_g‘ ’
(7oy, prisek normél v bodech z,, z,, 2, 2, pg stted kruhu
urteného body 2z}, 22, 23, 2}).
V rovnici tohoto kruhu
224y — 22 — 2qy +n0 =20
m4 stily ¢len hodnotu

cﬂ dﬂ d! 02 c‘l
n2 =gy —ghh
t. J. o
(4,) = ;— (a%z; + b%2) — a’
Pro polomér kruhu r méme pk oznaten a’z} =1, byl =m
1t m®—2m | Alm 14 m
rP=pt4q*—n= + pEr + g ot —2 —L_g
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t j.

o[t +m 2 4im
” —(Tc-r —a) + g
tili explicitné

) aﬁx‘l + b‘lyﬂ 2 4x2y‘l
(4,) r’:(_° T a) =

Jako geometrické misto bodu x,%,, z n8hoZ vedené normdly
ellipsy (a, b) maji paty 2, ddvajici kruh Etvefiny (22) o stdlém
poloméru, vychdzi ¢dra stupné 4.

Jako zvla§t zajimavy piipad uvedme ten, kdy # je veliéina
stild = g% Podle (4,) bude
a’zy + by = % (a® 4+ 9%) ¢,
a obdrZime tedy .
(B) _ Z=0bGcos q, yo=aC sinq,
kde poloZeno
_ o\
G = ab \/—2_ ’
Tu bude dle (A)

2
(By) p= ab

2
po G* cos 29, q =“_cfi G?® sin 2¢.

Kruhy &tvefin (22)

(B) w4yt %o—2qy4g'=0- |
maji stiedy na ellipse (B,) a protinajf orthogondlné kruh pevny
2+ ¥t = g%

Jich obalova &dra jest Perseova spirika.

Body priseki normdl (B) opisuji ellipsu homothetickou.

Abychom stanovili rovnici obalové &Eiry téchto kruhd, za-
vedme komplexnf parametr

A = 3%
nadez rovnice (B,) ddvaji
__a'+4g° a4 g4 1
P= Tgg SEPE Ty
_et+g ., _attgtii—1
= Sin29=—pg 7’

11*
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a rovnice krubhu (B,) se pfepiSe na
2 2 2 aa + gn . 2 o
24(2% + y* + g% — 257 [(bz — aiy) 2 + (b2 + aiy)] = 0.

Obalovd t4ra odpovidd parim z, y, pro néz vymizi diskri-
minant této rovnice o nezndmé A; tedy rovnice obalové &iry
kruhd (B,) zn{

(BY) '<x*+y*+g*>*—(“ +")(w-+a ™

Pipad této &iry pifslusny k hodnots g = O [kruhy (B,)
tu prochazeji stfedem ellipsy] je zndm pod jménem Boothovy
lemniskaty

4
@ + ¥ =o' + 5 v
ktera zde jest stiedov4 upatmce ellipsy, jejiz polouosy jsou
(12
a5
Priiseky norm4l tvoii ellipsu

By == €08 P, Yy = — sin g.
V2 b\/2

UvaZujme dale piipad, kdy prisek normél z,y, opisuje
primér zékladni ellipsy

Yo = —77- tg .2z, (6= konst.).

Polozme x, = b cos 0, y, = 1a sin 6, natez bude dle (A)

. g 2a%Zy, _'_
;‘— a'x) — b“y” 7 t.q‘?@,

a bude kruh &tvefiny (22) miti rovnici tvaru
(0) z*+y*—a

kruhy (C) tvoif “svazek (2 je proménné), jeho chorddla

: 9 ; »
@ cos_.@_l_ y sin 2@= 1
« b

2
— 222 b4 005 26 + ay sin 26 — ab) = 0;
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je tetna ellipsy v bods 26, ktery znamenejme 7. Vrcholy svazku
lezi na vrcholovém kruhu z? 4 y% = a®.
Piimka AT je rovnob&Zna s tetnou vbod® @, jeji rovnice
md soulinitele
cos® sin @O
a ’ b

" a tedy je AT 1 ON, znatf-li N prisetik normdl (z,y,). Tim
dokdzdna véta*):

pKolmice spu§téné z vrcholu ellipsy 4 na &tyfi jeji nor-
mély ve svazku (NN) protinaji ellipsu v dalsich. &tyfech bodech
na kruhu; tento obsahuje také dva body vrcholové kruZnice,
v nichZ tato protind urtitou teénu ellipsy. A sice jest dotykovy
bod 7 této teny urlen paprskem A7 kolmym na primér ON.“

Véta plati o v8ech vrcholech ellipsy, takZe nemusi A byti
na fokélnf ose; oviem vrcholovou kruZnici se‘tu rozumi ona,
kterd pifslusnym bodem proch4zi.

V piipadé vypottu, kdy 4 je bod ® = 0, piisludf bod 7'
parametru 20; tim jest Ghel © uréen.

Pti daném bodé N uréi se T bezprosttedns, take pro kruh
% znidme dva body; stfed jeho lezf na kolmici s spuiténé z bodu
O na tetnu ¢ v bodé 7. Pomoci{ soufadnic bodu N vyjadfuji
se soufadnice stfedu K kruhu % rovnicemi

ab? 2 2a x
p= ( o__ ’/o)’ — Yo

b2 a? c? )

z nichZ jedna stalf k jeho stanoveni. Jind ﬁlethoda uréeni kruhu
% zaklddd se na jeho mocnosti » v bodé O:
__ 2a%?* T

prt a’.

*) Joachimsthal, Crellefiv Zurn. sv. 48 (1863),
F. Padula, Raccolta di problemi di geometria (Napoli 1838),
J. A. Grunert, Grun. Arch. 43 (1865),
L. Painvin, Nouv. ann. math., 2e sér. 9. (1870),
E. Lucas, ibid. 15 (1876) a 20 (1880),
J. Et. Smith, Annali di Matem., 2. ser,, vol. 3.
K. Pelz, Véstnik krél. teské spol. nauk 1895,
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Znajice ® miizeme sestrojiti bod N’ o soufadnicich & cos @,
a sin ©, natez se urtf + 4 jako pomér ON : ON' (stadf opero-
vati s pofadnicemi). Uré¢fme konstantni délku

ab |15
- T \"2 )
" nalez sestrojime délku m — —+ hZ; mocnost kruhu % v bod& O
je pak n = m? —a? tedy snadno vyjadfitelna tvarem =+ g2
V piipadé n — — g2 vedeme délku g vychézejici ze stfedu
ellipsy O kolmo na piimku s; jeji koncovy bod je tfeti zndmy
bod hledaného kruhu %.
V pifpadé n — ¢ opiSeme polomérem g kolem stiedu O
kruh X; kruh % je pak urfen podminkou, aby prochizel danym

bodem M (na vrcholové kruznici), mél stied na pfimce s a pro-
tinal kolmo kruh 3.*)

Podminky, aby normdly &tyf bodi 2,2,2,2, se protinaly ve
spoletném bod&, jsou
=20, f. =— 1.
Dva parametry na pi. z, a 2, splynou, je-li prisek normdl
na evolutd; pfleme-li z; = 2, — 2z, mdme rovnice

1 -,
28y, = — 75, 2t 4 2.2(2, + 2) + 5122=O;
. j. '
e 1
S 1 . _.?
(E) 51222——2-'2',, Zl+22=— 22 —,

které vyjadfujf, Ze normdly v bodech z,, z, ellipsy protinaji se
v bodé evoluty, piisluiném k parametru z. Je-li din bod evo-
luty § — vlastné piisludny mu bod _ ellipsy z — ddvaji tyto
rovnice symetrické tkony z,2,, 7, 4 2, parametrd pat druhych
dvou normal, prochazejicich bodem S.

*) Vedeme teény kruhu = z bodu M a rozpolovacimi body jich délek
vedeme pfimku; ta protnes.v bodé K, jenz.ma:od bodu: A/ vzdalenost
rovnu délce teény ke kruhu =; K je stfed kruhu k.~
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Podle rovnic (18') zn&ji soufadnice piimky patama t&chto

normdl vedené .
u 1 1422 v___il—zlzz

- a z+ea T bzt a2’

t. J. po dosazeni hodnot (&)

u;i 22 _ 1 v__i 2iz 1
—"az"—l—l—'x’ T b 2—17 y !
madf-i z a 'y soufadnice bodu ellipsy, jehoz je S stfed kiivosti.

»Pro libovolny bod M na ellipse promitnéme jeho diame-
tralni protéjsek do obou os ellipsy; spojivd pFimka priméti
protindg ellipsu ve dvou bodech M,, M,, jichZ normdly se pro-
tinaji ve stredu krivosti ellipsy pro bod DM.“*)

7 napsanych soufadnic pHmky M, M,, jez maji té% tvar
' 1 1

= =
a cos O’ bsin®°

plyne **)

aﬁu2+ b2v‘£ = 17
tangencidlni rovnice &iry 4. tiidy, kterou obaluje tato pi‘fmka
M, M,; jeji bodové vyjddieni parametrické zni

z,—acos*@, y,=>sin0,

takze vychdzi obylejnd rovnice obalové tdry ve tvaru

(=

Provedme jeité konstruktivnf feSeni dlohy: Z prisetiku
danych normdl z;, a 7, stanoviti zbyvajici dvé normé.ly elhpsy,
které jim prochdzeji. ***)

*) Podobnou obecnéjii vétu Joachimsthalovu viz pozdgji ¢l 19.

**) Tato obalovd &dra téliv, pro né% normdly na koncich sestrojené
se protinaji na evoluté, je téZ obalovou &arou involudnich parabol (78)
¢l. 19.). Spoleéni te¢na dvou parabol nekoneéné blizkych pochézi. od bodu
na evoluté, jak zfFejmo. '

***) Srov. Joachimsthal, Crelletiv.Zurn. 26 (1843), Cayley, tamtéz 56
(1857), Eckardt, Schlom. Zts. 11 (1866).
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Podminky, aby normdly z, se protinaly ve spoleéném bodé
l1ze pséti
1

L. 2.8, == — ——
172 2’,324’

IL 7,2, + (2, + 25) (% + 24) + 232, = 0.

Pti danfch z,, 2, stanovi tyto dv& rovnice dvé involuci na
na ellipse; uréime stfedy tdchto involucf, piimka jimi urlend
stanovi pak na ellipse paty hledanych normil z, z,.

Pro involuci I. méme pdry
—1 1
z 7 2 ) ’

1 —1
. ( 53 ’ zl
t. j. body ellipsy ptisluiné k parametrim dhlovym
(— 0O, #— @,), resp. (v — O, — 0,).

Jednfm z bodl z;,, 7, vedeme rovnobdzku s Oz, druhym
rovnobézku 8 Oy (t. j. kazdym vedeme rovnob&zku s jednou
z obou os ellipsy), piimky ty protnou ellipsu ve dvou bodech;
ab&zny bod jich spojivé pfimky je stied involuce I.-

V involuei II. zndme péry (pi