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Dvé poznamky k teorii ¢iselné.
Napsal M. Kdssler.

1. Euler odvodil vzorec ,
1
H A+a")=—5—"—:, (1)
IT (1 —a=+

kdeZ oba soudiny jsou absolutné konvergentni pro |z| << 1. Jestlize
obé strany rovnice (1) proménime v fady mocninné podle z a po-
rovname-li koeficienty, obdriime dileZitou vétu z aditivni teorie
Siselné:1)

Kazdé pi’irozené ¢islo lze rozedisti pravé tolikrat na séi-

tance od sebe ri#zné, kolikrat jest moZno ho rozedisti na
stejné nebo riazné séitance liché.

Sestrojime k této vétd analogickou, ‘kter odpovida na ob-
dobnou otdzku z multiplikativni teorie: Eksistuje snad analoglcky
vztah pro rozklad pfirozeného &isla v &initele?

Nazveme akvadrity ona pfirozend éisla 1,2,3,5,6,7,8 10,...,
kterd nejsou tplnymi &tverci. Zavedeme "dile symbol

(n) = {1, kdyZ n jest akvadrat,
¢ 10, kdyZ n jest kvadrat.

Oznacme
ro-fi—2)  en=Ti(3)
Z toho plyne . '
P QE = I;I(1~ni) P(2s),
P .
Q()-—P((‘i;) IzI(ll—f(—n_))

. por
a tedy .
1) Viz na pf. Bachmann: Die Analytische Zahlentheorie p. 30.
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i Ayt -
1—21(1_‘—7@’)‘ Ij( e(n) (2)

To jest analogon vzorce (1). Oba soudiny jsou absolutné konver-
gentni, jestliZe redlnd &ast &isla s jest vétsi nez 1. -
Provedeme-li nasobeni na levé strané rovnice (2), obdrzime

fadu Dirichletovu
- 1 - < ap .
| H(+5)=22 e
v niZ @, = potet rozklada &isla n na rizné &initele. Déle jest
1 &(n) 8 (n) ) 2 .
ﬁ (1 s(n) 121 ( ns nzs . . zl ns:
11—
kdeZz B, = podet rozkladu é&éfsla n na akvadratické Cinitele rizné
nebo stejné. Podle (2) rovnaji se fady (3) a (4) a tedy.i jejich -

koeficienty. Tak dospéli jsme k v&té uplné analogické s vétou
.Eulerovou:

Kazdé pfirozené &islo lze rozloZiti prave tohkrate na &i-
nitele od .sebe ri#zné, kolikrite jest moZno ho rozlozm na
stejn€ nebo rizné Einitele akvadratické.

Tak na pt. &slo n = 36 mé rozklady na razné Sinitele . 36,
2.18, 3.12, 4.9, 2.3.6, v podtu péti, a rozklady na &initele
akvadratické stejné nebo rizné 2.18, 3.12, 2.3.6, 6.6, 2.2.3.3,
také v potétu péti.

Tato elementdrni véta, jak se zdd, usla dosud pozornosti.
Neni registrovana ani ve velké knize Dicksonové: History of the
theory of numbers. Washington, Carnegie Institution. Analogie
mezi aditivnimi a multiplikativnimi vlastnostmi é&fsla #» muZe byti
jesté zobecnéna., ]ak bude ukazovéino jinde.

II. Kazdé pfirozené éfslo lze ]ednoznaéné vyjadfltl jako soudin
prvodisel povySenych na jisté mocniny

=P P™ ... Pk 5

Toto vyjadieni vSech pflrozenych &isel pomoci ]1ste skupiny
disel zakladnich (zde prvoéisel) neni oviem jediné mozné. Viimneme
si zde jiné takové representace ¢isel ptirozenych.

Budte? q,, g3, ¢35, . : . pfirozend &fsla. v&tsi ne% ]edna gefa- .
zend podle velikosti, kterd majf tu vlastnost, Ze nejsou TGplnou
mocninou jiného (menéiho) ¢isla pfirozeného. Nazveme je éisla
apotendni. Jest tedy ¢, =2, ¢,=38, ¢3=256, ¢,=86, ¢g; =1,

- ge =10, . Lze snadno nahlédnou’m ze &fslo n jest apot;encni
vkdyi v ]eho vy]adreni tvaru (5) eksponenty @y, g, g . - . €4 NE-
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.maji spoletnou miru vétsf nez 1. Maji-li tato &isla nejvétsi spo-

le¢nou miru e, bude éislo » miti tvar

. L 7":91’“,
kdez », e jsou jednoznadén& urleny &islem n. PFi tom znadi ¢,
zcela urtité &islo apotenénf. Budeme fikati, Ze n patif k apo-
tenénfmu &islu g,.

Chceme fesiti alohu formulovanou podle analogie zndmého
problemu z teorie prvodisel. Kolik jest apotenénich &isel mensich
nez x?

- K ¢islu g, patif tato a jen tato &isla pfirozena

Qw quy q1'37 q1’4: LA . (6)
Z toho plyne, Ze vSechna pfirozend ¢isla se vyskytnou v posloup-

" nostech (6) a,sice kazdé jen jednou, jestlize klademe . postupng

v=1, 2,3, 4, ... Tak ziskdme okamzZité vztah pro Riemannovu
funkci dzéta: _ '
o \ foud l
C(8)=Z—-l+ Pt gE Tt
a1 n '
1 1 1 .
+92’+922"+93’+.

Seéteme-h podle sloupcu co% vzhledem k absolutni konvergenci
dvojné fady pro R(s) >1 jest dovoleno, obdrzime :

c<s)—1—-§q,+2 +Z a (7)

Dosadime-li sem za s postupné 8, 2s, 3s, . .., seteme-li viechny
tak vzniklé rovnice nésobené postupné Moeb1usovym1 koefwlentyz)
©1), u(2), 1(8), . . ., obdriime inversni vztah

o

Z o =p(1) {¢(s) — 1}+p(2) {(28) —1}+u3) {L(3s)—1}+... (8)

Zvolme kladné éfslo x k viili zjednodusen{ mkohv celé. Potom
v radé ‘

C(k") 2kc + 3k.v + 4h +

bude poéet (p) séftanci, jichZ ]menovatel mé zaklad menéf nez
x vy)édfen vztahy '

(P 1E<z<(p+2p,
.%) Definici faktord Moebxusovych a jich vlasmosti viz na. pi" Bach- -

'mann 1. c. str. 309 a nésl.
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il o

p+1<at < (p+2),
1

p+1=[2F],

kdez hranata zavorka znaéf znamy Gaussiv symbol. Oznaéme déle
p(x) potet &isel apotenénich mensich nez z. Koeficienty Dirichletovy
fady na levé strané rovnice (8) jsou jednotky. Soudet téchto koe-
-ficientd u v8ech séitancii, jichZz jmenovatel m4 zdklad mensi ne% x
bude roven pravé p(z). Jest tedy

1 - ‘
Cp@) =p){l=] =1} + p@) {1 —1} 4. . .+ p(k) {[&*]—1}. (9)

Pti tom séitdme na pravé strand az k onomu séftanci, prb néjz jest )

1 1
) ok > 2 >qpEtl
a tedy )
log x log =
_ log2 1<k<p.3 log 2° )
&ili .
log :b] .
[log 2 ' s - (10)

Vzorec (10) urduje pfesné potet p(x) &éisel apotencnich mensich -
nez z. Uréime jedt® asymptotické chovani této funkce pro velks z.
1 1 :

Protofe a™—[a™] <1, u(m) rovni se bud 0 nebo 1 nebo —1 .
a protoZe potet séitanci na prave strané v (9) jest mensf nez
-log x, bude?) S :

f(@)]

lim sup ) = koneénému &islu.

200
. ® ) 1‘ ‘ o 7 . R .
p(@)= 2 n(v) {:ﬁ'— 1} +0(logz).. ~ . (1) -
'_.Se‘m"dozs*adime‘i o o : -
w1 =g
- Vhodné usporadani glent da vjsledek

o) Otogy =g P4 i)
T el el

log®z , - .
3'113+,'3'.'."

++‘”

L) Budll g (:c) posutivni funkce defmované pm véechna, kladné x a j(a:)
. funkce ‘definovana pro vlechna kladnd z od Jwtého poéina]e S
“Znakem . j(a:)-—O(g(a:)) rozu.mime

’éasopls pro péstovﬂni mstematlky L} Iysiky R ¥ ik; LVIII
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+10:g;: {ﬂ(l)_l_,u( ) +,u(k)}

+.

Prvy fadek na pravé strané muZeme zahrnouti do élenu O (logz),

protoze, jak znamo, Fada ac )+’u (2) +'u (3)-}— mé soudet

rovny nule. Ze vztahu »

_#(1) u( )
| C(r) T T
vyplyva

p(l)  p(2) ek _ 1 p
e R e e T
|Rl= pl+1)  uk+2)
TR+ T (k- 2y

1 1 dx
| lR'<<k+1)Jr(k+.‘2)'+_“'<f »
ted 1
a:.ey erl<(—7tl—-)———ktl

log «
>T’,

kdez

+

Protoze podle (10)

~ bude
| B, l<$—:gr—§’
Jest tedy celkem

P& —0logn) = 35— H )
<2 2 2t

a tedy H(z)= (logx) Celkem

r=>2.

kdez

+...

pla) = Zc(ﬁf"j,+0(logx) oy

_ Zvolme déle 1“,islo » pevné (neza.vxsle na x) a pr1 tom mens{
- ne% k. Od rovnice (12) odedteme -

o #(1){x~1}+#(2){x*—1}+ +#(V){x’——1}——
= Zl' 108’ ‘{u(1)+/4(2)+ +/4(V)} |
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Protoze u(l)+ u(2)+ ...+ u(») =0(logz), bude

1 1 1
P@—{p(Dz+u@) e+ u@)a®+. . .+ u()a)=
_Xloga) 1 a)_ @ )
Z_;'ﬁ{f-__—i;-— o }+0(logx).
v () _n( ) ul ) |
_ 1w _ul)_p+1) w42
, A'_—{(r) T Ce " o1y + v F 2y ...
‘a tedy
Al <ot rgpte S
ANTESVANTES :
1 v 1\ (v 1\°
é(v+l)’{1+(v+2) +(v+3) T '}’
c,
4l <tF1y +17
kdez C, nezavisi na r. Jest tedy .
|p(@)— (D + u(2) 2t + +u(v>w7')i<
logr

<]010gx)|+0,2 <|0(1ogx)]+xv+1 c,.

o+ 17!
Z toho plyne konedéné asymptotické vy]adreni pottu ¢&isel
apoten¢nich :

P(x)=ﬂ(1)x+ﬂ(2)x*+- - -+M(V)z'+0(x”+1), (13)

log x] nezé,
log 2 & i

kdez v jest libovolné pfirozené é&islo ‘men3{ nex [

vislé na z.

Deux remarques concernant la théorie des nombres.
(Extrait de l'article précédent.) '

I. Euler a établi le théoréme suivant: On. peut décomposer
tout nombre entier. en une somme de termes différents autant de fois, -
- combien de fois on .peut le de’composer en une somme. de nambres
impairs, égaux.ou différents.

L’auteur donne la démonstration d’un theoréme ana.logue de.‘,
la théorie multiplicative: On peut décomposer tout nombre entier en

 facteurs différents autant de fois, combien de fois on peut le de’oomposer B 5‘

en facteurs. nonquadratzques, égaux ou différents.
La démonstratlon se base sur la formule (2), ol e(n) = 1

PR



36

quand 7z n’est pas carré parfait, et e(n) = 0, quand » est carré
parfait. ' '

I1. Soient ¢,, ¢, ¢;, . . - des entiers positifs, supérieurs & 'unité,
ordonnés par ordre croissant, définis par la propriété de ne pas
&tre puissance exacte d'un nombre entier. Alors, tout nombre
entier positif » est déterminé d’une. maniére univoque par la
relation n = ¢, ol « et » sont des fontions uniformes du nombre ».
Le nombre p(x) des nombres ¢ inférieurs & z, x n’étant pas entier,
est donné exactement par les formules (9), (10). Ici, par w(n)
sont désignés les facteurs de Moebius. L’expression asymptotique
du nombre p(x) est fournie par les relations (12) ou (13), ou »
désigne un entier positif quelconque inférieur &4 (log x/log 2.)
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