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Diikaz jedné véty Eisensteinovy.
Napsal Viadimir Koiinek.

Tento ¢lanek jest Vénovan dikazu této véty pochaze]fci od
Eisensteina:

Véta Elsanstemova. Kadd terndrnd kvadratickd forma def@mtni
o redlnych a celistvych koefwzentech kterd md vice ne? dvé automorfie,
jest ekvivalentnt aspori jedné z téchto dvou forem.:

f(xn.xz’ Z3) = ayy xlz + Qap T? + 2093 Ty X3 + gy 22 = °
‘ =ay 2, + @ (24, %3), N
g (%1, g, T3) = 2015 2® + 2015 T Tp + Agp T2 + 2“23 Ty xs+ass RES
= 2a,, ?”1 + 2a,, 2y Lo + @ (2, xa)-

Pfi tom v dal§im budu rozuméti automorfii terndrni, kvadratické
formy substituci o celistvych redlnych koeficientech a determi-
nantu +1, ktersd prevddi formu samu v sebe. Ternirni formy»
budu uvazovaﬁl vzdy ve tvaru

. F(2y, 2y, T3) = 013 242 + @90 757 + g 2,2+ 3) ’
+ 205 2, 75 + 2“13 Zy X3 + 2,5 2, xz, )

kdez ay jsou cela ¢isla. Formédm tvaru (1) resp. (2) budu hka.tx .
formy f resp. g.

Hoteni vétu uvefejnil Eisenstein poprve bez dukazu v Crel- »
leové Journalu v pojednéni,l) jehoZ cilem bylo stanoveni po&tu
t¥id ternarnich kvadratickych forem positivnich, coZ se mu pro -
nekteré pHpady podatilo. Ona véta skute&nd stad{ tpln& spolusvy- -
razém pro véhu forem k stanoven{ tohoto podtu.r) Dikaz véty -
Eisensteinovy podal P. Bachmann.3) Zaklida se na pomocné véts,

(1)

(2)

Ze kaZdd terndrnf kvadraticks forma definitni, kterd m4 vice ne'Z'. .

dvé automorfie, ma aspoii Jednu automorfu perlody 2 a rezdﬂnou‘
od trividlni automorfie , _ ot

1) Elsenstem " Tabelle der reduzxerten posmven quadxatlschen" 7 
- Formen. Journal f. r. u. a. Math. 41, 1851, str. 141, 227, Viz str. 168. =
‘) VL Koi‘inek Rozprs.vy II t¥. Ges. Ak 35 1926, 6 14 36 192’1
&. 39, .
3) P Bachmann Zahlentheone Iv. ’I‘ell II Abteﬂung, str 358—-364'
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Kters, spolu se substltuci identickou jest automorfif kazdé ternarni
- formy. Dikaz. této pomocné véty obsahu]e viak v Bachmannové
knize hrubou chybu?) a pokud jest mi zndmo, lze tuto v&tu do-
kézati jen pomocf redukce a jejf dikaz jest velmi dlouhy. Po-
dévim proto zde dikaz Elsenstemovy véty Gplné nezivisly na
~ ‘oné pomocné v&t&,

. Dukaz zaklddé se na Sellingové redukei terndrnfch forem. 5)
Velké vyhoda Sellingovy redukce protl redukei Seeberové, pomoci
které dospél asi Eisenstein ke své véts, spodiva v uplne soumér-
nosti redukénich podminek. Aby Selhng doséhl této soumé&rnosti,
uvédi ternarnf formu (3) na trochu jiny tvar tim, %e zavede &tvrtou
pomocnou proménnou Poloz{ totiz

- m= b b kzhz&
. Tim pre]de forma F ve tvar

‘ ¢(§1, fu b E) =4y (— &)+ Ay (51—1—53)2 +4y (51—-54)2
o b A (Ea— &) F Ay (Ea— &) + Auy (5 — 62
* Mezi koefi‘mgnty formy F a @ plati tyto vztahy:

(%)

g =—24;,, L G =—Ay, Ay =-— Ay
' ay—Ap—Ai=4,4
oAyt Ay — A=Ay
: ‘TAxa_Azs‘F g = Ay ‘
U ""A14‘fA24?—A34*—;‘f‘a44,
: kdez Ay = 7 (1, 1, 1) > 0. Formou F jest jednozna®nd urdena
forma @ a naopaﬁ Pre]de-h forma F v F’ substituci o deterxm- 7

)

B ) w;-anxl-{-a.,xz—i-a,sxs ".t,-_l 2, 3 - (7)
"*i'ipak pi"ejde pﬁsluéna forma. & v substltuci 2 '

< %) Viz ’) Na. str. 359 jest prvni vyraz pro_ S' chybny zZ ného ]esb v
odvozens, a tudii i nesprévmi rovmoe (36). na str. 360 - na niZ 89 cely dﬁkaz

5y Selhng Uber -die" bmé.ren und ternaren qup,dratlschen Formen R

""Joumal Ar.w. a. Math; 77, 1874, 143. ‘
“Selling:- -Des Tormes quadrathues bmaxres ot temaxres Journal pour

vl:i:_lés math p. et>app. 3,-1877, 21, 153. - e
B Velmi* p§knd- jést’ V)’IOieDa tato redukca v- précl Cha,rve De la- -

‘ “{réductmn des formes quadrathues terna.zres posmves Annales de 1’Ec

‘N S 2; sét 9, 1880, sup. -

e Shmup zde’ vg?sledky Sellmgo rotoie zavé,dim o’ dal§1 v‘ klad
Vhékud\jmé oznafent ne Sellin Vy’clﬁme Lo v
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E—&=an b1+ anlet+ anstends =123, . ®)
et s+ et @y =0 =123 (9)

Protoze ve formd @ i & zélef jen na rozdilech proménnyéh, lze -
odeéisti od kazdého koeficientu v témze ¢-tém sloupci substituce (8) -
Jedno a totéZ &islo ay, a substituci (8) psiti ve tvaru soumér-

nlsm 51,:a_l151+a12§2+al3§3+a14£,4 142152:3:4> (10)

kdez misto vztahi (9) plati vztahy - - v
Zau_Zam—-Zaa;—Zam i=1,2 8.4, (11).
i=1 1=1 t '

. Sellingovy podminky redukénf lze shrnoutl ve vétu 8)
1. v&ta. Terndrni kvadratickd forma positivni F. jest reduko-
vand, kdyz v prislusné formé @ soudet koeficienti

A12+A13+A14+A23+A24+A34’ ' (12)

kdez

jest minimem. V tomto przpadé’ plati pro koe/wzenty tyto merovnosti |

A320, 4320, 4,20, A4n>0, 4,20, Ay >0,

V kaidé tFidé terndrnich kvadratickych forem positivnich jsou 24 formy )
redukované, které dostaneme z jedné z nich vSemi permutacemi pro- . -
ménnych &, &,, &, &, a neni-li 2ddny z koeficieni® formy @ roven
nule, existujt ve tFidé jen tyto formy redukované. : : o
Dikaz této vty provedl Selling na zéklad® véty: N
2. véta. Ve formé& @ o koeficientech jen kladnyjch neb rovngch
mde 2vét§t se vyraz (12) kaidow substituci mimo ty substituce, které

prevadé’n kaZdy rozdil 5,,——& ve D se 'vyslcytuywi opé’t v tako'vy :

Protoze automorfie formy nechdva vjrraz (12) beze zmény S

a prevadi formu @ samu v sebe, dostdvame z této véty ihned tuto:
~3. vdta. Automorfie (7) redukované formy ‘F provedena ve
tvaru (10) na piislusnou formu @ permutuje jen s 'pripadnoux.k-
zmé’nou znaménka 1ozdily & — & ve formé @ se vyskytugici.. .
" V dal¥fm pro jednoduchost oznatime ¢, %, 4, u jistou libovolnou

' permutacl tisel 1,2, 3, 4, a.zavedeme’ oznaéeni Aui=ay 8 Ax=4u a

Pro (> . Dukaz véty E1senste1novy provedeme nyni na. zékladé .
této véty: - - o

4. véta.’ Formé’ g 7sou ekmvalentm tyto formy;‘
1 forma pro niz. plati R
a,;ﬁ = a,.;,, , d,,-—a,e,,, o ..
A‘ Axl, " m——Axyy 2 "

«;i ,F) Charve str 12 Selhn 1
iz’ %) Charve ist ‘15-a"nasl.

podle rov, (6)




2% , i
2. forma, pro niZ plati
‘ Ay = Qyz Qo= Ay,

A‘ﬂ = Anl; Atl— Ax/z

Podle 1. véty libovolnd permutace indext u proménnych znaéi
- jen prechod k ekvivalentni formé redukované. Moino tudiZ po-
loziti bez Gjmy’ vSeobecnosti =1, »=2, 1=3, u=4. Pak
piejde forma pod 1. neb forma pod 2. ve formu g substltum

AR podlé rov. (6)

1 0 0 {1 o0 1
—1—1 0 neb 1 1 0
0 0—1 \o o0 1

Budeme nyni vySetfovati zvlasté formy.®, v nichZ Zidny
koeficient A;: nerovnd se nule, dédle ty formy &, v nichZ jeden,
dva neb tfi koeficienty A se rovnaji nule.

"L Vysetrujme nejdiive formy @, v nichz zadny koeflclent
nerovné se .nule. O téchto formach plati

Neni-li Zddny koeficient 4; v @ roven nule, ddva nam kazda,
. substituce (8), ktera permutuje aZ snad na zménu znaménka roz-
dily & — §k z @ mezi sebou, jednu a jen jednu substituci tvaru ( 10)
takovou, Ze permutuje jen mezi sebou proménné &,, &,, &, &, pri
¢emi bud u viech proménnych zméni znaménko neb u Zadné.
Naopak kazdd’ substituce (10) t&chto vlastnost! divd ném jednu
a jen jednu substituci tvaru (8), kterd permutu]e aZ snad na
zménu znaménka rozdily &—& z @.

Snadno nalezneme, %e substituce (8) hofenich vlastnosti{ ma
tento tvar ]e-h e==+1:

Glt—en —et
52"‘54—- e& —85,; (13)
53"“54 s —eé,.

Substxtum (10) dostaneme pomoci (11), poloiime-li l‘
§ a4‘——0 a“—-O a‘a,--O,_ : aw-——s

g Jest 1hned wdétl e permutu]e jen promnné & a-to beze zmény
znaménka neb se zménon’‘znaménka u viech proménnygch podle
toho, je-li.e= -1 neb — 1. Naopak mé-li substituce/(10) tento
tvar, dostaneme z nf 1hned Jednu a ]en Jednu substltucx (8) ve
tvaru (13). . L
© .. Podle" 3 véty automorﬁe formy r musi mitl tvar pravé
o uvaiovany a-musf prevad¥ti pHslusnon formu @ v-sebe. Identicks
permutace proménnych & divd ndm pro &= 1 substituci iden- .
. tickou,; pro & = -—1: druhou ‘automorfii (4) ka%dé terndrni formy. -
N Mzi-h tudiz forma, F viee nez dvé automorfle, pak grupa permutaei "
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proménnych &, sp01enych s pipadnou zménou znaménka, kters
odpovida grupé automorfif formy F, obsahuje aspoii jednu z ‘téchto
permutacl psanych v cyklech, nebereme-h ohled na pfipadnou
zménu znaménka:

(s &)y (&0 &) (625 W)y _(5,, &xs &2), (55, §z, Eo &)

Obsahuje-li grupa &tvrtou permutaci, obsahuje i druhou. Podle 1.
véty-mozno bez Gjmy vSeobecnosti zvoliti ¢=1, x=2,1=3, u=4.

1. Aby forma @ piechizela v sebe permutaci (El, Ez) ]est _
nutno, aby A=Ay, A=Ay, _
coZ jest 1. pripad 4. véty.
2. Mé-li forma @ prechdzeti v sebe permutaci (&1 52)- (53, &),
jest .nutno, ab, . :
8 Vo dp=da Ay=Ay
coz jest 2. pfipad 4. véty. h ' i
3. Ma-li forma @ ptechizeti v sebe permutaci (&5, &, &),
jest nutno, ab o
: V A= dg=Ayy, Ay=Ay= 4,
coZ jest ‘1. pripa,d' 4. véty.
V dalsim budeme psiti formu & ve tvaru
D= A X2+ Ay X+ Ay, X + A X2 + Ay X+ 45 X,

kdez vyznam veli¢in X; plyne ihned srovndnim s vyrazem (5) pro D.
- IL. Necht ve @ jeden koeficient rovné se nule. Bez ujmy v&e-
obecnosti moZno podle 1. véty poloZiti 4, = 0. Velitiny X, a% X,
nejsou ma sob& nez4vislé, nybrz v tomto piipadé plati mezi nimi
tyto vztahy: : X,— X+ Xs— 0
’ ' X —X;+ X6 =0. , ;
Snadno se na]de, %6 kaid4 substituce (7) o determinantu +1°
takovéa, Ze pifsluiné substituce (8) ve form& @ s A;3 =0 permu-

(14).

tuje aZ na pifpadnou zménu znaménka rozdily &— & ve @ se

- vyskytujicf, t. j. proménné X,, X, X,, X, X, plevadi v sebe

systém rovnic (14). Naopak kaZds permutace proménnych X, X5,
X,, X;, X, spojena s pripadnyml zménami znamének, kterd prevadf

rovnice (14) v sebe, diavé niam.substituci (7) o determmantu +1.

a takovou, %e prislu¥né substituce (8) previdi formu & v ekvi-. .

‘ valentnf formu @, v nfr opét A';3=0- ‘Pti tom mo¥no zvoliti, -
u jedné z proménnych X,, X, X,, X,, X, znaménko libovolns
au c;:tatnich Jest pi uréeno poiadavkem, Ze rovnice (14) prechaze;i L
v sebe £
- Podle 3. véty. kadd automortie formy F vede: k uréxté hofenf
' permutaci proménnjrch X,, X5, Xy, Xy Xo 8 pﬁpa,dnyml zménami . -

znamenek Z rovnic’ (14) plyne, ie X vidy precha.zi ]en v seba,
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nebot se vyskytuje v obou rovnicich. Zbyva tedy uvaZovati permu-
tace proménnych X,; X;, X, X, Identickd permutace diva opét
identickou automorfii, se zménou znaménka u proménnych pak
automorfii (4). Neidenticks permutace, kterd pfevadi rov. (14)
v sebe, pfevadi aspoi X; neb X, v jinou proménnou. ProtoZe

rmutac
pe © (Xy, Xp Xo Xo), (15)-

ktera ptevadi s pifslusnymi zmeénami znamének rovnice (14)
v sebe, znadf jen pfechod k ekvivalentni formé, sta¢i uvaZzovati
jen proménnou Xj.

1. Necht X, piejde danou permutaci v X, pak jest nutno, aby
A12 - Al4’
a stad{ zméniti znaménko u z, a 2;, abychom dostali formu g.
2. Necht X, pfejde v X,, pak z (14) plyne, Ze X, prechaz{ v X,
a jest nutno, ab
! Y diy=4y5 A=Ay

coZ jest 1. pfipad 4. véty.

3. Necht piejde X; v X, pak plyne z (14), Ze soudasné pie-
chdzi X, v X,. Provedeme-li zde v8ak permutaci (15), dostaneme
pechody X, v X, a X v X;, coZ dévd stejny vysledek jako pred-
<hozi phpad

II1. Necht ve formé& @ jsou dva koeficienty rovny nule. Protoze
podle 1. véty lze provésti napied libovolnou permutaci indexit
u koeficientii, mohou nastati jen tyto dva podstatné rtzné pii- .
pady: 1. 4,,=0; 4,3=0; 2. 4,,=0, 43,=0. V pifpadé prvém
jest jiz forma F ve tvaru f. Zbyva tedy uvaZovati jen piipad
druhy. Zde plati mezi proménnymi X,, X, X,, X; tento vztah

" X,—X,—X,+X;=0. ’ (16)

Lehko se opét nalezne, Ze kazda substituce (7) o determinantu + 1

takovéd, Ze piisluind substituce (8) permutuje ve form& @ mezi
sebou s pffpadnou zménou znaménka jen rozdily &—é& ve @ se
vyskytujfcf, t. j. proménné X, X, X, X, pfevadi rovnici (16)
-samu v.sebe. Naopak kaZdé permutace proménnych X,, X, X, X,
spojena 8 takovjrml zménami znamének, aby rovnice (16) pie-
chézela v ‘sebe; ddvd ndm substituci (7) o determinantu + 1,

a takovou, Ze prisluéné substituce (8) pfevadi formu @ ve @,

v nff opét A’ =0, 4’3 =0. Pfi tom lze urditi u jedné pro-
ménné X; znaménko a pfi dané permutaci jsou ostatni znaménka
urdena jiz rovnicf (18). Znad{ tedy permutace proménnych X, Xj,

X,, X; prechod k ekvivalentnf form&. Identickd permutace diva
nam identickou substituci, spojend se zménou znaménka substi-
. tuci (4). Podle 8. véty ka¥di automorfie permutuje promenné
- Xy X, X, X, Mécli tedy -forma vice automorfif ne# dvé, pak
. ]1sté Jedna. z téchto proménnych prechazi v jinou. Bez ujmy
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vieobecnosti lze predpoklddat podle predchoziho, Ze X, pfechdz{
v X;, éimZ dostavame 2. pifpad 4. véty.

IV. Jsou-li koneéné t¥i koeficienty v @ rovny nule, jest forma F
vidy ve tvaru f. Vice nez tii koeficienty 4 nemohou byti v posi-
tivnf formé rovny nule. Tim jest Eisensteinova vé&ta dokazana.

*

Démonstration d’un théoréme d’Elsenstem
(Extrait de lartlcle precedent)

L’article précédent contient une démonstration du théoréme,
di & Eisenstein, (Pour la bibliographie, voir les notes 1) 3) 5)
suivant: _ :

Une forme quadratique ternaire positive & coefficients réels et
entiers qui posséde plus de deux transformations en elle-méme @
coefficients entiers, est équivalente au moins a une de ces deux
formes: ' -

f(15 @3, X5) = A1y T1® + Aa Ty? + 2093 T, X5 + A33 25%,

G(@1, s, T3) = 2015 %,% + 2015 Ty Ty + Uyp T2 + 203 25 Ty + @33 T4
Ce théoréme servait & Eisenstein pour point de départ pour le
calcul du nombre de classes des formes quadra,thues ternaires
positives. Il a été démontré pour la premiére fois par P. Bach-
mann. (Voir -la note 3) a 4). Dans sa démonstration Bachmann
se servait du lemme suivant: Chaque forme quadratique ternaire
positive ayant plus que deux transformations en elle-méme en
posséde une avec la période 2, différente de la transformation
triviale (4). Mais la démonstration de ce lemme donnée dans le
livrte de Bachmann n’est pas exacte (p. 359). On ne peut le
démontrer qu’ au moyen de la réduction des formes ternaires
et positives. Cette démonstration est trés longue. Dés lors, il
serait interessant de donner une autre démonstration du théo-
réme d’Einsenstein, indépendante du lemme mentionné. Dans ce
qui précéde, je donne une telle démonstration qui est relativement
trés courte, en me servant de la réduction de Selling comme base.

L 4
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