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Poznémka ke kvadratickému charakteru ¢isel.
Napsal dr. Karel Koutsky.

Budiz a realné a celistvé &islo, které spliiuje relaci:

a\ (a1 a4 2 a+k—1 a4tk
GI=(5)= (57 == (505 o
P p ) \»p | P P

kdeZ p znadi liché prvoéislo > 1, k je néjaké celé a kladné &islo,

(%) je symbol Legendreiv: pokud je a==0 (mod p), jest (ﬂ) —

P
=+ 1; je-li @ = 0 (mod p), poloZzme (%) =0.

O ¢&slu a, které spliiuje predeslou relaci fkame, Ze toto éislo a
vzhledem k modulu p je stupné k.

Je-li a= 0, — 1 (mod p), potom vidy podle nasi definice plati
(—;—)) + (?—1}}), coZ znamend, Ze 0i(— 1) jest pravé prvniho a ne
vy8siho stupné (mod p); obracené viak tato véta neplati, nebot
je-li n&jaké éislo @ pravé prvniho a ne vysstho. stupné (mod p),
neznamend to jests, Ze by muselo byti: ¢ =0, — 1 (mod p). Je-li
viak ¢fslo @ vysstho nez prvniho stupné (mod p), potom jest nutné
a=}=0, — 1 (mod. p).

. Déle jest zfejmé, ze kazd4 dvé kongruentni &isla (mod p) jsou
" téhoz stupné (mod p).
Vsechna celd ¢isla jsou kongruentni (mod p) s néjakym é&islem

fady: 0,1,23,...,p—2,p—1. @)

Pocet éisel z této fady, Kters, jsou aspoﬁ k-tého stupn& (mod p),
oznadme Py (p).

Na#im tkolem je stanoveni nutnych a dostadujicich podminek
k tomu, aby &slo @ bylo asponi k-tého stupné (mod p), jakoZ i uréeni
poétu t&chto &fsel,?) t. j. stanoveni hodnot Px (p).

: 1) Stanoveni nutnych podminek, aby &islo a bylo aspoii 2. stupnd
(mod p), jako% i uréeni hodnot P,(p), Py(p), viz té%: Grosschmid Lajos:
A négyzet-maradékok eloszldsdrdl. — Mathematikai és természettudomanyi
értesito, sv. 34, str. 236—252. (A Magyar Tud. Akadémia III. osztélydnak
foly6irata, Budapest 1916.) _
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Je-li k > 1, jest cela otdzka trivialni, nebot’ v8echna &isla fady
(2) jsou aspon 1. stupné (mod p). Definujeme tedy:

Py(p)= (3)

Mezi téchto p ¢&isel patrl jedno éislo a=0 (mod p) a dalsich

(p— 1) réznych, vzijemns nekongruentnich &isel a == 0 (mod p).
I.

Stanovent nutnych a dostadujicich podminek pro éislo a, které md byts
k-tého stupné (mod p).

1. Jestlize néjaké éislo @ ma byti aspoii 2. stupns (mod P)-
musi platiti: .
o) =(5)
(z’ p )

Podle predeslého jest viak ziejmo, Ze Z4dné z &isel a, (a4 1)
nesmi byti kongruentni s nulou (mod p) a tedy, Ze musi platiti:
a=0,— 1 (mod p); dale pak, %e ob& tato &isla musi byti soudasn&
" bud kvadratlckyml zbytky nebo kv. nezbytky (mod p) a tudiz jejich
soudin a (@ -} 1) musf byti kvadratickym zbytkem (mod p).2)

Kongruence:

x? = 4a (@ + 1) (mod p)
jest tedy reSitelna. ' :
Polozme nyni :, 2=1— 2 — 1 (mod p),

kdez ¢t znaéi n&jaké celé &éislo. Dosazenim obdrzime po tpravé:

4azt+i-—2(modp), o (4)

kdez —;——t”—z (mod p) znaéi éfslo sociované k é&fslu ¢, vyhovu]ml

kongruenci: ¢ . —;— =1 (mod ).

Snadno ‘lze nahlédnouti, Ze v kongruenci (4) éfslo ¢ nemuizZe
byti kongruentni s nulou (mod p); ale ani hodnoty t =+ 1 (mod p)
nejsou piipustné, nebot v prvém piipadé ((=+1+ 1) bylo by
a =0 (mod p), v-druhém piipadé (t=— 1) by pak bylo a.=— 1
(mod p), kterézto hodnoty jsme hned na zadatku této price vy-
loudili z fady ¢&isel, jeZ jsou aspoii 2. stupné (mod p); éislo £ musi
tedy splitovati jesté podminku:

t(t2—1)=/=0 (mod p). \ (4)

Retitelnost kongruence (4) podle ¢ za platnosti podminky (4'),
]est tedy nutnow podminkou proto, aby &islo a bylo aspoii 2. stupné

) Y Weber : Lehrbuch d. Algebra I., (2. vyd.), str. 487, Braunschwexg
898. ’ : . i
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(nod p). Diskriminant této kongruence jest 4a(a 4 1) a kongru-
ence sama bude Feditelnd vidy, jakmile tento diskriminant bude
kvadratickym zbytkem (mod p), coz nastane vidy, jakmile &islo a
bude aspon 2. stupné (mod p).

Podminky tyto jsou vSak téz dostacdujici, nebot existuje-li
né&jaké éislo ¢ spliiujici podminky (4) a (4'), potom jest:

a(a+1)z(fz'tl)2zo (mod p),

c.b.d. (%) ) (a; l),

Pozndmka 1. Z predelého jest patrno, Ze kofeny kongruence:
 @=afa+1) (modp),
kde2 a jest &fslo aspoii 2. stupné (mod p), daji se vyjadiiti tvarem:

r=- - (t——-——) (mod P).

odkudz plyne:

Tim zaroven jest fefena tloha: Nalézti takové bitrigondini zbytky
a(a +- 1) (mod p), které jsou souéasné kvadratickymr zbytky (mod p).
Stadi za a poloziti néjaké éislo, jez jest aspoii 2. stupné (mod p).
Pozndmka 2. Z kongruence (4) v8ak plyne dale:
4at = (¢t — 1)* (mod p), °
odkud? je zfejmo, Ze musf byti:

()=
7 p) '
Je-li nynf (%):: + 1 a oznadime-li jeden z koteni kongruence:

=1 (mod p)
symbolicky |/t (V¢ znamené tedy jisté celé éislo), potom z (4) plyne:

35(% (Vi+ 1}5))"(mod p); -

tim jesf téi feSena kongruence:
z*=a (mod p),
v ni% a jest &¢islo asponi 2. stupné (mod p).
2. Je-li nyni a a,spoii k-tého stupnsd (mod p), potom plati relace
(1). Z ni ]est ziejmo, Ze véechny podvojné soudiny &fsel obsazenych
v fadé: a, a+1, a+2, a3, . ..,a+k—1 (6)
Jsou Vesmés kvadratmkjml zbytky (mod p).
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Predpokladame-li & > 2, potom &islo a jest jistd aspon 2.
stupné (mod p) a musi tedy byti splnény podminky {(4) a (4').
Cisla fady (5) daji se potom vyjadfiti tvary: -

_(t—1)
=
(¢4 1)
+1*f4t— )
et
o=l ¥ 2 _
ot 4 (mod p).
2410641 .
: 24 202k—3).t41
a+(k—1)5"ji"(_“:ft_)—_j;_’

Jestlize v3echny podvojné soudiny téchto &isel -maji byti
soudasné kvadratickymi zbytky (mod p), musi b#ti splnény relace:

(ﬂ+2&:—MHJ)=+l ©)

T 1=1,2,8,...,k.
Relace tyto spolu s podminkami (4) a (4) _pfedstdvuji nutné -
podminky pro &islo a, jez mé byti aspoii k-tého stupné (mod p).

Podminky tyto jsou vSak té% dostacujici, nebot jestliZe existuje
né&jaké é&islo ¢, které spliiuje podminky (4') a (6), potom kongruence
(4) poskytne jisté éfslo a té vlastnosti, Ze viechny podvojné sou-
émy z ¢igel Fady (5) jsou kvadratlckyml zbytky (mod p), coZ znaéi, .
Ze éislo @ musf byti asponi k-tého stupné (mod p).

Hledédme-li v8ak &islo a, které jest prdvé k-tého stupns (mod P),
potom tyto podminky nejsou dostaéu]ici nebot kdyby ¢ .
bylo &islo vyhovujici relacim (4) a (6) tak, Ze pro toto &islo ¢ bvlo
by téz: - '

y (t?+2(2lc——l)t+l
B

o2

_potom podle naif definice bylo by ¥slo'a aspori (lc + 1) -ho stupng
“(mod p). Tedy pro é&islo a, které jest prévé k-tého stupné (mod: p)
nesmi byti predesls rovmce splnéna coz znamena Ze relace (6)
nesmf{ byti splnéna pros = k + 1. .
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I1.
Kongruence, jimz vyhovuji ¢isla aspoi 2. a 3. stupné (mod p).

1. Pro &isla aspoii 2. stupné (mod p) nalezli jsme jako nutnou
a dostadujici podminku kongruenci (4), v niZ v8ak é&islo ¢ musi vy-
hovovati podmince (4’) Jestli tedy zvolime si za ¢t jakékoliv éislo
~ Splnu]lCl podmmku (4'), potom kongruence (4) poskytne jisté 01s10
a, jeZ jest aspoii 2. stupné (mod p).

2. Podobné ]ako pro &isla aspoii 2. stupné (mod p) lze i pro
disla, jez jsou aspoini 3. stupné (mod p) ziskati uréitou kongruenci.

Abychom ziskali ¢islo, jez jest aspefi 3. stupné (mod p), staci
do kongruence (4) dosaditi takové &islo ¢, které mimo podmmku 4),
spliiuje jesté dalsf podminku, totiz:

(tz—}—f;t -_|__1) L1

kterd je totoznd s podminkou-(6) pro ¢ = 3. Stadi tedy hledati &islo
¢, jez vyhovuje predeslé podmince.
Je-li tato podminka spinéna, potom kongruence:

x2=12+46t+ 1 (modp)
jest jisté FeSitelnd a to jak podle z tak i podle 2.
Polozme nyni :
=t—s+4 3 (mod p), '
kdez s znadi n¢jaké celé &islo. Dosazenim obdrzime po malé Gpravé:
s2—6s+ 8 : '
"o . 7
5s — (modp) M

Jestlize .nyni.dosadime za s do kongruence (7) n&jaké .celé
dislo, ziskdame urdité &islo ¢, jex dosazeno do kongruence (4) po-
skytne jisté &fslo a, které je asponi 3. stupné (mod p).

Dikaz: Provedeme-li skuteén& toto dosazeni, obdrifime po

t

i

apravé: (s°— 88 + 8) mod »), .(8)_
. 83 (8*—6s + I 8) '
z kteréZz kongruence viak plyne dale:
_ (s*—4s+48)?
=g e —6s 1 8) . :
(—8)? (mod p), (8)

A =gt 5 |

odkuds ]est patmo Ze jest:

-F-ERA s,




47

coz znaci, ze &islo a jest skutedné asporni 3. stupné (mod p). Tim
jsme ziskali Zddanou kongruenci pro &isla asponl 3. stupné (mod p).
Snadno lze nyni nahlédnouti, Ze v kongruenci (8) nemize
byti s kongruentni s nulou (mod p). Mimo to v8ak existuji jeété
dalsi hodnoty s, které nevedou k &islim, ]ez jsou skuteéné a,spon
3. stupné (mod p). Jak na zatitku této price bylo poznamenano,
éisla 0 a (—1) z fady (2) j jsou pravé 1. stupné (mod p). Lze viak
stejné snadno nahlédnouti, Ze &islo (— 2) jest maximélné 2. stupng
(mod p). Z toho pak plyne, Ze viechny hodnoty s, které vedou
podle kongruence (8) k é&islim a, 0,— 1, — 2, jsou vylouceny
K témto ¢islim v3ak vedou dle kongruen01 (8) ty hodnoty s, jez
vvhovuji kongruencim:
§2—8s+8=0, s?—4s+8=0, s2—8=0 (modp).
Prvé dvé dvojice vedou k ¢= + 1, posledni dvojice hodnot
s vede pak k hodnoté ¢, jez je dana kongruenci:
t?+6{4+1=0 (mod p),
jez viak odporuje podmince (6) pro k = 3.
Koneéné pak jsou vyloudeny ony hodnoty s, které vedou
k t = 0; tyto hodnoty s vyhovuji pak kongruenci:
s2—6s+8=0 (mod p).
Musi tedy ¢&islo s v kongruenci (8) vyhovovatl jesté dalsim pod-

minkam, abychom dostali skuteéné éislo aspoil 3. stupné (mod P)
a sice:

$(s2—8) (s2—4s+ 8) (s —6s+8) (s2—8s+8)==0
(mod p). (8")
Poznamka: Kongruence pro éfsla, jez jsou aspon 4. stupné
{mod p) se mi nepodafilo sestrojiti.

I11.

Uréeni pobtu vzdjemné nekongruntnich éisel (mod p), jez jsbu aspor'z
k-tého stupné (mod p).

1. Je-li k- > 2, potom obdrzime ¢&isla, jeZ ]sou aspon 2. stupné
(mod p), tsla tato vyhovu]i kongruenci (4), v ni% celistvé &fslo ¢
je vazano podminkou (4) Kazdé uréité hodnoté tohoto éisla t,
obsazené v fadé: 2,3,4,. ., p—3 p—2, : 9)

odpovida pak podle kongruence (4) jisté &islo @ (mod p), které jest

“asponi 2. stupnd (mod p). Jest v3ak nynf otdzka, zda-li néktera
z takto ziskanych ¢&isel @ nejsou spolu kongruentni (mod p)?

Jestlize dvéma riznym hodnotdém ¢ z predeslé fady, na p.

4= |_ t, (mod p) majf odpovidatl dvé kongruentn{ éisla, @ (mod p),
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potom podle kongruence (4) musi platiti:
4 + —'_2——t2 + ——2 (mod p),

&ili: (ty — ta) (t1 ty,—1)=0 (mod p),

odkudz, vzhledem k uéinénému piedpokladu, plyne: .
t;.t,—1=0 (mod p).

Ke kazdému ¥islu ¢ patri tedy jedté jedno &islo (socdiované)
—;-—#’—’ (mod p), které poskytuje tutéz hodnotu a. Tedy viechna
~ &sla v Fads (9) se rozpadajl na dvojice tak, Ze kazdé dvopce vede
- k témuZ &islu a (mod p). Jsou-li nyni ¢, ¢, dvé sociovana ¢isla,
potom vztah £, =1, (mod p), mizZe platiti jen tenkrit, je-lit=+1
(mod p). Avidak ¢isla + 1 se v fadé (9) nevyskytuji, tudiz kazda
dvé sociovand ¢isla z této Fady jsou nekongruentni (mod p). Po-
névadi pak v celé fadé (9) jest (p — 3) &isel, obdrz1me takto celkem
p——

o2
2. stupné (mod p). Cisla, z raznych dvojic vedou potom k dvéma
nekongruentnim ¢islim a (mod p). .

Z’

dvojic, z nichZz kazda vede k jednomu é&islu a, jez jest aspoii

4

Z toho plyne Ze existuje

riznych nekongruentnich éisel a,
- ek ysou aspon 2. stupné’ (mod p), élh podle naéeho oznadeni plati:

’ . -3 . . -
- Pm=t (10)

| Potet vzdjemns nekongruentmch ¢isel (mod p), kterd j jsou prave
- prvniho a ne vysstho stupné (mod p), potom ]est

: N 3 S ’
o P)— P@="EL . - o

2. Je-h nynf k 2 3, potom obdrifme é&sla,; ]ei jsou aspoii 3.

o "sfupné (mod p); &sla tato ziskdme 2 kongruence (4), jestlize za ¢

zvolime si &slo, vyhovujicf kongruenci- (7), v nf# celistvé &fslo s

~ jest vézéno podminkou (8”). Cislo § mi¥e nabyvati kterékoliv hod-

- noty z ¥ad (2), vyjimaje ty hodnoty, pro n&: leva strana podminky -
8" ) rovn&la by se nule Jestli nynf oznaéime koreny kongruence

g ol x’-:*:c (modp), .

: .‘,Vpokud taﬁo ovéem ]e mozna, t. §. pokud ¢ jest kvadratlckym zbyt

~ kem-{mod p); symbohcky +Ve, potom. hodnoty éisla, 8 pro ndz -
" -1evé strana’ L _iy (8") se rovné, nule, Jsou
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Tudi% n&kters &isla z fady (2) pro s odpadaji a sice vidy odpadajf
&sla: 0, 2, 4, takZe zbyva (p — 3) hodnot, z nichz vSak jest& od-
padaji dalii hodnoty, jestlize (— 1) resp. 2 kvadratlckym zbytkem
(mod p).
Je-li nyni: . ‘ ‘
1 g2 » -
a) (T) = (;): + 1, potom odpadaji je$té &isla: i2]/2,v
2+2)—1, 4+ 2]/5; tedy celkem 6 &isel; B
b) je-li vsak: (:1) = ——(3
p] . \p 3
dali dv &isla a sice: 2+ 2])/—1, nebot /2 nems vjfznamu‘

)_—_- + 1, potom odpadéji tolikd

c) je-li: (_—Tl) =— (%) = —1, potom odpa,dap dalsf 4 éisla,'
totiz: +27/2, 442 ]/2 nebot ]/—- 1 nem4 vyznamu
d) je-li koneénd (_pl) ‘: (—12;) = —1, potem neodpads jiz Z4dné

dalsi &islo, nebot, ani J=1, ani ]/2 nems vyznamu.

Oznaéime-li nyni podet &isel s, pro nés leva strana podm{nky
(8”) rovna se nule, pismenem S, potom vSechny tyto étyrl piipady
da]l se vyjad¥iti ]edmm vzorcem: o

2 . .
S=6 _— 21—). 11) -
)
o jehoz spravnostl Ize se presvédmtl piimym dosazenim. -

Takto ziskdme pravé (p—S) éisel s, kterd poskytujf podle kon~
gruence (7) takové hodnoty ¢, pro né% &islo a, uréené kongruenci - .
. (4) jest aspoti 3. stupné (mod p) Avgak nékteré z takto zfskanych
hodnot ¢ budou kongruentni (mod p) a povedou tady ke kongru—
~ entnim &islim a.

' Maji-li nyni dvé nekongruentni hodnoty s (mod p) na pf. 31,
85, Vésti k témuz &islu ¢ (mod p), musf byti splnéna kongruence :

- ———-68,—{—8 8y2— 68, + 8
28‘1 282

((modp),

kterouz mozno upraviti na tvar
v (81— 85) (8:8,— 8) =0 (mod p)
a ponévadz ]est 8 == 82 (mod p), tedy na: N :
sls, 8 (mod p) - (12) o

v Kaida dvé éisla s, kteté vyhovuj pf'edeélé kongruencz vedou
k tée hodnotd ¢ (modp ). Kdyby v pi"edeéle kongruencl bylo 3e§té

Casopia pro péstm 4nf matemahky a fysiky Roénﬂc LVIII ‘
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8 =8y (mod'p), platilo by: s2 — 8 = 0 (mod p), kteréZ hodnoty s
jsou vSak vyloudeny. Podobné i pro zbyvajici vyloudené hodnoty s
jest pfedesld podminka splnéna. Z toho plyne, %e on&ch (p — S)

hodnot s lze sefaditi do P

para tak, Ze ¢isla jednoho paru vy-
hovuj{ kongruenci (12) a vedou tedy k témuz ¢ (mod p). Jest tedy

praveé p%S hodnot ¢, které vedou k ¢&islim a, jez jsou aspon 3.

stupné (mod p). Seznali jsme vSak v pifedeSlém odstavci, Ze dvé
sociovand &isla ¢, ty, t.j. &isla, vyhovujici kongruenci: ¢, . t, =1
(mod p), vedou k té%e hodnoté a. Musi tedy ziskané hodnoty ¢
dati se sefaditi do pard-vzajemné sociovanych &isel tak, Ze &isla
jednoho paru povedou k témuz éislu a. (Mezi naSimi éisly ¢ nemohou
se vyskytovati ¢fsla vzijemné sociovand a pii tom kongruentni,
nebot’ by muselo byti: =+ 1 (mod p), kteréz hodnoty jsou viak
vylouéeny.)

Z této Gvahy plyne, Ze podet nekongruentnich &isel, ]ez jsou
aspon 3. stupné (mod p), jest uddn vzorcem:

Py(p) = p—Z—S. . (13)

Dosazenim z rovnice (11) a malou tpravou ziskame:
—1 —1 2
) G
A VYN vE RA V),
_ . 4 . 2 ’
kteryito vzorec lze viak je§té upraviti.
Je-li,(—_;)—l) =41, potom prvodislo p jest tvaru (4k 4 1) a tedy

vyraz }( p—2+4 (_71)) mé hodnotu £, léili [ —-J kdez [ ] jest

Gaussova funkce &sia %(ne]vétél celé ¢islo, které jest obsa-

- Zené ve zlomku 4) '

Je-li —171—) = — 1 potom P Jest prvocislo tvaru (4k+ 3) .
a nninény vyraz na.bYVa, opet hodnoty ké&ili |

Lze tedy Predeélemu vzorci datx definitivn{ tvar:

R 1?3.@)“[4] Tl « p.)+ (p» . (14

K tomuto vzbrci prisel téz Grosschmid ve své, jiZ citované’
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préci, ale jeho odvozeni jest neprime a ptili§ dlouhé, kdezto zde jest.
podano odvozeni p¥imé a o mnoho kratsi.

Podet &isel, jez jsou pravé druhého a ne vydsiho nebo nizstho
stupné (mod p) jest potom:

Py(p)— Py(p) = ——i—{ }+W(F§+(%».'.u9

- Tomuto vzorci mozno déti jednodussi tvar, totix:

hm—hm=&%ﬁ@+&ﬁ.A ;Q@

Obé vzorce poskytuji tytéZz vysledky, o dem¥ se miiZeme .
lehce presvedéltl Je-li p prvotislo tvaru (4% + 1), potom jest:

a1 )

je-li pak p ‘prvoéislem tvaru (4% 4 3), potom jest:

p—1 P . '_—_1,____'.

Vysledky dosazeni do obou vzbrcfi jsou totoZné.

Pozndmka. Pfi uréovani podtu &isel, jeZz jsou aspoii 4. stupné
(mod p), jakoz i pfi uréovani kongruenci, jimz tato Cisla vyhovuji,
setkal jsem se s mnohymi obtizeml, které vSak vesmés by odpadly,
kdyby se podafilo uréiti proménou z tak, aby funk,ce

axt-}-bx® + cax? f-dx+-e (mod p),

kde# a, b, ¢, d, e jsou celd $isla, nekongruentni s nulou (mod p)
byla kvadratlckym zbytkem (mod P).

%

Remarque concernant le caractére quadrathue des nombres
(Extrait de’ Tarticle précédent.)

© On apelle nombre. du k-i -iéme ordre (mod p) un nombre entler a
satlsfalsant a la relatlon (1). ot p>'1 est un.nombre ‘premier

1mpa1r, k un nombre entier posmf ( ) le symbole de Legendre )

On obtient les nombres du 2-8me ordre (mod p) eh - posant dans
la congruence (4) pour ¢ un nombre ‘entier. satisfaisant 4 la rela-
tion (4').- La condition nécessaire et suffisante: pour : que @ 8oit -
du 2-¢éme degré au moins (mod p) est que-la’ congruence ‘(4) soit . -
résoluble par rapport & . La considération _respective est en: rapport '_j
avec le’ probleme ‘Trouver des résidus, bitrigonaux a (@ + 1) qui::
«oxent en méme temps, des resxdus quaﬂrathues (med. S 1
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suffit, en effet, de substituer, pour a, un nombre du 2-éme degré
-au moins (mod p).

Pour que a soit de I'ordre k£ au moins (mod p), il faut et il
suffit que ¢ satisfasse aux relations (6). On obtient, en particulier,
pour k = 3 la condition (7) ol satisfait a la relation (8”). Alors,
les nombres a, de l'ordre 3 au moins (mod p). sont déterminés
par la congruence (8). :

Si Py (p) est le nombre des nombres incongrus a, de U'ordre %
au moins (mod p), le nombre P(p) est défini par ’équation (3),

Py(p)” par 1’équation (10) et P,(p) par Péquation (14). ou [Z

désigne la fonction de Gauss du nombre }p (& savoir, le plus grand
nombre entier contenu dans la fraction 1p).

Des considérations analogues pour k = 4'conduisent au pro-
bléme: Déterminer la variable # de maniére qu’une fonction de x
du 4-e ordre aux’ coefficients entiers soit un résidu quadra.thue
(mod D).
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