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Jest tedy vysledek naSeho uvaZovan{:

Misto os Sroubovych. pohyb&i a sice poloviéntho chodu,
jimiZ Ize p¥{fmku do dané mimobéiné polohy prevésti, jest ro-
vina k danym pifimkdm rovnobéind a vzddlenost téchto palfct;
uvaované osy tvorf v roviné této dva systémy piimek rovno-
béinych s rovinami, dihly danych p¥fmek kolmo pilicich.

Misto toto jest tedy rovnostranny hyperbolicky paraboloid,
degenerovany v rovinu.

Analytické evideni o trojihelnfku.

Napsal
A. Strnad,
professor v Hradel Krdlové.

Ulozili jsme sobé vySetfiti v ¢lanku tomto splsobem ana-
Iytickym nékteré vztahy tykajicf{ se tro_]uhelnlka a Ctvercl se-
strojenych nad stranami jeho.

1. Dén bud libovolny trojihelnfk abe, kteryz zé,kladnfm
jmenovati budeme, pravotihlymi soufadnicemi svych vrcholi

a(@, 1), b@y %), (@5 Y);
nad stranami. tohoto trojihelnika vné plochy jeho sestrojme
ctverce abc’'e”, bea’a”, cab’d” (obrazec ralif sobé.étendf sdm
zhotoviti), a oznafme soufadnice jich vrcholdt _
a (x, ¥), V@4, ¢ @, y);
a” (@7, ¥7)y V@, ¥, (@, ¥i)-

Soufadnice tyto miZeme velmi jednoduse vyjadfiti sou-
fadnicemi vrcholii zédkladntho tro;uhelnika, jesti, jak z obrazu
snadne lIze poznati,

T, =a Yy — Yy @ :‘7’1 +9h—%, T=Ty, —‘yu
.’/; SYth T Y =htT—a, 9‘3 =Y+ —

=X A Y —Yy T =Ty — Yy =% Yy — yn
y;—yz+wz @y, Yr=YatT—>, Yi=hto—2,

Jak patrno, lze soufadnice bodi o, ¥, ¢ jedny z druhych
odvoditi cyklickou zdménou ukazateldi; rovnéZ tak lze uiniti
pti bodech a”, b7, ¢”. —

. Poviimnéme si trOJuhelnikﬁ a'b’c’ a”’b"’¢” ; ustanovme jich
téZisté a plosky obsah. JelikoZ jest : ;
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2y 42 o =0 + o, +0) = ) o] +- 2,
% +y'l +3/3 "3/1 +2/2 +ya —yl +y +ya L)
jest zfejmo odtud, Ze trojuhelniky abe, a’b’¢’, a''b"c" maji spo-
leené téZisté. Plochy téchto t¥f trojihelniki oznaéme po. ra.dé
4, &4, 4”5 potom jest
o+ —Ys 3/1+“’3"'“’1'a 11
% —%h, Ypto—r, 1.
Tty —Yy Yst@—a, 1
Determinant tento lze vSak dle zndmych pravidel takto
rozloZiti a upraviti:

24 =

Ty—Lyy Yp— %, 1

. wl’ yla 1
24 = |y, g, l|+|®y—2p, y—, 1
|m;,, Y3y 1 Xy — %3y Yo—Y3, 1
do, w—2, 1 Yis Ys—%, 1
+ Toy X — Ty, 1 + Yoo Y —Y2, 1{.
@y, Fy—wy, 1 Ys» Ya—Ys, 1

Ve vyraze tomto determinant prvy rovnd se 24; pFicte-
me-li v determinantu druhém k ¥ddce prvé fddku druhou i tietf,
nezménf{ se tim hodnota jeho, a nabude tyZ tvaru

0, 0, 3 S — _
T —Tyy Yp— Yy 1 a,'l——:)c“ 3/1—.7/1
Ty —Ty, Yo—Ys, -1 |2 1 BhTh
determinant ttet{ a Ctvrty pak zjednodu$fme, p¥ictouce v kazdém
z nich sloupec prvy k drubému, a obdriime tim vyraz

=3 =64;

Ty, X3, 1 . o ‘yza 1
Ty, @, l|4|¥%, %, 1
T3, @q, | ¥ %, 1

=@ — ) (2 —25)* - (3 — 2,)°
+ @ — %)+ G —3) + @ — ),

rovnajicf se patrné polovici soudtu &tvercdt stran zékladniho
trojihelnfka, Oznacfme—h tyto strany pismenami protejéich vrcholﬁ

} bude tedy bt
ST VR N g

, - Ze soumérnostl ‘tohoto vyrazu soudime, %e bychom k témui '
vysledku dospéli, ‘hledajfce obsali #” trojihelnika a”d”c”; proto
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A =47 trojihelniky o'b'¢!, a”b"¢” uréené stiidavymi vrcholy
tverct, jsou st obsahem rovny, ‘

- 2. Spojme sousednf vrcholy étverci ptimkami a'd”, b'¢”,
c’a”; tim vzniknou trojihelniky ab’¢”, be'a”, ca’d”, jichi ploské
obsahy oznaéme 4,, 4,, 4,.

Jsou-li @, B, y vnitfnf dhly trojihelnika abe, Jest
A4, =}besin@QR—a)=4
_ a tedy dle obdoby :
A=y = dy, = dy:
trq]ukelmky ab’e”, bca”, ca’b” jsou rovny obsahem zdkladnimu
trojuhelniku abe. Analytlcky se o tom presvédéfme takto:

@y, Yy 1 Ty, h 1
24, = w;a .'/za _1 wl‘l“yl'_ysa Jl"l_ma z, 1f;
%y, Ys, 1 Ty +3/2_%: hta—x, 1

odecteme-h i‘édku prvou od druhé i tfetf, bude
xl ’ Y1y 1 - -
2"1:!' Y — Y3y Ty—y, 0 :3—-_,;1,-%_3;1
: Yo—Yy, @ 1y, O 1 2y W 2
Bez obtfZf mohli bychom dokdazati, Ze té¥isté trojuhelniki
ab'e”, be'a”, ca’b” jsou vrcholy trojuhelnika ma]mho spolecné té-
Zisté se zdkladnim trojuthelnikem abe. :
Budi# o thel, jej% tvot ptimka a’b” s kladnym smérem
osy X; potom jest C e

tgq)__.% Ys _;_:cl+w,—2w,__wo—w3

=24,

"

“—2 T Nt =2 YU

_%+w

znamend-li @, = :f%‘—?—’, Yo soufadnice bodu ¢,

 piilictho délku ab. Hodnota pro tg ¢ obJevené. ukazuje, Ze jest
a’t” | cco;’ podobne bude ¥¢” | aa,, c¢a” | bb,, znadl-li a,, b,
sti‘edy stlan bc ca.” Téz délky takovych dvou pimek kolmych'
jsou v ]ednoduché souvislosti. Pozorujeme-li ku pi' délku a’b”,
JeJIi kraJn( body majf soufadnice («,, v.), (&}, y;), tedy jest

— @, —yl+yz—2."/3—2(yo ¥s) :
y*.’/x _‘("’1“!“”2"‘2“’3)——‘—2(%—%)
a proto .
177
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¥ = V@ —a) 6 — )" =2V @—a)" + Go— 95"
=2.¢cc,;
obdobné jest b'¢” = 2.aa,, ¢¢’ =2.85,, a lze tudff ¥fci:
Primka spojujict sousedni vrcholy dvou &tvercd kolma jest ku
spojnict spoleéného jich vrcholu se stFedem protéjsi strany zd-
" Kladniho trojihelnika, a jest dvojndsob tak dlouha jako tato
spojnice. —
Vatyéfme-li uprostted p¥fmky o’” kolmici, bude kolmice
tato mfti rovnici
22(yy s —2Y5)— 2y (-, —2003) (a0, 2,223 ) (7, —2, - 2y3)
Y2 — 24s) (Y2 — 41 — 225) =0,
a kruhovou ziménou ukazatel obdrifme odtud rovnice kolmic
vztyéenych uprostted ptimek ¥¢”, ¢’a”. Soudet téchto tif rovnic
rovnd se identicky nulle; proeZ kolmice vetydené uprostied
primek a'b", b'¢”’, ca”’ protinaji se v bodé jediném.
3. Sti'edy Ctverch nad stranami trojihelnfka abe sestro-
jenych budte% s,, s,, s,, a jmenujme soufadnice jich
8 b1y m)y %2 (5ay M)y 8 &3y M)
Patrné jest

g “’z+“’ _“”_3+“"1'_w2+“’3+3/3‘—.’/2
} ] 2 — 2 .

~%+m_%+%_%+%+%—%
ﬂl — 2 -— 2 - 2 L]
a z toho plyne cyklickou permutacf ukazatelil
3 —Ltm s —y n =3/3+.’91+""3"“”1
2 . 2 . } 2 2 )

g _—:’w1+w2+3/2_yl 7 _~_y|+?/z+w;“"$g
3 2 k] 3 = 2 4

- JelikoZ jest - :
.§1+Ez+fa—m1+wz+“’u ’h+’72+’73=3/1+3/2+yn ’
maji trojihelniky abe, 8,8,8; spoledné té%isté.
Ustanovme také obsah trojihelnfka urceného stfedy ctverci’x
818,83 = 4, Jestif

_ &, m, 1
24, = (&, 7y, 1
&, s, 1

¢ili po snadné pfeméné -
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T+ T t+Y—%, N FYte—x, 1
x, +h—%, » + Yyt 2 —ay, 1.
Tyt N —Y, Yat+h+2—x, 1
Hodnota determinantu tohoto se nezménf, p¥i¢teme-li k sloupci
prvému sloupec druhy; bude pak po zkriceni 2ma
TtYy htptom—a, 1
Ty Y3y Yoty 2 —x, 1]
oty, Btnte—2, 1

Odetteme nynf od sloupce druhého sloupce prvy a ob-
drZime

84, =

44, =

T tYyy —T, 1
dd, = |y dy3, Pp—;, 1
Tty Ys—@y, 1
odkud rozkladem ndsleduje

H

@y Yy 1 3y @gy 1 @y, Ty, 1 Yoy Y1y 1
4dc=|“’2a Yar Y —ysy ®3y U —|05, @3, 1|4|ys, ¥, 1
oy Y3y 1| |1y ®ay 1| J@s, @, 1) fyy, ¥a, 1
Zyy Yy 1 Tyy @y, 1 Yoy %y 1
=2|%, Yoy 1|2y 22y 14|53, %2, 1)
@3y Yz, 1 Tyy L3, 1 Yy Yas 1

Hledice k vyznamu téchto determinantd, vysvétlenému jiZ
v odstavcl 1., miZeme pséti

44,_44—}-"‘2"‘"""""2

a tudfZ
2 2
) | a —|—b —{—c2

srovnivajice pak tento vysledek 8- konecnym vzorcem odstavce 1.,
pfijdeme k zajimavé relaci
A+ 4d, =% 4.

Z rovnic difve vyvozenych vyplyvd

E—&= %(2!/3 —h— Y%+ —%) =Y — M3

M—N =— @, — & — Tty — ) = — (& — fs),
a obdobné lze vy]é,di'ltl rozdily & — &, at.d. Z toho lze souditi
o poloze i délce stran trojihelnika s;s,s,, Jest totiZ

’71—"72__._‘”3*53 '

' fl"'fz— Ys—n3'

17*
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" a proto 55, | s, ; dle obdoby jest pak té% 8,8, 1 as,, 58 1 bs;.
Jsou tedy pifmky as, , bs,, ¢s, vySkami v trojihelnfku s,s;3,,
a majf proto spoleény priseétk. Mimo to jest

& —&)+(m— ’72)2 = (23— &)+ (s — ma)%

- a tedy 5,9, = cs;, 88, = as, 8,8, = bsy. Tyto vysledky zahr-
neme vétou: Primky spojujici vrcholy trojuihelnika se stiedy
dtvercd  sestrojenifch nad stranami jeho proténajé se v jediném
bodé, jsou kolmy ku strandm trojihelnika témito stiedy wréeného
a kaZdd rovnd se délkou prislusné strané. Odtud bezprosttedné
plyne jednoduché a elegantnf feSenf tlohy: Stanovits trojihelnik,
ddny-li jsou stredy &tvercd sestrojenyjch nad stranami jeho.

4. Pripojime k dvahdm pfedeSlym  jeSté nékteré, zaloZené
na uZit{ soufadnic stejnomérnych. Zvolme strany zdkladniho troj- -
thelnfka osami soustavy soufadnic stejnomérnych, poklidajice sou-
fadnicemi bodu v roviné daného vzdilenosti od téchto t¥{ stran.
Budiz tedy bc=X, ca=Y, ab=Z; vzddlenosti bodu od stran
téchto ozname @, y, z, a prisuzujme soufadnicim témto zna-
ménko + tim spilisobem,” aby body, leXfcf na té%e strané osy
jako protéj§f vrchol trojihelnfka, mély pisluSnou soufadnici
kladnou. Tak ku p¥. budou miti viechny body leifcf s bodem a
na téZe strané osy X soutadnici 2 kladnou, na opaéné strand
zépornou. Za téchto podminek vyhovuji soufadnice libovolného

bodu rovnici
ax -+ by - cz = 24.

Ustanovme rovnice onéch stran c¢tvercl, které jsou rovno-

bésny ku strandm trojihelnfka zikladnfho. Pifmka a’a” = A
bude miti rovnici @ -} a =0, které’ dame podobu stejnomemou,
ndsobice ji 24,

24z + a (ax + by +¢z) =
Ucmime-h tymz splisobem u pimek b'b" = B c c” =,
mﬁzeme rovnice téchto stran psdti: :
' . '“(a2+2d)w+aby+cwz._0
. B—~abw + (0% 4 24)y + bez =0
: ~—acm+bcy+(c2—-|-2d)z_ .
: Strany tyto naleZité prodlouzeny .omezuj{ trojiihelnfk a*b*c*
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jehoZ obsah budiZ 4*, Tento vySetifme uZitfm zndmého vzorce*)

nésledovné:

a*+4-24, ab, acl2
ab, b%*}-24, be
ac, be, c*-24,

4 . abe

ac, bc, c’ﬁ-ﬂ

A= a®}-24, ab, ac| |ab, b*-}-24, bc
ab, 02424, be|.lac, bc ¢*H-24|.|a’}-24, adb, ac
a = b c||a b c a b

Z prvého determinantu ve jmenovateli moZno vyjmouti-
¢initele ¢, ze druhého a, ze ttettho b, a zkratiti pak zlomek
soucinem abe.

Determinant v ¢ftateli se vyskytujicf lze takto pretvofiti:

a’4-24, ab, ac la% O, O |24, ab, O]
ab, b%*4-24, bej=|ad, 24, 0|+ 0, 5% O
ac, be, 24 |ac, 0,24 0, be 2

24, 0, ad |24, 0, 0| :
4|0, 24, b0, 24, 0,
0, 0, ¢ |0 o0 24

nadeZ vyéislenfm objevi se hodnota
4a? 4?4 402 4%+ 46 A% |- 843 = 4a? (a2 ~+ 0% 4-c¢ + 24).
Zkréiceny prvy determinant jmenovatele jest
a®*+4-24, ab, a
ab, b%-}-24,0
a, b, 1
a tutéZ hodnotu majf ostatnf dva determinanty.
-Proto bude po néleZitém zjednodusen -

'__(a“—}—b‘-{-_-c’_}_gg)z e e g
a= 44 e

Trojihelntk a*b*c* maje strany rovnobéiné ku strandm
trojihelnika abc; jest tomuto podoben a podobné peloZen;
ptimky aa*, bb*, cc* budou se'tudf¥ protfnati v jediném bods %,
pisludném stfedu podobnosti. To lze analyticky snadné:stvrditi
a zdroveh soufadnice .bodu_ k vy3etkiti, Jsou totiZ soufadnice
bodu . a* tyto: y—= ——b, z=-—c, a tedy rovmice pHmky
&Z’-" =cy—bz= O podobné budou rovmce druhjch dvou pi'Imek‘

=44?

*) Salmon Fiedler, Analyt Geometne der Kegelschmtte IL Auﬂ p- 92.
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bo* =az—cx =0, cc* = bx — ay = 0, Znisobime-li prvou
z téchto t¥f rovnic hodnotou @, druhou b, tietf ¢, jest soucet
takto zndsobenych rovnic totozné roven nulle, a tedy pffmky
ony maji spoleény priisecik k. Soutadnice bodu tohoto vypoci-
.tdme z rovnic poslednfch a z rovmce aac+by+cz_2d
obdrifme tim

_ 2a4d . 2b4 - Q¢cA

ey L prnys L A gy &t ity & b

Jeito jest w:y:z=a:b:c, t. j. vzddlenost: bodu k od
stran zdkladntho trojihelnika jsou vumérny délkdm téchto stran,
poznavéme bod % jakoito bod Lemoinedw i Grebeiw v trojihel-
niku abe, o kterémZ vyznaéném bodé jsme v tomto roéniku
,Casopisu* naSeho na str. 27. promluvili. Dodateéné ptipomi-
néme, Ze pojedndn{ Grebeovo o tomto bodé nalezd se v VIL. dile
archivua Grunertova. ' :

. Kdy# ¢ldnek tento jiZ vysdzen byl, dovédél se pisatel jeho z letos-

nfho tunorového éisla Gasopisu Mathesis, %e o tvaru zde vysetfovaném po
Jednéno bylo v I roénfku onoho &asopisu na str. 93. a ve IV, dile Nouvelle
correspondance mathématigue, str. 142., kterych vSak si opatfiti nemokhl, aby
je s praci svou srovnal. Vétu vyslovenou ku konci 8. odstavce uvefejnil
ve formé tlohy Fuhrmann v Hoffmannové ,Zeitschrift fiir math, und naturw.
Unterricht,% XIIL Jahrg. p. 365.

0 Steinerovych paraboldch souosyeh osnov konfo-
- . kilnich kuZelosetek.

Napsal .
Véclav Tlughof v Ji¢iné.

© Znaéf-li o, o, ohniska a m stted osnovy O konfokélnich
kuzelosecek obalqu, jak znémo, veskeré pifmky, které ku jedno-
tlivgym prvkéim v roviné osnovy leZictho svazku paprskd s libo-
volnjm sttedem s; vzhledem 'k této osnové sdruZené jsou, tak.
Zvanou Stemer-ovu parabolu P,, kteri se os A, B osnovy O,
jakoz i os N, N, involuénfho svazku s — jakoto zvlaitnich poloh
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