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Drobnosti z počtu integrálního. 
Píle 

M. Lerch, 
docent vysoké školy technické v Praze. 

1. V prvním dílu sebraných spisů Cauchyových přichází 
na str. 128. vzorec 

Г<» Г<» -kťïy 
I I e sin (æ -f- y) dæ dy : 

nk 

*кr 
Jednak abychom jej dokázali a jednak abychom obdrželi 

hodnotu integrálu, kde místo sin stojí cos, uvažujme integrál 

/-• /-• _,,KiS, + «.+,) , 
i z=z i \ e dxdy% 

o o 

Tento převeďme substitucí x\ y1 za a?, y na tvar 

J .zz / / e* 4xy dx dy 
0 0 

a transformujme jej substitucí cc zz r cos g>, # zr r sin qp, čímž 
vznikne 

/*"» , F°° r2(í — k sin <jp cos g>) , 
J zr / dep/ e -ir^sinycosyoV, 

o o 

Provedeme-li na vnitřním integrálu proměnu r% z=z a?, vznikne 

n 

/

T r™ x(i — k sin <p cos 9) 

sin qp cos <p d<p / e a; dx; 
o o 

vnitřní tento integrál má však — jak parcialnou integrací se 
snadno shledá — hodnotu 

1 
(ť—k sin (jp cos q>)2 

a tedy máme 
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*•*• JI 

j o í"* sin (p COS op d(p d FT d(p 
o & — & sin op cos op)2 ~" dkJ JZ- k sin op cos op* 

Avšak výraz 

f*T ďg? _ fl 
•j i — & sin op cos op J 

přejde substitucí tg op = í na tvar 

d(p 
čosčy 

г 
— k tg op 
cos2op ° ^ 

.1 Г-
гJ 1 

<Й 

+ *2-f kгt 

1_ Г00,,/ 1 
ľ2 J 2Vz+i-

d í / -
• Љѓ л/&s , „ 

ť+õ~*Vт+1 ť + 
ftг , д/k 2 

9+гVт + i , 

HюgK+Af+i) 
г + i 

'»§(<+ľ-C+')'Г 

2V?+> 

i 

čili posléz 
*Vï+' 

яг + log I+Vf+i 
-T+Víк 

A d(p 
г — k sin op cos op 

=-ҖŢ}:І+^+^+1)]-

(i) 

Následovně 

J —i . JM 
2'°«(Ţ+V|'+') 

V?+~> v?+» 
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a odtud máme separací částí reálných a pomyslných vzorce 

(2) f f e~hi X>>ain ( a 5+ y ) dx dy ~ tk* \\' 
. • 4 \ 4 + 1 ) 

(3) I I e~ ^cos (* + y) dx dy 

m+v!+^) 
0 u 

= - 2 đ 

dk i /&-v?+> 4 
Z posledního vzorce máme integrací dle k v mezích 

(oo . . . k) vztah 

»• f _tv- dxdy _ 
J J e cos (x -\-y)-=J- = ~ 2 

•oS(4+V!+.) 
Vҗӯ V!+i 

aneb, přetvoříme-li levou stranu substitucí liter x\ y2 za x} y: 

M4+V?í) 
(4) / / e * cos (x2 -f-y2) dxdy — — 

VŞ+i 
2. Hodnotu integrálů, jež uvažoval Stern (Beitráge zur 

Theorie der Euleťschen Integrále), a o nichž jedná G. F. Meyer ve 
své knize „Terlesungen uber die Theorie der bestimmten Inte­
grále zwischen reellen Grenzen" § 61., možno též následujícím 
způsobem obdržeti. 

Znamenejme 

(a) ^a1s) = r(s)^^~F=J ex_x ; 

pak bude rozdíl F(a, *) — F(b, s) na místě 5 = 1 chovati se 
pravidelně a bude tu zvláště 

F(, ;«, „ - ғ(i,.) = | ( Г L - 6-L-) + ,._!,, 
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kde (s — 1) znamená funkci, jež mizí zároveň s s — i ; v ná­
sledujícím psáti budeme rovnice tvaru 

»(•).= •(•) + (•- l)U(a-l), 
kde nám na posledním členu (s — l)$(s — 1) mizícím pro s = 1 
nezáleží, takto: 

<p(s) n j $(s). 

Náš výsledek první bude tedy 

FK^-F^^IJ^-^) 
čili po vyčíslení pravé strany 

Ve vzorcích těchto značí a, b veličiny kladné, aneb kom­
plexní veličiny s kladnými částmi reálnými. 

Buďte nyní a„ a2, . . . On veličiny libovolné, c komplexní 
veličina s kladnou částí reálnou, dosti velikou, aby součty 

c + a -4-a + - . . . - + « 

(kde a, a3 . . . ah značí sestavu čísel z řady 1, 2, . . . n) byly 
kladny ve svých částech reálných, a znamenejme 

f(x)=ff(í-e-V); 
v=.\ 

součin tento bude možno rozvinouti v součet 

/м-i-E.-^+E. -(a a i +% a )ж 

—2j e +•••• 

kde v součtech 
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J ] , J ] čísla a^, .w-j, . . . , 

probíhají všecka amba, terna, . . . z řady 1, 2, 3, . . . , n. 

Odtud patmo, že bude 

rl-™f (x) rt-T-dx T, . . Vi-./ i \ 
00 J — i h z i = F ( C ' s ) - 2 j F ( c + < V s ) 

° «i 

+ S F ( c +%+ a «, >s) —S F ( c + % + % + V s ) + • • • 
«1>»2 °íl.«2>«8 

Jelikož pak dle (/I) 

t F(e + o,«)-vF(c,.) + D<logr(c + l) —D.logr(c + a + l ) , -

máme 

2F(c + a a i , > ) ~ ( j ) [ F ( c , .) + D clogr(c + l)] 

- J J i U o g r t c + a^ + i) , 
« i 

dále 

J F (c + aai + av .) ~ ( g ) [F (c, .) + Dc log F(c + 1 ) 

- 2 D. log T(c + atti + a „ ž + 1), 
«1.«2 

atd., takže vložením těchto výsledků do (y) obdržíme 

r"er°»f(a!).!ie—1dx f 1 [n\ ln\ ln\ . -
J ^ l - ~ [ 1 - ( 1 ) + ( 2 ) - ( a ) + - ] 

X[D c lo g r (c + l) + F(c, s)]-D c logr(c + l) 
+ 2 Dc log r (c + aa j + 1 ) - £ Dc log T (c + a% + attj + 1) 

+ 2 D 0 l0gr(c+a a | +a„ 2 +«„ 3 + l) 
Ofj.OfgjOfg 
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- 5 ] D e l o g r ( c + o t „ i + a a ! ! + « « 3 + ««4 + !) + ••• 

Prvý člen v právo odpadá následkem identity 

'-(;)+(;)-(;)+•••=<> 
a zbývá tedy pouze 

r*erM f (x) &-1 dx j ^ — 
o 

„ D l r ( 1 + C ) J T r ^ 1 + C + S + q " a ) * / T r ( 1 + c + ^ a 1 + % + ^ a , + ^ 4 ) > 
~ D c l ° 8 n r ( i - f c + % ) . 7 7 r ( i + c + % + a a 2 + a a 3 ) . . . 

kde U znamená součin vztažený ke všem kombinacím čísel 
«,, a2, . . . v závorce přicházejících. 

Znamenáme-li tedy 

/ 7 " r ( t t + a « l ) = ®iWi 
« i 

«i»«a 

]Jr(u + aai +a„ 2 + a a a ) = * 3 (u) , *) 

obdržíme výsledek 
/>?-c*/,(ag)a3>-1dag 

J ?=1 
^ _ n l n ^ ( c + l ) ^ (c + l ) ^ ( c + l ) ^ 6 (c+l)»>» 

• g * l ( o + l ) * 3 ( o + l ) t f 5 ( o + l ) . . . 
Pravá strana udává stálý člen v řadě stoupajících mocnin 

s — 1 pro funkci v levo psanou, tedy hodnotu této funkce pro 
g zz 1; máme tak rovnici 

*) K vůli vyvarování možnému nedorozumění stůj zde výraz 

$8 (u)z=r(u + a, + ai)r(tt + a, + a^T^ + a, +a 3 ) . . . F(u + a ^ + aw). 
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(1) re-°*j(x)dx 
J eř — 1 

~ " o l 0 g * I ( e + l ) í , ( c + l ) * , ( « + l ) . . . 
Je-li součet reálných částí veličin ax, a2, . . . , #n kladným, 

existuje levá strana i pro c = 0, a jakožto funkce analytická 
veličiny c rovná se pravé straně i v tomto případě. 

Není-li žádná z veličin atti, a^ -f- a^ , a^ -f aa2 -f aa^... 
reálnou a zápornou, bude pravá strana chovati se pravidelně 
na všech kladných hodnotách c, a tedy obdržíme integrací dle 
c v mezích o a oo: 

při čemž psáno 0* místo #*(1). 

Volme na př. at _= a2 = . . . -= an = a; pak bude 

/ (*) = (1 — e—)w, * i («) = r (u + a)-, 

0>2 (II) = r (u + 2a)® <J>3 (ii) = r (ti + 3a)®, 

a rovnice (1) a (2) podají nám vztahy 

(la) J —^rzrr d* 
o 

- T. • -, r( l+c)r( l+c+2a) ( " ) r( l+c+4a) ( " ) r( l+c+6ap. . . 
_ — v c lOg —• — 

r ( l - f c + a ) » r ( l + c - f 3 a ) W r ( l + c + 5 a ) W . . . 

(8a) f_____. *. 
v ' ' J e~—1 * os 

- l0g r ( l - f 2 a ) ® r ( l - f4a)®r(l-f6a)®.. ' ._ 

r ( l -f . a)» T (1 -f 3a)® T (1 -f 5a)® .. . 

3. Známý Diričhletuv integrál (Crelleuv žurnál, sv. 4.) 
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f e-ыdx 1 1 1 
(l* _|- xђ (k + xiӯ' (\ -f ял> ' (fc2 + æí)"2 ' (kn + #0*n 

— Ü L l ľ * 
i (& + iy ' (&.+i)"1''' (fc. + 0""' 

v němž &, ^ , . . ., K jsou kladné veličiny, obdrží se jako 
celá řada integrálů příbuzných prostým užitím Cauchyovy věty 
o integraci funkcí jednoznačných. 

Ukažme to na integrálu obecnějším 

<A> / 
e(UVІ f(x) dx 

= : it 

- j - % 

C i . ( c i - c j ) ( c ; - c ; ) . . . ( c 4 - c í ) 
e-Wc*f(±c2i)  

'c,.(c\-c$(cl-c\) . . . (ů-cr) 
+ , 

kde/(#) je funkce, mající veškera místa zvláštní y A osou 

reálnou, a pak značí reálnou veličinu { . }; veličiny c,, 
r Izápornoul' J L ' 

c2, . . ., cm jsou vesměs kladny a vespolek různý, a při výrazech 

/(:tciO>/(:±:c 2i), . . . dlužno bráti znamení | , , L.\.Funkce 

f(x) mimo to má býti pro nekonečně veliká x položená 

v i ..v , l | polovici roviny takovou, aby integrovaná funkce 

pro tato x byla nekonečně malou stupně vyššího než prvého. 
Neboť zde stačí místo udaného integrálu studovati integrál 

tétéž funkce vzatý podél cesty složené z úseku osy reálné 

(—N . . . N) a z půlkruhu položeného v \ ..v f \ polovici ro­

viny x. Integrál bude dle Cauchyova theorómu roven součinu čísla 

| * \ se součtem residuí integrované funkce a jednak při 
N = oo odpadne složka pochodící z půlkruhové cesty, z čehož 
zbývá 

20 
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/ = ± 2iti. 2 Resid. na pólech -£ ď, 

vypočtením těchto residuí máme pak napsaný výsledek. 
Zároveň patrno, že veličiny cx, c 2, c„, ani nemusí býti 

reálné, nýbrž stačí, aby jich reálné části byly kladné. 
Kdybychom ve jmenovateli pod integrálem (A) psali 

c1 — ix, c2 — ix, . . . , cm — ix místo c\ -f- cc2 etc, 

byl by integrál nullou pro a > 0 , ale měl by hodnotu dvakrát 
tak velkou, jako (A), kdyby a < 0 a ovšem při tom ostatní 
parallelní podmínky byly splněny. 

Věta Cauchyova o integraci v komplexním oboru jest in­
strument pro stanovení hodnot integrálů a pro studium jich 
vlastností tak velkolepý, že se jím starý počet integrální redu­
kuje aspoň na třetinu a to při neocenitelném zisku na přehledu 
a systematice. 

Drobné zprávy z fysiky. 
Podává B. Mašek, 

assistent c. k. fya. ústavu čes. univ. 

O některých reformách týkajících se praktických jednotek 
elektrických. 

Kongres elektriku v Paříži r. 1881. zavedl názvy a de­
finice pro některé z nejdůležitějších quantit fysikálných, hlavně 
elektrických, jež r. 1884 delegáti mnohých států přijali, takže 
od té doby usnesení kongresu prvého vešla v obecné užívání. 
S neobyčejným pokrokem v nauce o elektřině a zvláště v elektro­
technice nadešla však během posledních desíti let nutnost v ne-
jednom směru usnesení kongresů dřívějších doplniti a po pří­
padě revidovati. Tak stalo se již r. 1889., kdy v době pařížské 
výstavy mezinárodní kongres elektriku zavedl mimo užívané již 
praktické jednotky Ohm, Volt, Ampěre, Coulomb a Farad nové 
názvy: pro jednotku energie Joule, pro intensitu pracovní Watt 
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