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Drobnosti z poétu integralniho.

Pige

M. Lerch,

docent vysoké skoly technické v Praze.

1. V prvnim dflu sebranych spisi Cauchyovych prichdzi
na str. 128. vzorec

® ® _ Vaw .
S e ”sin(w-}_y)dxdy:—i’%;—

4(1+4)%'

Jednak abychom jej dokdzali a jednak abychom obdrZeli
hodnotu integrdlu, kde misto sin stoji cos, uvazujme integral

@ ® — ‘/? ;'x
J:f f I g,
Tento prevedme substituci «*, y* za @, y na tvar

J :f / e " VHETOY oy dee dy

a transformujme jej substitucf = —=rcosp, y=rsing, ¢imZ
vznikne

T
d ® 3 ksl
J:/2d¢/ ¢ ¢ smq,cosq’)‘ir’sinq:cosq)dr.

Provedeme-li na vnitinim integrdlu proménu »* —w, vznikne
w % )
"z . ® (i — k 8in @ cos
J:2fzsm(pcosq>d¢pf em(z qp.vcdac;

-vnitfnf tento integral m4 vSak — jak parcialnou integrac se
snadno shledd — hodnotu '

1
(t — k sin @ cos @)*

a tedy méme
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T ) 4
J___2f? sinpcospdp __ d [z dop
- (—ksingcosp)® — " dky i—ksingcose’

Av3ak vyraz

1 n de
/'? do A _ Cos%p
J {—ksingcosgp” v @
costy —FiE®

prejde substituci tg @ = ¢ na tvar

1 _
f 1+t2—|—k2t
1 1

vﬁzh/“L+_~szr1+@+N§;J
————:1—:[10 (!—[- -+ \/“—-i—l)

2\/44—1
—log(t—{—lg——-i\/g;l ]
IO P =
2\/'“ +1 —?+V'Iff+1_
éili posléz 3

-
J t—ksingpcosg

e
- Nésledovné

I T

T
[l
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a odtud méme separaci ¢4sti realnych a pomyslnych vzorce

ff 3 sm(w+y)dwdy-—~(k,i1)

3) f i f Pl (@ +y) de dy

log(2 4~|~1)
dk vk2+1

Z - posledntho vzorce médme integracf dle % v mezich

(co...k) vztah
k‘l
z/‘wofme_ s o +y)d‘7_@ 1o=,( +:/_1+1)
4

aneb, pfetvoifme-li levou stranu substituet liter x? y?za oy

= 2

@ /) . S "o 08 (et 4y dedy = —

2. Hodnotu integrald, jeZ uvaZoval Stern (Beitrige zur
Theorie der Euler’schen Integrale), a o nichZ jednd G. F. Meyer ve
8vé knize ,Verlesungen iiber die Theorie der bestimmten Inte-
grale zwischen reellen Grenzen“ § 61., moZno téZ nasledujfefm
zpiisobem obdrZeti.

Znamenejme

Te—argpi~1dy

() F(a, 8) = I'(s) 2 (a—-]]:n)’ = g b

pak bude rozdfl F(a, 8) —F(b, s) na misté s=1 éhovati se
pravidelné a bude tu zvl4sté

Flo, ) —F,0) = 3\ (15— o) + 6 — D,
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kde (s — 1) znamend funkci, jeZ mizf zdrove s s —1; vy p4-
sledujicim psdti budeme rovnice tvaru

9(s) = ¥(s) -+ (s— 1)P(s — 1),

kde ndm na poslednim clenu (s — 1)B(s — 1) mizfcim pro s =1

nezélezi, takto:
P(8) ~ U(s).

N4§ vysledek prvni bude tedy

F(a,s)—-F(b,s)mg(;i_h__zﬁ)

¢ili po vyéisleni pravé strany
; . ro4+1  rati)
()] F(a,8) — F,s) ~ m‘_ﬁ m:l‘l) .
Ve vzorcich téchto znacf «, b veli¢ciny kladné, aneb kom-
plexnf veli¢iny s kladnymi ¢dstmi realnymi.

Budte nynif a,, a,, ... a, veliciny libovolné, ¢ komplexnt
veli¢ina s kladnou ¢4st{ realnou, dosti velikou, aby souéty

c-]—-aul+aaz—|—.. .—[—aah

(kde e e, ... e, znaci sestavu dCisel z fady 1, 2, ... n) byly
~ kladny ve svych cédstech realnych, a znamenejme

fay=[Jf @ —e™";

v=—1

soudin tento bude moZno rozvinouti v soucet

fl@=1— 2 e_u"’lm_l__ Z e_(“al'f'“u,)m

o, —1 o, oy

—(“al + ao:,‘\" a%)w

__Ze 4.

0Oyy Og, Oy

kde v souétech
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Z ) Z ésla  eoyey, ooy, ...,
0.0 0, 0,0
probfhaji vSecka amba, terna, ... z fady 1, 2, 3, ..., n.
Odtud patrno, Ze bude
S f @) wide o
0 JTLEEE e g N Ftag. )
oy

0

+EF(C+“%+“¢21 s)'—SF(c"‘"aal +“a,+a¢xsa s)+‘- .

o, e, &, Oy, &g
JelikoZ pak dle (B8)

Fl+a,8) ~F(,s)+DlogI'(c+1)—D.logI'(c +a—+1),

méme

VIF (¢ + g, ) r\)(;l)[F(c, $) 4D, log I'(c + 1)]

— YD log I' (¢ + a4, +1),
ddle
Y Pty + g9~ (5] FE 9+ Delog e 41)

— Y Delog I'(c +- g, +a4, + 1),

0,%y

atd., takZe vlofenim téchto vysledkd do (p) obdrZime

[ =)+ () (5) 4
X [Delog I'(c 1)+ F (¢, )] — D, log I’ (¢4 1)
4 Y, Delog I' (¢ +-a,, +1) —Y] Delog I' (- ag, +ag, +1)

Oy Oy

+Z D,log I (¢ + @y, + o, +ao, + 1)

0 0y, O
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_E Dolog I' (e~ aq +aq +a, +aq +1)+...
0y 50y 0g, 004

Prvy ¢len v pravo odpadd ndsledkem identity

~()HE)=3) =0

a zbyvd tedy pouze

‘/‘2—“ f(x) ! de
e”—1

0

C(14e)[IT(1etay ta, ) T (14-ctfaq 4+, 40y +0q,). - -

~ —D,log

Or(l—+tc+a,) . Ir(l—4-c--a, +a, +ay) . ..
kde IT znamend souCin vztaZeny ke vSem kombinacim ¢isel
@, &, ... vV zdvorce prichdzejicich.

Znamendme-li tedy

17fw+a)—¢WL
ZTrw+a-+%)_¢<w,

Oy &%y

EP(u-{-aal-l—a%-{—a )= Dy (w), )

Opy Oy Oy

obdrzime vysledek
o f(x) 1 dx
. e —1

o —DulogE D L DB 4D @ (et 1)
D e 1)@ (e 1) B (c+1)...
Pravé strana uddvd stdly ¢len v fadé stoupajicich mocnin

. 8—1 pro funkei v levo psanou, tedy hodnotu této funkce pro
s— 1; mdme tak rovnici

*) K vili vyvarovdn{ moZnému nedorozuméni stlij zde vyraz

&, W)=+ +a)I(uta+a)(uta,+ap) .. I'(uAa,_; +ap,)
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(1) S f e—os f(x) dz

z
AR 1

:—D,,logp(°+ o, (c+1) P, (c—l—].)d) (c+ )
@, e+ D&, (- )P (c+1)..

Je-li soucet realnych ¢astf veli¢in o, , a,, ..., a, kladnym,
existuje levd strana i pro ¢=0, a jakoito funkce analytickd
veliéiny ¢ rovnd se pravé strané i v tomto pifpadé.

Nenf-li Z4dné z velitin ay , g, g, , @y, + G, + oy
realnou a zdpornou, bude pravd strana chovati se pravidelné

na vSech kladnych hodnotéch ¢, a tedy obdrzime integraci dle
¢ v mezich o a oo:

‘ f(m) do 0,0,0,
@ e —1 =z = log D,0, d’

pii ¢emZ psdno P, misto Dy (1).
. Volme na pi. ¢, =a, =...=dan =a; pak bude
f@=1—ep, & @=T (utap,

@, (u) = I’ (u + 2a) ") @, (u)—r(u+3a)(3)
a rovnice (1) a (2) podajf nim vztahy

12 | / il (1 — ) e

et —1

=D, log ZHIN (t-ort-20) VL1 +otda) Do 60) ...
r(i+c+arra +c+3a)(3) (14 +5a)(

(1 — ey dp
(28') ‘_‘"e‘;,—::'i— . ?E—

— g L0 4 2a)® ra+ 4a)(2) ra4+ 6a)(:) -
rd4-apra 4 3a)(°) ra +5a)g, .
3. Zndmy Dirichletiv integral (Crelletv Zurnal, sv. 4.)
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f” e dp ot ot 1
J T o) Gt o (b e (& F wi) (knF ai)
e L 1 1

G0 oo (on T D

v némz k, &k, ..., k, jsou kladné veliciny, obdrii se jako
celd fada integrdld piibuznych prostym uZitim Cauchyovy véty

o integraci funkei jednoznacnych.
Ukaime to na integrilu obecnéjSim

® e f(x) da
®) £@4wﬂ@+w%nw¢+#)
el f (4 o,1)

=7 ; ; 3
6O — ) (0 — ) . (@ —c)
A=)

J— e

-l

Ly r )y s s rop—s|
e T ,
kde f (x) je funkce, majici veSkera mfsta zvldStni {ﬁ :g} osou

kladnou
zdpornou
Cyy o+ vy Cn jsou vesmés kladny a vespolek riizny, a p¥i vyrazech
f(F ), f(Fce), ... dluZno brati znameni {gg;g;:}. Funkce
f(x) mimo to md byti pro nekoneéné veliki x poloZend
[severni
| jiznt
pro tato = byla nekoneéné malou stupné vySStho neZ prvého.

realnou, « pak znaéi realnou velicinu { }; velic¢iny ¢, ,

} polovici roviny takovou, aby integrovand funkce

Nebot zde sta¢f mfsto udaného integralu studovati integril
tétéz funkce vzaty podél cesty sloZené z tseku osy realné

ary severn{
(—N...N) a z pilkruhu poloZeného v { jinf

viny «. Integrdl bude dle Cauchyova theorému roven soucinu éisla

} polovici ro-

{___2’;‘1} se souctem residuf integrované funkce a jednak pti

= oo odpadne slozka pochodfci z pilkruhové cesty, z Cehoz
zbyva '
20
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= 2ni. 2 Resid. napélech + oi;

vypoctenfm téchto residuf méme pak napsany vysledek.

Ziroven patrno, Ze velic¢iny ¢,, ¢,, ca ani nemusf byti
realné, nybrZ staci, aby jich realné casti byly kladné.

Kdyhychom ve jmenovateli pod integrilem (A) psali
¢, —1ix, ¢g— i, ..., ¢, — tx misto ¢] |- x? ete.,

byl by integrdl nullou pro >0, ale mél by hodnotu dvakrdt
tak velkou, jako (A), kdyby @ <<O a oviem pii tom ostatnf
parallelnf podminky byly splnény.

Véta Cauchyova o integraci v komplexnim oboru jest in-
strument pro stanoveni hodnot integrild a pro studium jich
vlastnostf tak velkolepy, Ze se jim stary pocet integrdlni redu-
kuje aspon na tietinu a to pii neocenitelném zisku na piehledu
a systematice. :

Drobné zpravy z fysiky.

Poddva B. Magek,
assistent c, k. fys. ustavu es. univ.

0 nékterych reformach tykajicich se praktickych jednotek
elektrickych.

Kongres elektrikd v Parfzi r. 1881. zavedl ndzvy a de-
finice pro nékteré z nejddlezitéjiich quantit fysikdlnych, hlavné
elektrickych, jeZ r. 1884 delegdti mnohfch st4td ptijali, takze
od té doby usneseni kongresu prvého veSla v obecné uZivénf.
S neobyéejnym pokrokem v nauce o elektfiné a zvlasté v elektro- -
technice nadesla vSak béhem poslednich desiti let nutnost v ne-
jednom sméru usneseni kongresi dffvéjSich doplniti a po p¥f-
padé revidovati. Tak stalo se jiZ r.1889., kdy v dob& paffZské
vystavy mezindrodn{ kongres elektrikdi zavedl mimo uZivané jiZ
praktické jednotky Ohm, Volt, Ampére, Coulomb a Farad nové
‘nézvy: pro jednotku energie Joule, pro intensitu pracovnf Watt
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