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a osy v spolecné pitimce, avSak sméry os kfivek P a L jsou
protivné. Parabola L md parametr trikrdt vét§f, M pétkrat mensf,
nez parabola P.

. Pro ellipsu a hyperbolu jest L kiivka fddu Sestého, M pak
kfivka tifdy ctvrté. Obé zejména v ellipse jsou pozoruhodny pro
zvlaStnf tvar svij. Geom. misto

M= (b%* + a%y?)® — a®?(b%? — a%?)? =0
mé tvar étyrlistku do ellipsy vepsaného, jejZz také affinnf trans-
formaci odvoditi lze ze zndmého étyrlistku v kruhu
@+ y)* = a’(@* — y7)?,
¢ili v polarné soustavé
@ = a.cos2g.

Nékolik analytickych studii o ploch4ch mimo-
smérek (zborcenych).”

Podévd

Vilém Jung,
8. professor pil stdtnf{ prAmyslové skole v Brné.

12. Hyperbolicky paraboloid md za #idici plochu kuZelovou
dvé Fidici roviny. Primky jedné soustavy jsou rovnobéiné s jednou
a primky druhé soustavy s druhou ¥idici rovinow. Asymptotickd
rovina, stanovend urditou povrchovou pFimkow, jest rovnobé¥nd
8 onou idici rovinou, ku které jest zminénd piimka rovnobéind.

Méjz 4 tyZz vyznam jako v odstavei 11.

Ridiet plocha kuZelovéd md rovnici:

Aw+Ay+Az, BotBy+Be|
0@+ ayy + agz, b+ by bz | — 1% 4 0ay” + 053%°
~+ (012 ~+ €21) TY + (025 1 032) Y2 + (031 + 015) 22 =0. (D)

V ptipadé 4 =0, t. j. pro hyperbolicky paraboloid, zna-

mend rovnice (I) dvé roviny.**)

*) Dodatek ku éldnku p. Junga v roéniku XVIIL
**) Zndmo z theorie ploch 2-ho stupné; v tomto pifipadé totiZ vSechny
étyii determinanty soustavy rovmic, urdujicich stfed plochy, rovnajf

se nulle, tak %e md plocha neséislné mnoZstvl stfedd, které jsou
na pimece. '
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Z toho dédle plyne, Ze se d4 pro tento ptipad levd strana
rovnice (I) napsati ve formé souéinu dvou stejnomérnych troj-
clent, totiZ

(Pyz + Py + Py2) (e + Quy + Qy2) = 0.

Tomu se obecné vyhovi, kdyz:

A+ var 4 p (B vbi) =0 1I)
¢ili Ax+ uBi v (ar -+ ube) =0 (III)
pro k=1, 2, 3; hodnoty u, v jsou urdité.

Soustava prvnf{ povrchovych piimek hyperb. paraboloidu
jest urcéena rovnicemi:

A-+tB=0,

a-4tb=0;
soustava druhd rovnicemi :

A+t ra=0,

B4t =0.

Jednoduchou transformaci lze tyto rovnice nahraditi n4-
sledujfcimi, a sice pro prvnf soustavu:

A+ va-+|t(B—+vb) =0,

. a-+th=0;
drubou soustavu:
A+ uB+7(a+4ub)=0,
B4z =0.

Uvézive podminku (II), mZeme na zikladé rovnic prvaf
soustavy psati rovnici fidici plochy kuZelové ve formé:
(By +vby) 2+ (B +vb,) y + (B; +vb5) 2 ] [(a, + b)) = I
+ (@, 4 #8b;) y + (a5 4 wb;) 2] = 0.
K témuz vysledku dospéjeme na zdkladé rovnic soustavy
druhé, uvdzivie podminku (III).
Podminka (II) ndm pravi, Ze piimky soustavy prvni jsou
rovnobéZné s rovinou, jejiZ rovnici jest:
(B, + b)) @+ (B, +-95,) y + (B, +9b)2=0. (V)-
Z podminky (III) pak plyne, Ze piimky soustavy druhé
jsou rovnob&Zué s rovinou, jeji% rovnicf jest:
(@) + wby) @ - (ay -+ pby) y 4 (a5 + b))z =0. (VD)
Jest tedy rovnici (V) vyjddiena pruné a rovnicf (VI) druhd
Yidfcf rovina hyp. paraboloidu.*).

¥) Jgou-li fidicf roviny hyp. paraboloidu k sob&é kolmy, nazyvi se
stejnostrannym.

6*
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Dle véty b) odst. 6. pak moZno vysloviti vétu: Asympto-
tick4 rovina, stanovend urcitou povrchovou pffmkou, jest rovno-
béZnd s onou Fidici rovinou, ku které jest zminénd pifmka
. rovnobézn4.

Hodnoty @, v uréfme z podminky (IL.); dle této plati totiz

va, + uB) 4 wvb, = — A,
va, -+ uB, | wb, = —A,
vay + pB; + wvb, = — A,

A, B b a A b,
A, B, b, a; A, b,
A, By b, a3 A, b,
Y= —, 4=
a, By b a B, b
a, B, b, a, B, b,
a; B, b, a; B, b,
Jeito ale
a B, A
) gz ﬁz
— @3 D3 A,
wy == a, B, b |
a, B, b,
a; B; b,
musf -
A, B, b a, A b a; B, A a, B, b
A, B, b, a, Ay b, |4|a, B, A, a B, b, | =0,
A, B, b, a, A, b, a; B; A, a, B, b,

coz souhlasf 8 podminkou 4 =0.

Pozndmka. Co zde analyticky dokdzdno, lze také strucné
takto odtivodniti:

Ridici plocha kuZelové plochy uréuje jeji kiivku wbéZnou.
Hyperbolicky paraboloid md dvé ¥fdici roviny, proto se sklddd
jeho 1béZnd kiivka ze dvou pifmek, vyskytuje se tedy v kazdé
soustavé povrchovych pffmek jedna bé¥né pifmka. I dotyks
se 1béZn4 rovina z té pfifiny hyperb. paraboloidu v priseciku
jeho tbéZnych piimek, ktery jest din smérem priisecnice Fidf-
cich rovin (smérem osy hyp. paraboloidu). Pfimky soustavy
 prvnf protfnajf ib&éZnou pfimku soustavy druhé, coZ znamens,
Ze ptimky soustavy prvnf musi byti rovnobéZné s rovinou, urcu-
jiei Gbé%nou ptimku soustavy druhé, t.j. s prvnf rovinou Fidicf;
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podobné jsou pffmky soustavy druhé rovnobéZiné s rovinou,
urujfef dbéZnou piimku soustavy prvnf, t. j. s ¥{dicf rovinou
druhou.

Asymptotickd rovina, piimkou prvmni soustavy stanovens,
jest urcena jesté pfimkou druhé soustavy, protinajicf onu v bodé
ibéZném, t. j. pffmkou wbéZnou druhé soustavy, coZ znamens,
Ze jest rovnobéznd s prvni fidici rovinou.

13. Poldrnd rovina plochy mimosmérek 2-ho stupné vzhledem
k wréitému bodu; diametrdlnd rovina, zdrufend s urditym smérem.

Stanovme dotyénou kiivku plochy kuZelové, opsané z bodu
(X,Y,Z) ku ploSe mimosmérek 2-ho stupné, uréené rovnicemi

A4+tB=0
a-++th=0{" @
Teénd rovina v bodé (w,y,2) této plochy mé rovnici
AEnD), Beys)| [A(eya), BED|_o
a(Enb), bleys)| T |a(@ys, bERE|
PonévadZ m4 tato rovina obsahovati bod (X, Y, Z), platf

A XYZ), B(xy>z) A(xyz), BXYZ)| __
a (XYZ), b(xy2) + a(xyz), b(XYZ) ‘ =0. (I
Tuto lze psiti ve formé
6, + 6,y + 6,2+ 6, =0, Iv)
znaéi-li
or = (011 + @1) X - (022 2— %L) Y+ (oxs + @s0) Z+ (ril" 04);
ar b = Qi -

Rovnice (IV) srovnicemi (I) stanovi dotyéné body (x,y, 2).
Jeito ale 6: jest na parametru (f) nezdvislym, plyne ze (IV),
Ze veSkeré dotycné body jsou v jedné roviné, jejiz rovnice (III)
mé v podstaté formu (II), znaci-li (xyz) soufadnice bodu, mimo
plochu se nalézajictho.

Tato rovina nazyvd se poldrnou rovinou vzhledem k bodu
zminénému,

Je-li bod (XYZ) ibéZnym, tak e X =0, Y=o, Z=oo,

aviak %’ %, jsou hodnoty koneéné a uréité, d4 se rovnice
(IV) napsati ve formé
X Y
wl'z"‘""’z‘z"l‘wszoa
pti cemz
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0 = (g1~ ow) x ((Jr;z ~+ 02) ¥+ (023 -+ 031) 2+ (014 +é4k),

coZ znamend, Ze prochdz{ polarnd rovina, bodu ubéZnému pii-
sludnd, stfedem plochy; i nazyv4 se rovinou diametralnou, zdru-
Zenou se smérem, jenZ urcuje onen bod ibéZny.

14. Plochou normal dle uréité povrchové primky na ploe
mimosmérek jest stejnosh anny hyperb. paraboloid, jehof wvrchol
jest v centru zminéné prFimky.

BudiZ ddna plocha mimosmérek rovnicemi:

A=0
a=0/[" 0
Méjtez déle aw, Br, yu, tyZ vyznam jako v odstavei 9.
V bodé (x, y, z) dotykd se plochy rovina T,
) ” (x" 3/', z’) ” » » » Tla
a budiz TV 1 T.

Normala v bodé (z,y, z) plochy mimosmérek jest patrné
prisecnicf roviny R, bod tento obsahujicf a kolmé ku p¥imce
t), 8 rovinou T’, kolmou ku tecné roviné T v bodé (x, v, 2) a
ptimku (¢) obsahujfei.

Souhrnem normal dle povrchové pi¥fmky (f) jest uréena
plocha normal.

Patrno, e rovina T’, obsahujic dvé povrchové pifmky
plochy normal [normala a pffmku (¢)], dotykd se této plochy
v bodé (x,y, 2z). Z toho plyne, Ze tecnd rovina T’, stanoveni
v bodé (x, y, 2) ku ploSe normal, jest kolm4 ku tecné roviné T,
stanovené v tomzZe bodé spolecné piimky (¢) ku ploSe plvodni.

Jest tedy normala plochy v bodé (xyz) d4na rovnicemi:

oy &+ oy + @y f — (@ + ey + @32) =0, (1)
(B2 ~+711) § + (Bo’ 221 )0+(B:% + ¥31) § + B+ 74, =0, (III)
pti ¢emz plati dle odst. 9.

3 8 3
waf 2 B+ @+ ) 2B+ 205 =0. @)

Vylouéime-li z (II) pomoci (I) velitiny y, z, vyskytne se ve
(I) parametr « linearné a sice jenom v prostém ¢lenu.

Nahradime-li v (III) veli¢inu «’ pomoci (IV) velifinou w,
vyskytne se tam parametr x ve vSech Clenech linearné.

Vyloucenfm parametru « z rovnic (II), (III) obdrZfme rov-
. nici ohledné £, %, §{ stupné druhého; jest tedy plocha normal
plochou mimosmeérek stupné druhého.
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Z (II) zdroveh patrno, Ze jest rovina, kolm4 ku p¥imece (¢),
jednou ¥idfei rovinou plochy normal.

Rovina, dotykajici se plochy normal v bodé ubézném
piimky (?), jest kolma dle ptredeSlého k roviné asymptotické
ptvodnf plochy; jest to tedy rovina centralnd. Z té pfiCiny jest
centralnd rovina ptvodnf plochy drubou ¥fdfcf rovinou plochy
normal.

PonévadZ jsou ¥idfcf roviny k sobé kolmy, jest plocha
normal stejnostranny hyperb. paraboloid.

Vrcholem hyperb. paraboloidu nazyvéme dotyény bod ro-
viny te¢né, kolmé ku sméru osy hyp. paraboloidu, danému prii-
seCnici ¥{dfcfch rovin.

Priseénice fidicich rovin plochy normal jest vSak kolm4
k roviné asymptotické plvodni plochy. Tato rovina dotykd se
ale plochy normal v bodé, v némZ se centralnd rovina dotykd
ptivodni plochy, t. j. v centru p¥imky (¢).

Naléz4 se tedy vrchol plochy normal, stanovené dle piimky
(t) plochy mimosmérek, v centru involuce této piimky.

15. KuZelovd plocha 2-ho stupné jakoZto zvldstni pripad
jednodilného hyperboloidu.

Dle odstavce 4. tohoto pojednéni plati pro rozvinutelné
elementy plochy mimosmérek, dané rovnicemi

A=0, a=0,
soustava rovnic:
A=0, a=0, A’=0, a’=0.

Dle toho plati pro vrcholy (v naSem smyslu) plochy mimo-
smérek 2-ho stupné, dané rovnicemi

A+4+tB=0
a+4tb=0 }' @
mimo soustavu (I) jeSté soustava rovnic
B=0
b=0 } ' Y

Témto &tyfem rovnictm vyhovi se pro jakékoliv t wréitymi
hodnotami =, y, z, kdyZ

A A, A A,

a a, a, a,

B, B, B, B,

b, b, b, b,

=0. (I
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Vyhovi-li se tedy podmince (III), m4 plocha, dand rovni-
cemi (I), veSkeré elementy rozvinutelné; mimo to jsou veskeré
vrcholy v jediném bodé, kterym patrné veskeré povrchové piimky
prochédzeji* Soufadniee tohoto bodu uréime ze soustavy rovnic

A=0, a=0,
B=0, b=0.

Tato plocha nazyvd se kuZelovow plochou 2-ho stupné.

Rovnice plochy, stanovené soustavou (I), zni ve tvaru roz-
vinutém :

011" + 095%" -+ 03,2 + (012 ~+ 021) @Y 1 (003 1 032) 12
+ (031 F €13) 22 - (014 + 041) @ - (024 + 042) ¥

+ (024 +943)z+944 =0, (IV)
znaci-li
| A Bg
o% == A bi‘-

M4-li (IV) znamenati kuZelovou plochu, musf se vyhovéti
podmince (III).
Potom ale plati také:

A A A A by b, by b,
ay Gy Gz G, —B, —B, —B; —B, —0
B,B, By By| |—a —a, —a; —a, '
by b, by b, A, A, A; A,

Provedeme-li v poslednfm vzorci naznaCené ndsobeni, ob-
drZ{me:

011011y 012021y O3t 0a1s Oat0n

a1t 012y 0221022y Qo3+ 0a2y Qs 0an =0. (V)

031+ 013y Qa2 1023y 033033y Oaat 0|

Cur 014y Qa2 024y Cuz 1024y €a4 T 0u h

Mé-li znamenati rovmice (IV) plochu kuzelovou, musf se
vyhovéti podmince (V), coZ jest také zndmo z theorie rovnic
2-ho stupné. :

16. Dvojnd k¥ivka plochy mimosmérek; plocha riznosmérek
(rozvinutelnd) dotykajicé se plochy mimosmérek dvojndsobné.

Zkoumejme, které z povrchovych pifmek plochy mimo-
smérek, jeZ jest urena rovnicemi

A=0, a=0, 1)
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protiné libovolnd jeji povrchové p¥imka, uréend parametrem (t)
a tedy stanovend rovnicemi

A(®) =0, a(t)=0. )]
Abychom obdrZeli podminku, za kterou tato pffmka pro-
tind povrchovou pfimku, uréenou rovnicemi
At+w=0, a-+u=0, (3)
musime z téchto Ctyf poslednfch rovnic vylouciti proménné
x, y, 2, ¢imz obdrzime

2[00, 60 A+, attn]=0 @

Z této rovnice pak vypocteme hodnoty veliiny u, a na
zékladé toho jsme s to stanoviti hodnoty parametru (¢~ u),
jeZ urcuji hledané piimky na ploSe.

Predpoklddejme algebraickou plochu mimosmérek stupné n.

ZnamenejZ ku pf. A algebr. funkei veliiny ¢ stupné ktého;
a algebraickou funkei velitiny ¢ stupné Itého.

Vylou¢ime-li z rovnic A =0, a =0, plochu urcujicich,
dle nékteré methody, na p¥. Sylvestrovy veli¢inu ¢, obdrifme
resultantu, kterd jest ohledné souciniteld, jeZ obsahujf velidiny
x, y, z linearné, stupné k - ; znamend tedy % -7 = n stupen
plochy.

V tom pifpadé mozZno ale ps4ti dle theorému Taylorova:

- k - um
A(t'-’r‘u)-—-mio A m,

[ () um™
a(t+u)_mfoa —n-ﬂ-,
pii cemz
dm
At — —d—t%—, AO = A, 0l=1, w®=1.
Podminka (4) z pfedu odvozend d4 se pak napsati ve
formé
] my U X m U
2o, m ZA0 2 24 =0
Tato rovnice md tvar
r=k-}1
L &2 Leyw =0,
, = :
pti Cemz
Lo =24 (Aa0,A;0,) =0,



L =2+ (A aA0,) + 2+ (A a,A30,) =0.
Kritime-li tuto rovmici veliCinou =% a uvédZ{me-li, Ze
k +l = n, obdrZime konecne

2L,+2u ._..0

coZ podivd n — 2 hodnot pro veli¢inu w.

Z toho plyne: Na kaZdé povrchové pifmce plochy mimo-
smérek stupné m, nalézd se n — 2 bodd, jimiz prochdz{ pokaZdé
jesté jedna povrchovd pifmka. Z té pii¢iny m4 plocha vkaZdém
tomto bodé dvé riizné roviny teéné, znichZ jedna prochézf jednou
a drubd druhou povrchovou pifmkou.

Projdeme-li neptetr¥ité veSkeré povrchové piimky plochy,
tvoff ony body na ploe kfivku, v jejichz bodech mé plocha
pokadé dvé rizné roviny teéné; tato ktivka zove se dvojnd

krivka*) plochy a protind kaZdou povrchovou piimku v n—2
bodech.

Na dvojné krivce nalezaji se také vrcholy plochy, to jest
body, v nich¥ se dvé soumezné pifmky povrchové protfnajf;
v téchto bodech mé dvojnd k¥ivka karaktér kiivky vratu, vy-
skytujici se na plochdch rfiznosmérek, a obé tené roviny se
v nich pokaXdé ztotoZhujf; tyto body jsou body vratu Cili cuspi-
ddlnimi body plochy mimosmérek.

Dvé se protfnajici povrchové piimky plochy mimosmérek
stanovi rovinu, kterd se plochy dotykd ve dvow bodech, z nichZ
pokaZdé jeden nalezd se na jedné z onéch pifmek.

Takovych rovin prochdz{ n—2 kaZdou povrchovon pi¥fmkou
plochy mimosmérek stupné n.

Projdeme-li neptetrzité veskeré povrchové piimky plochy,
obalujf tyto roviny plochu réznosmérek, dotfkajici se dvojnd-
sobné dané plochy mimosmérek a majici s kaZdou jeji povr-
chovou pffmkou n—2 spoleénych rovin.

Jenom pfi téch rovindch, jeZ obsahuji wvrcholové pFémky
plochy, ztotoZiiuji se oba body dotyéné.

" Mimo to oviem platf o teénych rovindch ve vrcholech a

*) Vylou&fme-li z rovnic (3) a rovnice (4) veliéiny ¢, u, obdrifme rovnici,
kterd spojena s rovnicemi (1) urque dvojnou kHvku na plode mnno-
smérek.
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v ostatnich bodech p¥islu$né vrcholové pffmky na ploSc mimo-
smérek to, co bylo v odstavci 4. odvozeno.
' 17. Na plose mimosmérek stupné n tého naléed se 2n — 4
vrcholovijch prFimek o tedy 2n — 4 wvrchold (bodd cuspidalnich).
Znamené-li

A], = A]k x —|— A%y + Aabz -!—- A“,,
ar = aun® -+ any -+ Azt G,
jest ddna plocha mimosmérek stupné n rovnicemi
q
%A;,t": 0, Znutt=0 p+qg=n
[ 0

Hodnoty parametru ¢ pro vrcholové pfimky vypocitdme
Z rovnice

» g d » d g
Zi EAu,tb, Ea;htb, —_2 Agktk, —_— Ed“,tb =0
0 0 dt 0 dt 0
¢ili

y 4 q q
z i <2 A]k t"’, = Aok t", é kA3b tk—l, P ka;k tb""l) =0.
[ 0 1 1 :

Upravenim obdrZime tuto rovnici ve formé

2n—2
2 Lytt=0.
0
Avsak
Lon—2 = PgZF(Ay, ay, Ay, a,) =0.

Lons=p(q—1) T+ Ay, ay, Asp, aig)
+@—1D)qZ* Ay, a, Asp), )
+ pq = + (Alp ) A2(g—1), A3P1 a"iQ)
+Pq z _—t (Al(P—l)a Q2qgy Aap, Ay ) =0.
Obdrime tedy pro ¢ rovnici

Mn—1q
z th" = 0,
0

coZ podava obecné 2rn — 4 hodnot, ¢fmZ jest véta dokdzéna.
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