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ROZHLEDY
MATEMATICKO-PRIRODOVEDECKE.

ROCNIK 12 (1932/33). . : , CISLO 4.

Cisla Gaussova.

Vi. Knichal.
(Dokondent.)

Véta 2. Kazdé &islo Gaussovo «, pro néz N(e) > 1, d4 se roz-
loZiti v souéin Gaussovych prvoéisel, t. j. plati ¢« = 7=, . 7, . . . 7tn,
kde m; je Gaussovo prvoéislo (1=1,2,..., %, n =1, celé).

Diikaz provedeme Gplnou indukef vzhledem k N(a) Uvédom-
me si napfed: je-li @ Gaussovo prvodislo, nade véta je spravnd,
neni-li ¢ Gaussovo prvodéislo, ex1stu11 dvé Gaussova ¢Cisla ap, ¢
takové, Ze plati

@ = ayty, N(ey) > 1, N(ep) > 1;
tedy :
. 1 < N(e,) < N(a), 1 < N(z) < N(a).

1. Bud N(z) = 2. Pak je « Gaussovo prvoc1slo jinak by bylo
@ = aqa,, kde @, by byla Gaussova ¢&isla, pro néz 1 < N(ey) <
< N(e) = 2, coZ je vyloudeno.

2. Bud n > 2, celé. Predpoklade]me Ze mame nai vétu jiz
dokézénu pro vZechna uvaovans @, pro néz N () S n. Pak platl
-také, jestlize N(a) = n + 1.

Budto je totiZ ¢ Gaussovo prvoclslo, anebo pl&tl o = a0y,
kde q, @, jsou Gaussova &isla, pro néz 1 < N() < N(z) = n 4 1,
1< N(ay) <N(a) =n+ 1. Tedy miZeme psam (r= 10 cgle
s =1, celé) I

O =TTy ... % O =T 7'y...% s, . .
kde my, 7y, . . ., T, Wy, 7'y, ..., A's jSOU Gaussova, prvoclsla Pak
@ =TTy ... U Ty . T s
Véta 3. Budte r =1, s g 1, celd éisla. Necht =, 7, . . ., 7o,
7'y Wy, o o ., Te jsou Gaussova prvoéisla -a necht plati :
A nlnz...az,—nlnz .7’
Pak r = s a systém &isel my, 7, . . ., 7w je -totoZny az na poradi

a na jednotkové faktory (t. zn. Gaussovy Jednotky) se systémem
Rozhledy matematicko-offrodovédecké Rotnfk’ 12 7
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7'y, @ay o ., @'s. (L. zn. p¥i vhodném oznadeni dolnich indexud lze

pséti m =gn's, 1=1,2,...,7, kde &, &, ..., & jsou Gaussovy
jednotky.) ' ‘
Diikaz provedeme Gplnou indukei vzhledem k r.*)
1. Bud r = 1. Necht '
Ty =y . s

Kdyby s 2 2, dalo by se 7 rozloziti v soudin Gaussovych élsel
o norméach vétsich nez 1, coZ je vyloudeno. Tedy jes=lam = 7'y

2. Bud n > 1, celé. Predpokladejme Ze naSe véta plati pro
- vSechna uvaZovani r < 7. Dokazeme si, Ze plati i pro r =n + 1.
Necht tedy A
Ty o o Tl == W Ty . . . s _ (6)
Postupnym uZitim Véty 1. (soucin ﬂ]_ﬂo ...’y je délitelny mpy1)
se presvédéime, Ze ]edno z &isel 'y, 7'y, . . ., 7’5 Je délitelno mayi.
Vhodnym oznalenim index@ docilime toho, Ze je to pravé =,
Tedy n's = e¢mn41, kde € je Gaussova jednotka. Po vykriceni
obdrZzime tudiz z (6)

ATy e T = () . Ay .. A e

Pon&vadZ nafe véta je spravnd (podle predpokladu) pro » =n,
je®) s =n 41 a vhodnym oznadenim indext lze dociliti toho, Ze

! ’ . ’ ’
3‘51:81(3751):51751, Ty == ETL 95 « « «3 Ity == EnTlp,

pH demZ &y, &, &, .. ., &n jsou Gaussovy jednotky.)
Diisledek. Z véty 2. a 3. plyne ihned dusledek, Ze kaZdé &islo
Gaussovo ¢, pro néz N(e) > 1, dd se aZ na jednotkové faktory

(Gaussovy Jednotky) jedinym zpusobem rozloziti v souém Gausso-  :

vych prvocxsel

Dali{m nadfm tkolem bude rozhodnouti, zda dane Gaussovo
sslo o je' Gaussovym prvodislem, nebo ne. NeZli viak odvodime
hledane kriterium, dokéZeme si dvé pomocné véty.

- Véta 4. Bud p liché prvoéislo. V teto a nésledujici v&té bude §

- znaditi systém éisel 1, — 1, 2,—2,3,—3, .. ., }(p—1),— i(p—1).

- Ke kazdému 8islu @ z S lze nalézti jediné é&islo @’ rovnéz z S
' takove Ze”) aa’ = 1 (mod ).

Ditkaz. N ejdifve je patrno, ze ka%dé celé &islo b nesoud&lné s p

je kongruentni s ne]akym ¢islem =z ze systému S podle modulu p.

5) e':—r:—l_.]e rovnez Gaussovo prvoéislo.
Tpy1 = €y 1170 kde &, ; = 1/e plati jiZ podle hore]smo
-7y Jsouli a,b, P (p =+ 0).celd &isla, znamend a = b (mod p) (Gti a je

kongruentni s b podle modulu p) totéZ, co p/(a—b). Snadno se presvédtime,

Zeaz=a,jelia=b je b=a,jedlia=b a b=¢, jea=c a konetns je-li

a=bac=d, Je a+c=b +d a——c~b-——-d ac—bd vse podle téhoZ. -

modulu p.
*) Bez- 11me-obecnost1 lze predpoklddati, Ze rg 8.

R SR B

e peie sl S

R



T TR TR W*w'%,w
R 103

Uréeme totiz celé &islo ¢ tak, aby | b — ¢p | bylo nejmens$i. Kladme
z=0b—cp. Pak je pfedné z = b (mod p), 2+ 0 (nebot jinak
by p/b). Ponévadz |b—.cp| je minimélni, je |z [ = lz j; Pl
tedy 2 << (24 p)2 =2 4 22p + p2. Tudiz je F 2zp < 92 dili
[z | < }p a 2z patii tedy do S.

Kazdé &slo ze systému R:a,a%dd ..., a7 je kongruentnf
s jednfm &islem ze systému . Tento system obsahuJe viak pouze
p — 1 &isel. Tudiz existuji dvé &isla a”, a® (1 <7 < s < p; 7, s celd)
ze systému R takova, Ze

: a’ = a* (mod p),
t. zn., Ze p/a”(l——a”—’) Ponévadz (a, p)——l je p/(1—at—), t.zn.
a7 =1 (mod p) (s—r=1). Bud & ze systému S takové, Ze
a1 = g’ (mod p). Je tudiz aa’ = 1 (mod p).

Kdyby kromé a’ existovalo v S jesté éislo a’” takové, Ze aa
= 1 (mod p), bylo by a (&' — a’’) = 0 (mod p) &ili [jezto (a p) = ]]
plla’ —a"). Je viak |a’'| <{p, |a” | <ip a tedy -

. la’ — ”J<%p+‘21=p
Tudiz o o =a"
Véta 5. Bud p liché prvodislo. I’ak plati
[1.2.8... }p— 1) = (— 1)}#+D) (mod p).

Dikaz. Predpoklidejme p.> 3 (pro p = 3 véta je zreJme
spravnéa). Bud a &islo z 8, | @ | & 1. Uréeme a’ z S tak, aby aa’
= 1 (mod p) (v1z vétu 4) Pak |[a'| 1 (jinak by la | = 1)
Déle je a =+ o', nebot jinak by a? — 1 bylo délitelno p, &ili budto
by bylo ¢ = 1,»a'nebo a =—1 (mod p), t. j. bylo by a = 4+ 1.

Do _systému 4 zarad’me pra,ve viechna ¢isla a4 z S, pro néz -

la| % 1aproné a < a’, kde a’ je &islo svrchu uréend. "Necht A
sestivd, z téchto clsel (mez1 sebou rtiznych):.
ay, Ag, Ag; - « <5 Q. ' S

Bud a; ¢ =1,2,...,7) takové &slo z S, pro néz ai's =
=1 (mod p). Jsou tedy podle véty 4. &isla o'y, a5, a's, .. ., @'s
vesmés mezi sebou rtzné. Oznadme tento systém A’. Z4dnsé &slo a;
78 systému A nenf rovné Z4dnému &islu a'; ze systému A4’. Kdyby
ai:=a';, bylo by 1= aja’s = ajo (mod p), tedy a; = a's. Podle
definice systému 4 je a; < a'y = a5 < a's, tedy by bylo a; < a’;
proti pfedpokladu.

Z4dna dvé &isla ze systému S”:

. .. ,'
+1,—1,0,Q...,8,a,a,...,0

nejsou si tedy rovna. KaZdé &slo a z S je viak v S’ obsaZeno:
Muzeme predpokladatl, Ze |a| #F 1. Najdéme o’ z S tak, aby
7*

’I_
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ag’ =1 (mod p). Bud je nyni o < a’ a pak je ¢ v 4, anebo je
a>a apakijea vAatedyav A Systémy S a S’ se tedy aZ na
pofadi shoduji a je 2r +2=p—1 ¢ili r =§(p—1) — 1.

Tedy ’ _

1.2.3...3p—1) . (—)(—=2)...[—3p—1] =
= — (a,a7) (a:a%) - . - (@r0'y) = — 1 (mod p),

tedy [1.2.3...%p— 1]?= (— 1)¥?2*+D (mod p).

Diisledek z véty 5. Bud p liché prvoéislo a necht i(p — 1) je

sudé (t. ] p je tvaru 4n + 1, kde n je celé). Pak emstuJe celé éislo z
takové, ze 22 = —1 (mod p) [sta¢i kldsti z=1.2.3. .. }(p — 1)].

Véta 6. Bud p prvoéislo tvaru 4n + 1 (n celé). Pak p neni
Gaussovo prvoéislo.
Diikaz. Podle disledku z véty 5. existuje celé &islo z takové, Ze

g

22 4- 1 je délitelno p, tedy souéin (2 + 2) (2 — ) je dé&litelny p. |

Kdyby p bylo Gaussovo prvodislo, pak by podle véty 1. jeden
z &initelt z + 4, 2 — ¢ musel byti dehtelny P, t. j. muselo by existo-
vati Gaussovo &fslo a + bi takové, Ze

ap +bpi =2+ 1
(plati bud'to znaménko -+ anebo —). Tedy by muselo byti bp = + 1
pro néjaké celé b, coz je vyloudeno.
Véta 7. 2 neni Gaussovo prvodislo a plati 2 = (1 + 1) (1. —2).
(Ztejmé.)
Véta 8. Bud a = a + b2 Ga,ussovo ¢islo. « je Gaussovym prvo-
dislem tenkrite a jenom tenkrate, jestliZze

1. budto « Je asociované &islo ku prvoéislu tvaru 4n + 3

(n celé),

2. anebo N(a) je budto prvodislo tvaru 4n + 1 neb N (a) =2..

- . Dikaz. I. Bud’ a Gaussovo prvodislo. Kladme « = a — bi.
(Vidy je N(a) = 2.)

1. N(ea) je prvocislo, je-li to sudé prvodislo, je N(a) = 2,
je-li to liché prvosislo je N (a) tvaru 4n + 1, nebot soudet celjrch

kvadrétd N(a) = a* 4- b* nemtZe nikdy byti tvaru 4n 4 3 (Stverec

celeho gisla je vidy bud tvaru 4n anebo tvaru 4z 4 1).
2. N(e) nenf prvodislo, tedy necht N(a) =r.s kde r =2,

8§ = 2 jsou celd éfsla. N(a) =a.a je dglitelno o a tudiZ podle
véty 1. je bud r anebo s dé&litelno a. Necht je to 7, t. J. necht plati

r = aff, kde B je Gaussovo &islo. Z rovnice ca =rs plyne pak
a = fs ¢ili®) o = Ps. Ponévadi ¢ je Gaussovo prvodislo, musf
(jefto s > 2) B = ¢ byti Gaussova jednotka a s musf byti prvo-

8) B je dislo konjugované ku B.
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tislo. Pongvad podle véty 6. a 7. nemiiie s byti ani tvaru 4n + 1,
ani nemize s = 2, musi ¢ bytl tvaru 4n + 3.
II. 1. Necht « je asociované ku prvoéislu p tvaru 4n + 3
(n celé), t. j. necht a« = ep, kde ¢ je Gaussova Jednotka Kdyby
@ = a0, kde @, @, jsou Gaussova ¢&isla, pro néz N(g) > 1,
N( ,) > 1, bylo by N(&).N(a) = N(p) = p2. Tedy by bylo
N(e;) = p, coZz je vylouteno, nebot soudet dvou celych kvadrati
[N(al)] nemuzZe byti tvaru 4» + 3.
Necht N(a) = p je prvoélslo Kdyby @ = a0y, kde az
jsou Gaussova éxsla, pro néz N(o) > 1, N(a) >1, bylo by p =
= N(e;) . N(a), coZ je vylouéeno.

Pomiucky k rysovani kuzelosecek.
Dr. Al. Wangler.
(Dokonéeni)

Pr1str01 je sestrOJen takto: Na zakladmm prkénku spoéiva
podstavec, kterym prochédzi uprostfed posuvné rameno a ktery
nahofe nese otdéivou objimku. Stejna objimka je i na konci ramene
posuvného. Kazdou touto ob]fmlxou prochézi ]edno ze dvou

OBr.' 8. »

otégivé spojenych ramen, jez maJi nahore stupnici (jeden dilek =
5cm). Osa je spojujici. jest podél provrtina a proché,m ji drat.
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