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Chceme-li nyni srovnati svrchu teCené Ctyfi hypothesy,
nutno si poloZiti otdzku: jakd jest pravdépodobnost, Ze prvnf
hypothesa spiSe nastane nez jedna z ostatnfch tii.

Zde se vyskytuje relativni pravdépodobnost a tudfz dle
1., 2., 3., a 4. hypothesy jest

256
. 625 956
1= 56T 916 16 — B8a’
695 + 25 T 625 + 435
dale =20 5 =9 y=16

B84 > 7T 584 4T B4’
z ¢ehoZ opét poznivdme, Ze prva hypothesa jest pravdé nej-
podobnéjsi a posledni nejméné pravdé podobna.
Jakd jest nyni pravdépodobnost, Ze i na pt. v dalsich
étyrech pokusech vynata bude t¥ikrdat kulicka bild a jednou ¢ernd?
Ponévadz

, g 256 1 256 256
5 = (n )P' Hl wll) ”ql = (4)3 . 584 ) -5_ - R4 ° 625 )
‘g 216 3 2 216 216
Sy = (n')l" H2 07: ”z = (4)3 . 7)84 ) _5_ = m 62:-) )
% = (W) Hy 0 —(4)3"5@ (5)- sz %
< 16 1)\ 4 16
8, — (n’)p‘ H4 00’: 04 —_— (4)3 584 ) —5- m.-—ﬁ—‘z—b—,
obdrifme dle vzorce 3)
K = (2567 - 2167 4 962 4- 16%) = L0208
584. 625 45625
aneb priblizné K=1. (Dokonéent.)

Zakladové arithmetiky.

Dle vykladh professora X, W eierstrassa
napsal
Ludvik Kraus.
Oddéleni I
(Pokradovanf.)

§ 12
_ O radach obsahujicich kladné i zaporné éleny.
Na polozenych zikladech mizZeme nyni snadno vytknouti
vyznam TFad v8eobecnych, t. j. takovych, jeZ obsahuji kladné
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i zdporné . ¢leny v pofddku libovolném. Vyjmeme-li z takové
fady vSechny kladné Cleny a tvofi-li tyto konvergentni radu A,
klademe, jestli i zdporné cleny o sobé tvoii konvergentni fadu
B, danou Fadu za stejnou s velitinow

A B

Nyni vytkneme: Rady vieobeecné nasi soustavy maji miti
tu vlastnost, Ze souhrn vsech kladnyjch &lend je Fadow konver-
gentni a podobné ¢ souhrn vSech zdpornyjch élend je Fadou kon-
vergentni, ‘

Tu je pak jasné, Ze v kaZdé radé vSeobecné, vyhovujici
vytknuté podmince, je dovoleno zméniti potddek clend libovolné
a misto souhrnu wréitého poctu Clentt psati ¢islo s timto sou-
hrnem stejné. Déle plyne:

Méme-li fadu vieobecnou, stejnou s jistou veli¢inou A 4B’
a rozlozime-li kaZdy clen libovolné na urcity soucet kladnych
i zdpornych zlomkii, nahlédneme, Ze tu pak souhrn kladmych
¢lentt v nové fadé nemusi byti fadou konvergentni. Jestl: ale
ono rozloZent se stalo tim spisobem, Ze i novd Fada vyhovuje
shora vytknuté podmince, tedy je stejnou s veli¢inou C -~ D’,
tak plati

A+4+PB =C4D.
Vznikne-li totiz pii tomto rozloZenf z A fada E 4TI,
plyne tu bezprostredné rovnost
F4+A=E,
a z toho sprivnost rovnice
A=E}F.
Podobné, vznikue-li z B’ fada G+ H’, tak je
B =G+ H.
Nyni plati
C=E+4+G, D=F-+|H,
tedy plati skutecné
A4+B=C+D.
Jmenujeme-li i nyni kazdy souhrn wuréitého poctu clend
vyjmuty z fady vSeobecné jeji ¢dstkow, plati patrné tato véta:
16
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Absolutni hodnota kazdé C4stky vieobecné Fady naif soustavy
je mens{ nez jisté urcité cislo e.

Rovnéd-li se totiz dand fada veli¢ingé A - B’, sklddd se

pak kaZd4 jeji cdstka ze dvou dild, kde prvni je ¢4stkou fady

" A, druhy pak ¢dstkou rady B’. ProtoZe jsou A i B’ rady kon-
vergentni, jest absolutnf{ hodnota kaZdého dflu patrné mensi
nez jisté cislo urcité a.

Naopak plat{: Ma-li vSeobecnd fada tu vlastnost, Ze ab-
solutni hodnota kazdé jejf cdstky je menS{ neZ jisté, uréité
¢islo «, je fada tato fadou naSf soustavy (rovnou jisté veliCing
A -} B’). Nebot je tu pak i kazdd castka souhrnu kladnych
¢lend dané fady mensf neZ «, tedy souhrn kladnych élend fadou
konvergentni atd.

Prirozenym splisobem roziifime nyni{ pojem fad tim, Ze
klademe za jich ¢leny zavedené fady. Ptime se tedy, jakého
vjznamu md frada

(A +B) + (A, +B) +...

Nazveme i zde kaidy soucet wréitého poctu Clend ¢istkou
této fady. Zde arcit pfedpokldddme jiZz pojem souctu fad vie-
obecnych. Tento pojem jest ale tak srozumitelny, Ze netieba
tu vice S§ffiti slov. Dale i netfeba vyklddati, Ze v kaZdém
souctu fad vieobecnych na¥f soustavy je volno kldsti stejné za
stejné.. Nyni dokdZeme :

Uvedend Fada md vijznamu, jestliZe absolutni hodnota kaZdé
Jjejt edsthy je mensdi meZ jisté uréité, kladné &islo e.

Kazd4 cistka fady je veliina A | B’; jestli tu A>B,
znamend

[A+DB | <e
e ‘ e-}+B>A.
Jestli tu A <<B, znamend
lA+B | <o,
e - ¢4 A>B.

Vétu uvedenou dokdZeme pomoci ndsledujici véty:

Rovné-li se jistd fada vSeobecnd (vytknutd na zaddtku
tohoto §.) veli¢iné A 4+ B’ = A~ (— B), kde A>B, lze pro-
méniti fadu v jinou s nf stejnou, ve které souhrn zdpornych
¢lentt je co do absolutnf hodnoty men${ nezli jistd, napted
uréend veli¢ina d. Toto proménéni se provede jednoduse tim,
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Ze se nahradf souhrn jistych urditych é&lent dané tady jedinym
jen Clenem, jehoZ hodnota se rovnd hodnoté onoho souhrnu.
Spravnost této véty spolivd v tom, Ze lze vyjmouti z B Céstku
B tak, Ze
B—p =B, <.
ProtoZe A je vétsf neZ B, je f# i Castkou veli¢iny A, tedy
A=p-+A,.
Podle definice stejnosti je ale
A4+B =A +p+(—p—B)=A+B,

a tim je véta dokdzédna.

Dejme nyni tomu, 7e o kazdém &lenu fady

(A -+ B) + (&, +B3) -+ (A +B) + ...

A, >B,.
Vytkneme-li libovolnou fadu konvergentni

vt
sklddajicf se z kladnjch zlomkd, 1ze kaZdy clen A, - B pro-

méniti na veliéinu

plati

Kv ‘I" (_ _B-v)a
kde
B, <vy-
Je-li kaZzdy soucet urcitého poétu éisel y, mensi nez p,
bude i kazdy soucet urditého poétu fad B, Fadou men3i nei p.
V kaidé castce dané fady jest ale volno nahraditi kazdy
¢élen A, - B, ¢lenem A, -+ (—B,); nynf jsme predpoklidali,
7e kaZda Castka je menSf neZ a; tedy jest kaZdy soucet urci-
tého poétu clend
A, + (—' Bv)'
meni{ neZ e, a tedy i kady soudet ur¢itého poétu ¥ad A, mensf
neZ « - y. MiZeme tedy ifci:
KaZd4 Castka rad
A+L+A+...
B, +3B,+ B +...
je mens{ nez jisté urcité cislo. Rady této vlastnosti a tohoto
tvaru jsou ale obycejné fady, veli¢iny A, B. Klademe tedy *adu
16*
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[Al +(— BI)] + [Kz + (— Bz)J+
za stejnou s veliinou (A-+DB’) a tedy i pivodni fadu za
stejnou s touto veliCinou.
Jak se véc ve vieobecném piipadé md, netfeba dile vy-
- kladati.

§. 13.
O ukonech zakladnich s radami nas$i soustavy.

Vzhledem k tkonu séitani a odéitani je v3e jasné.
1. O dkonu ndsobeni. V té pritiné klademe
(A+4+B)(C+4 D) =AC-4}BD +4 (— AD — BC).
Stejné za stejuné volno kldsti. Je-li
C4+D=E+F,
tedy
C+F=E-+D,
bude:
(A4 PB) (E 4 ¥) = AE 4 BF 4 (— AF — BE),
AC+BD+4AF+4+BE=A((C+4F)+4+B(D+4E)
a AD+BC+HAE+BF=AD+4E)4+B(C+F)
stejné, jak toho definice stejnosti také vyzZaduje.
Naopak 1ze z rovnice
(A+B)C+D)=A+B)E+F)
souditi, kdyZ A + B’ neni nullou, Ze tu platf rovnost
C+D=E+4PF,
Cehoz dikaz ctendii prenechdvime.
Z predchizejictho plyne véta: Soulin dvou vieobecnych
fad na¥{ soustavy
ottt
A
kde tedy «;, f; jsou bud kladné, bud zdporné zlomky, rovnd
se fadé vieobecné, ve které se kazdy Clen e 8, jednou a jen
jednou vyskytuje. Tato fada je zase fadou, jak ji nafe sou-

stava vyZaduje.
2. O dkonu déleni. Co tu bude %—, kdyZ A je fadou

sklddajici se pouze z kladnych zlomkd? UkédZeme, Ze lze najfti
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fadu, jejiz soufin z A rovnd se 1. Za tim tcelem budiZ e«
Castkou z A té vlastnosti, Ze

A=ua-+}A
a A, <o.
Za 0 budiZ volena tak mald veliina, Ze « je vét3{ nez d;

je-li pak e« zlomek '—Z—, kde g, h jsou celistva ¢isla nesoudélna,
bude
>4,

anebo, oznacime-li fadu 2 A, znidmkou A,
g=A,.
Tu pak plati dile rovnosti, jeZ lze snadno na zakladé
danych definic odtvodniti.

1_h h h AN
L7 Sl RS W “+{9+A —5}=
_h hA, _h ,+ hA?
—9—9(9+A‘z) '"g—_?f FICE W
h hA2 hA3

9 + AL + A,)’

Pokralujice timto spusobem, obdrzime formalné fadu

h h (A, h (A2 Rk (AP
W =y (9)+9 (g) g (9 T
kde (n--1)" ¢len ma tvar _
— 1 (A)
== (3)

O této fadé ukdZeme nyni za prvé, Ze ma vyznamu, a za
drubé, Ze md tu vlastnost, Ze, byvii ndsobena veli¢inou A
rovna se jedné.

V piedeslém §. jsme vytknuli podminku nutnou a posta-
cujfci, aby tada, jejiZz cleny zase jsou fadami, méla vyznamu
v soustavé velicin zavedenych. DokédZeme nyni, Ze Fada (1)

oné podmince vyhovuje. Nebof jest tu Fada % mens{ nez 1.
Volime-li 8, ¢islo racionalné kladné tak, Ze

ﬂ>%3, ale zérovei <1,
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bude tu kaZd4 éistka ¥ady (1) patrné mensf, neZli pifsluind
Céstka Fady

h
SAB+F A
Soucet prvnich clend této Fady je ale
h1—p ho1
?1————_6, tedy mensi nez ?]?ﬂ.
Nynf, kdyZ jiz vime, Ze fada (1) mé& vyznamu, soudime
déle, Ze i jej{ soucin se fadou
—9+4
A= k

bude mfti v§znamu. A sice je sprivné, jak snadno z danjch
vét se odvodf, soufin vydobyti tim splsobem, Ze nésobime

A,

kaZdy clen vidy (1) za prvé s %, pak s % @ obdrZené dvé

fady secteme. Prvnf fada je tu

1=(3)+G) -G+

A (A o (A
g (9) +(g)+’
tedy soucet skutecné 1.

Nenf nikterak obtiZné dojiti i ve vSeobecném pifpadé
tfmto spiisobem k cfli. Pfi dikazu o vyznamu Fady (1) bylo
Thostejné, je-li A, radou sklddajicf se pouze z kladnych zlomkd
anebo fadou vieobecnou; jen podmfnka

A <1
9

drubé pak:

byla nutna.

Této podmince 1ze i u vSeobecné fady vyhovéti. Rovnd-li
se vieobecnd fada veliiné A 4B, kde A>B, lze patrné
kladnou ¢astku e z této fady vyjmouti tak, Ze zbytek je mensi
ne% 8. Kdyby bylo A <<B, tfeba tu jen zdpornou veli¢inu kl4sti.

Ze pozadavku, nalézti veli¢inu na$f soustavy, jejiZ souéin
8 danou vieobecnou fadou rovnd se 1, jedinym jen spiisobem
Ize vyhovéti, je vici tomu, co jsme o ndsobeni veli¢in pravili,
jasné. V tom pfipadé, kdy dand veli¢cina by byla nullou, nemd
poZadavek ten smyslu. '
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Ooddéleni I1I.

§ 14.
O soustavich é&iselnych o dvon zakladnich jednotkéch.

Z4dné velidina nasf soustavy nemé tu vlastnost, by druhd
jeji mocnina byla veli¢inou zdpornou. Chceme-li tedy, aby sou-
stava arithmetickd i veli¢iny této vlastnosti obsahovala — a to
musfme pozZadovati, maji-li tak jednoduché rovmice, jako

x?=—4
byti Felitelny — musime soustavu na§i rozidffiti. To ucinfme
tim spisobem, Ze zavedeme dvé riiznych jednotek j, a j,.
Opustime dplné dosavadni soustavu a podriime z nf jen pojmy
veli¢in tam vyvinuté a sice takto: Difve bylo Cislo raciondlnf
« vzhledem k zdkladn{ jednotce 1 pfesné definovéno; nynf
necht znaéf

o )
tutéz velitinu vzhledem k jednotce j,, jako prvé e viéi 1.
Tedy na p¥. veli¢ina
1
znali takovou veli¢inu, Ze
I+ 14+ 50 =0
a veli¢ina

takovou, Ze
h+(—15)=0.

Zavidime zde kladné i zdporné velitiny zaroven, aby dkon
odéftinf i v nové soustavé byl vidy moZnym. Co jsme pravili
o veli¢indch tvaru ej,, md podobné i platiti o veli¢indch tvaru
aj,. o jest zde nepojmenované c¢islo lomené. Nyni nazveme
obdobné jako v §. 5. kazdy souhrn libovolného, ale %oneéného
mnoZstvi veli¢in

@jys Bjay Vies Odys - -
veli¢inou nad{ nové soustavy a pfieme ji
ejy + B+ via+ 05+ ...
kde ale z pocitku nutno dbiti na porddek, v jakém velidiny
(Cleny) po sobé jdou.
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To bude teprve tehdy zbyteéné, kdy zase obdobné de-
finujeme :
Dvé velic¢iny nasi soustavy jsou stejné, paklize kaidy z jich
¢lendt v stejném poétu v obou veliinich se nalézi.
V kazdé veli¢iné nadi soustavy jest dovoleno, poridek
clend libovolné zméniti.
Definovali jsme dfive ptesné veli¢inu
L ey
Rozumi se samo sebou, Ze klademe tuto veliinu za stejnou
s kazdou jinou, kterd té7e definici vyhovuje. Je-li tedy « stejné
s o, podlé definic v §. 6., bude i
oy = e g,
Gy = 0 Jy .
Ale i naopak, jestlize plati
@y = ey gy
musime souditi, Ze plati
o« «,
podlé definice stejnosti v §. 6., nebof «,j, musf pak téie defi-
nici, jako ej, vyhovovati.
Z toho plyne: jsou-li m, = celistvd Cisla

(m ), = mi, s
(m - n) Jo = mj, + 15,

(e -+ B jr = oy + B
(@~ B)j. = &jo + B2

Tyté% definice a tivahy plat{ i kdyZ e, B, atd. jsou fadami
A, A B a pod.

Oznaéime tedy v daldim vykladu %aZdow veli¢inu di{véjsi
soustavy, necht jest ona ¢fslem raciondlnim, nebo Fadou, vidy
malym pismenem ieckym.

Pravili jsme, Ze 5, a j, jsou dvé rizné jednmotky; co to
znamend, vysvétlime nyni. Podle definice rovnosti soudime, Ze
plati

a vséobecné

oy + Bj, = B, + o, -
Nyni klademe
ajl = “ljla

Bj2 = B. 72,
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jestliZe
o= a] k] B = ﬂ] k
klademe tedy i veli¢inu
e, Jy + By jo = B1 g + @1 s
za stejnou s hoiejSi velicinou. Nyni ale i naopak definujeme:
Dvé veliciny (aj, + B.), (2,5, =+ B, 7,) jsou stejné a jen
tenkrate, kdyZ plati
e=a, B=4
Touto definici jest pojem rdznijch jednotek presné urcen.
Nebof definujeme-li obdobné nullu, co veli¢inu, kterd na souctu
nic neméni, bude tu veli¢ina
W+ v,
jen tenkrite nullou, kdyZ se rovni
p=v=0.
To plyne piimo z rovnice

ofy + B> = ajy + Bj. + i) + v, = (@) gy + B+ )2,

tedy
e=atp, f=f+v
a konecné
g=v=0.

Znaci-li a libovolnou veli¢inu nasi soustavy, definujeme

znamkou
o (a)

takovou veli¢inu nadf soustavy, kterd vzhledem k a tymZ spi-
sobem je definovdna jako & vzhledem k jednotce 1. Plati tedy
stejnosti ’

1,1 . 1 .
m (7 11) =m.ah
a podobné pro j,, jsou-li m, n celistvd ¢isla. V3eobecnd pak
méime
@ (Bjy + vja) = eBj, + avj,.

Po zavedeni téchto pojmii lze snadno dokizati, Ze jest
mozné vsechny veliCiny naSi soustavy vyjddriti jakoZto veliciny
nové soustavy, v které zikladnf jednotky J, a J, jsou réiznjymi
veliCinami dfivé€jsfho oboru. Klademe-li totiz

J =4 +’1'2.7..21
I =wJd, + s
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a jest tu .
hp, — by =v

veli¢ina s nullou riiznd, plyne z téchto rqvnic podle danych
definic

_ 2
5 =% 9+ ("Tf‘) T =ed +ads,

. A
]22(_ﬂ J +7:‘J2:I31J1‘+ﬁsz~

v

Tedy dovoleno libovolnou veli¢inu
%, + B,
nadf soustavy také psiti timto spisobem
e(eydy + ,dp) + BB I, 1 B,T,) = (aety 1 BB,) I, 1 (e, +B,) I,
tedy pséti co veli¢inu v nové soustavé, jejiz zdkladni jednotky
jsou J, a J,. Podmfnka, Ze » nemd byjti nullou, vyjidiuje, Ze
J, a J, majf byti rizngms jednotkami.

Dosavadnimi tvahami jest povaha soustavy na§f Gplné
uréena. Pfenesli jsme zde pojmy zikladnf, dfive nabyté téméf
bezprostfedné. Jednd se nynf o to, také pojmy ukontt s no-
vymi veli¢inami stanoviti. UkdZe se, Ze zde nebudeme moci
jiZ dplnou analogii zachovati. V jaké mife pojmy tyty obdobné
8 difvéjsfmi stanoviti lze, ukdZeme v ptiStim §.

Jest prospéiné, objasniti si dosavadni vyklad pifkladem
geometrickym. Volme za tim udéelem v roviné libovolné dva
riizné body A, B. Spojivou pfimku AB, jejiz délku oznaéime
znimkou AB, nazveme j,. Pak definujeme: kazdi pi{mka CD
je stejnd s j,, kdyZ 1. délka CD se rovnd AB; 2. kdyZ piimka
CD je rovnobéind s AB; 3. kdyZ smér od A k B je totoZny
se smérem od C k D. Ony tfi vlastnosti, jeZ jsme jiz z po-
catku u cisel celistvych pfi pojmu rovnosti dvou velicin vytkli.
jsou i v této definici zachoviny. ProtoZe jednak o libovolné
délce v roviné vime, Ze kaZdd jeji ¢dst existuje, jednak ku
kaZzdému sméru v roviné smér jemu opiény ptindlezi, bude tu
zfejmé, jakého geometrického vyznamu veli¢ina

&7
mé, kdyZ « je ¢islo lomené, bud kladné, neb ziporné. Tuto
veli¢inu zndzoriuje kaZdd piimka EF rovmobéinid s AB, kde
o délce EF platf
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ﬁ‘ =, m
a smér od E k F je bud totoZny neb opiény sméru od A k B,
podle toho, jestli e je kladné neb ziporné ¢islo.
Vseobecné kaZdou s AB rovnobéznou pffmku GH co veli¢inu
%)y
psiti miZeme, kde. o je bud éfslem raciondlnim, bud Fadou,
tedy vibec veli¢inou ¢iselnou nepojmenovanou difvéjsi soustavy.
Neni-li BC soubéinou pi{fmkou s AB, nazveme souhrnem
AB +4BC
piimku AC; bude tu patrné platiti
AB +4-BC = AD + DC,
kde D je libovolny bod.
JestliZe plati:
AD =BC, DC =AB,
t. j. jestliZe tedy A, B, C, D jsou vrcholy rovnobéinfku, plyne
AB 4 BC =BC -+ AB.
Nazveme-li BC veli¢inou j,, je jasné, Ze kazdd pifmka
roviny se dé vyjadriti co '
ajy + BJs
a jen jedinym splisobem; nebof kaZdd pfimka jest diagonalou
rovnobéiniku, jehoZ strany jsou rovnobéZné s AB, resp. BC.
Timto obdrZime patrné v souhrnu v3ech piimek v roviné
vérny ebraz soustavy, jejiz zdkladnf jednotky jsou j, a j,.

§. 15.

O zakladnich tkonech s novymi velidinami.

1. Ukon seditdni a odlitdni. O téchto tkonech netfeba
§friti slov. Z toho, co jsme v ptedeSlém §. pravili, vysvitd, co
souhrnem t. j. souétem dvou veli¢in mdme rozuméti, a za ja-
kych podminek smfme dva soulty co stejné povaZovati.

2. Ukon ndsobeni. Podobnd jako v §. 5. #4ddme: Definice
soudinu veliCin na3f soustavy md byti tak vytknuta, aby zékony
(IIL), (IV.), (V.) platily, a za druhé ma byti soucin dvou veliéin
na§f soustavy zase veliinou naSi soustavy t. j. veliinou tvaru

ajy + B
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Specidlné tedy bude
. ..7.1 -jl.:.“xjx +'“2.7'2 v
2 ~J2'=..72 J1 =B ‘l.'ﬁz.ha
Jo-Je ="yt V2 e
Veli¢iny e, , o, B,, ... atd. maji tn jisté urcité hodnoty.
Zde tedy supponujeme, Ze lze vySe vytknutym dvéma poZa-
davkim alespon jednim spisobem vyhovéti. Dale pak podle
zdkona IV. plati
.7:1 .71 Ja =0 .72 .71 )
JeJa v =Jz Jr+J2-
Z toho obdriime
("‘1.?‘1 + “2.7:2).7'2 =B, + 52-7:2)‘7:1 )
@1y + v292) J1 = By + B2 Jn s
a konelné podle zdkona V.
(1) 31 7:: .72 + “2.7:2 .72 — 51.7:1 .71 +-ﬂz.7:2 .71 ’
(2 Y1t Vede-dr =By Jo t Bz g
V téchto vyrazech se vyskytuji veliciny, jeZ vSeobecné
maji tento tvar
aa.fd,
kde @, b jsou veli¢iny nové soustavy, &, B ¢fsla nepojmenovand
diivéjsf soustavy. Dokdzeme, 7e takovou veliinu musime po-
vazovati za stejnou s veliinou
af . (ab)
a sice na zdkladé danjch definic a supposice, Ze oném dvéma
pozadavkiim lze vyhovéti. Trieba jen patrné tuto rovmost do-
kizati pro ten specidlny piipad, kdy
1 1
L]

a:—nr, ﬁ:;—

(m, n jsou celistvd é&fsla), aby platila vSeobecné. Dikaz ten je
lplné obdobny ddkazu v § 6. sub. 2. Totiz: Soulet m.n

summandd, z nichz kaidy jest —;7 a. %b da se px;oménit po-
-mocf zdkona V. ve veli¢inu a.b. Tutéz vlastnost ma ale i
gouCet m.n summandd, z nichZ kazdy jest Wﬁ.ab; tedy platf

rovnost
oa.pb=af.ab,
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Pouzijeme-li této rovnosti ve vyrazech (1), (2) obdrifme
dosazenim

(e Bytopp)) g t-(a, Bot-a, 7). = (ﬂ1“1+ﬂ2ﬂ1)j1+(‘31 @, ~B28:)72,
Moy 928 1+ 00 4-728,) 5. = (ﬁlﬁl+ﬁ2yl)jl+(ﬂlﬂ2+ﬁ2y2)i21

a konetné tyto tfi rovnice:
@y, — BB, =0,
B, (@ — By) + &5 (v, — B,) =0,
7y (@, —B2) + B, (v, —B) =0,
v nichZ se pouze Sest veli¢in
Yiy P2—B1y Ba
Byy Br—oy, @
objevuje. Nezmiz{-li vSechny tyto veli¢iny, mlZeme ji psdti
v tomto tvaru
n=uxnk, p,—pfh=—unp, B=uv,
ﬂl :“2la 52—“1 =R, O =V,
kde %, %, nejsou zéroveh nullou. Z toho plyne, Ze lze oném
dvéma poZadavkim vyhovéti, klademe-li

Ji o = (v - wy0) jy %2V ]
3) {]2 Jr =g Je =% v,
Jo -2 = %Ay - (d — %,18) Ja
kde %,, %, A, w, v maji libovolné urcité hodnoty pouze té
podmince vyhovujici, Ze ani »,, %, ani 4, w, v nejsou zirovei
nullami. Naopak je patrné, Ze oném dvéma pozadavkim, jen
timto splisobem lze vyhovéti.

3. Ukon délens. Méme-li

(€17, + &272) (s = M292) = &1Jy + &y
bude tu vzhledem k rovnicim (3) platiti

N &%y + Eixapt - E%08) -0 (€202 - Eam0d) = &y,

Ny (Erre? + Epyv) - 1y (E120y v + £y, — Fo,p) = G,
Maji-li &, &,, &, & urcité hodnoty, obdriime z téchto dvou
rovnic pro 7,, 1, jen tenkrite urdité hodnoty a sice jen jedny,
jestlize determinant

— §mv + Sp + Ead , Emd o Exd
§yegy + &y v v S+ A —Emp
nezmizi. MiZeme se také takto vyjadriti:
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Nutnd a postadujici podminka, aby podil

Eigh + Eodn
it &

s8¢ rovnal jedné a jen jedné uréité veli¢iné nasi soustavy jest ta,
aby o mnebylo nullou.
Velic¢ina ¢ jest ale stejnd jak snadno pocetné se dokdZe,
§ vyrazem
(v - xymyp — 238) (E1v — wé &, — AE)).
ProtoZe 4, w, v nejsou zdroven nullou, nezmiz{ tento vyraz
jisté pro libovolné hodnoty &, &, jestlize

@ %2 4 gl — 224 0.
Pak zmiz{ ¢ jen tenkrite, kdyZ plati
® §lv —ué §, — 28, =0.

Této rovnici na kazdy zpisob hodnoty & — & =0 vy-
hovujf. Tedy i v nové soustavé budeme miti pravidla: Nullou
nesm{ se déliti. Nebof poZadavek, udati takovou velicinu, jez
nasobena nullou d4 urcitou veli¢inu

Eudy + Eadas

nemd viici zdkondm nasi soustavy Zidného smyslu.

Z4dédme-li nynf, aby v kazdém jiném ptipads, kde d&litel
pen{ nullou, dkon déleni byl vidy jednozna¢né moznym, musime
patrné voliti :

b u, v,
tak, aby #4dné jiné hodnoty mimo £ = & =0 rovnici (5) ne-
vyhovovaly. Toho docflime patrné, kdyZ za prvé ani » ani 4
nen{ nullou; nebof jinak by vZdy jak snadno vidéti, hodnoty
&, & rovnici (B) vyhovujici, existovaly, z nich alespoii jedna
by byla od nully riznd. Nésobfme-li nyn{ rovnici (5) veli¢inou
v, obdrZzime na levé strané
§vt — wk by — 8,
anebo

@ —Ler— & 4

V2NN

ProtoZe druh4 mocnina libovolné veli¢iny diivéj$i soustavy, neni
nikdy veli¢inou zdpornou, doséhneme jisté Zddaného cile, jestlize
hodnotdm A, #, v uloZime podminku
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2
&,

mi se rovnati — 0% kde J nen{ nullou. Za tou podminkou
ale vyraz

% %, sty — %32,
0 s0bé nent nullou, pamatujeme-li na to, Ze %,,%, nezmizf zirovei.
To plyne bezprostiedné z té okolnosti, Ze tento vyraz se stane
identickjm s vyrazem na levé strané rovnice (5), klademe-li

Hm=—"8,n==4
Méme tedy koneény vysledek:
Nutnd a postadujici podminka, aby dkon déleni byl vidy
moZnym a sice jednoznalné (s jedinou jen vyminkou, Ze nullow

se mesmi déliti) jest ta, aby %,, %, zdroveri nezmizely a za druhé
aby platila rovnost

2
%——}-—lv:——d”,

kde 0 ment nullou.

Volime-li za téchto podminek hodnoty x,, %,, 4, 4, v jinak
libovolné, budou tedy vSecky zdkladni tdkony v nové soustavé
miti obdobné hlavni vlastnosti s tkony v soustavé difvéjsf.
Tedy je i dovoleno kldsti stejné za stejné atd.

§. 16.

O veliéindch komplexnich.

Spisobd, jakymi lze voliti hodnoty x,, x,, 4, g, v tak,
aby podminkdm ku konci pfedeslého § vytknutym vyhovovaly,
jest nekoneéné mnoho. Jednid se nyni o to, zvoliti tyto tak,
aby prakticky pocet byl co moZni nejjednodussi. _

Za tim ucelem dejme veli¢indm #x,, %,, 4, w, v libovolné,
oném podminkdm vyhovujfcf hodnoty. Pak lze dokdzati, Ze
najdeme dvé veliCiny .

o)y, + B2 = Iy,
a e, + BrJ. = I,
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nésledujfcich vlastnostf. 1. Je-li #j; + dj, = a libovolnou veli-
¢inou, platf
Jia=a.
2. Mezi sebou maji udané veli¢iny jednoduchy vztah
' J2 411 =0.
Co se tkne prvnf véty, je tu ziejmé, Ze podil
a

a,

mus{ byti uréitou veli¢inou J,, kdyZ a neni nullou. Nyni tfeba
jen dokézati, Ze J, zlstane totéZ, at a md jakoukoli hodnotu;
tedy pro & rizné s a, Ze plati

%— =J,.
Je-li
a = be,
plyne z
aJ, = a,
beJ, = be.

Protoze ¢ neni nullou, dovoleno veli¢inou ¢ kratiti; atd.

Co se tkne druhé véty, pouZijeme vieobecného vztahu
jez lze z rovnic (3) predeSlého § tim spisobem obdrZeti, Ze
prvof rovnici, ndsobime A, druhou — pu, tieti — »; setou-li se
pak takto zménéné rovnice, obdrZime na pravé strané identicky
nullu, tedy

Y1 — W j, —vj; =0.
ProtoZe A uenf nullou, miZeme A ndsobiti
At — whj\js — vhj3 =0.
Oznaéfme-li nynf podil
Y
J2
zdmkou j/, kde 5/ je tedy urcitou, od nully riznou veliCinou
nadf soustavy, proméni se levd strana oné rovnice dosazenim ve
J2- 7t — W g — VM,
anebo vzhledem k vlastnosti J,
ja- gt —udy g — YL,
=50 — 'l — vA}) = 0.

9
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Jsme ale opravnéni souditi: kdyZ soucin je nullou, musi
byti jeden ze soudiniteld nullou, 7, je rtizné s nullou, tedy plati
7:—w'd, —vaJ: =0,

aneb

2
uu—%ay—¢%+wnxzq
(j’——E-J)2+62J”—[J’+(l—-—&.})2]d‘2—0

2 M 11— N2 0 207! -
Klademe-li

T — gl =1,

o=

plati tedy rovnost
34+ 3=0,
¢im i druhd véta je dokdzdna.
Tyto velitiny
I =, 4+ B,
J, = jy + By g2
jsou mezi sebou rzné; nebof kdyby byla hodnota

afy — ey

J:4 1=
platila jen tehdd, kdyby J, i J, zdroven zmizely. J, ale jisté
neni nullou, jak z rovnice

nullou, pak by rovnice

Jia=a
bezprostredné plyne.
Z toho, co jsme v §. 15. pravili, miiZzeme tedy soustavu
v zdkladnich jednotkdch j,, j, pfevésti na jinou, kde ziklad-
nimi jednotkami jsou
Jiy Js.
Vlastnosti tkonid ziistanou patrné tim nezménény.
Velic¢ina této soustavy bude miti tvar
&y 4 &J,,
nebo vzhledem k vlastnosti jednotky J,
83, + (&, 3 ..
Protoze J, na sou¢inu nic neméni, nechybime, klademe-li
J,=1.
Pak bude feckym pismenem oznacend veliCina £ znaciti
veli¢iny z této jednmotky J, t. j. 1 a jeji Cdsti se sklddajici.
17
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Oznaéime-li koneéné J, zndmkou <, bude tvar vSeobecné

veliCiny
&+ &7,

jeZ se nazyvd veli¢inou komplexni, a kde plati
2= — 1.

Oznacime tyto veli¢iny priSté malymi pismeny latinskymi.
Ziskali jsme timto pro pocet prakticky jednoduchou soustavu
té vlastnosti, Ze zdkony (III), (IV), (V) plati, Ze ikon ndsobeni
i déleni vede vidy jednoznaénym, urcitjm spisobem k velici-
ndm této soustavy, s jedinou jen vyminkou, Ze nullou se nesmi
déliti. Plat{ dale, pro

b=rc,
a.b=ua.c
a naopak z této rovnice, jestli @ rizné s nullou, lze souditi
b= c atd.

Zirovenr tu vidime, Ze plivodni tkol, jenz nis k témto
uvahdm vedl, t. j. nalézti takovou soustavu, aby druhy kofen
z libovolné veliciny této soustavy zase byl veli¢inou této sou-
stavy, jest timto fesen. Ma-li se totiz rovnati

v§1+§2i=l‘+"’ia

bude
£ &7 = p®— v 2uri,
tedy
L=w—,
&, = 2uwv.
Klademe-li

a+e=¢,
kde & kladni. velid¢ina, o které plati
§F=146 |

P=—§ ¥, 2P=-+4§+¢,
tedy pro »?%, u? kladné hodnoty, ¢im véta je dokdzdna.

Co zivérek budiZ jesté podotknuto, Ze pii§té budeme na-
zyvati ve veli¢iné komplexni

a=§+ni

£ redlnou cCastf, a #¢ imagindrni Casti veliciny a.

obdrZime




§. 17,

O radach, z veli¢in komplexnich se skladajicich.

Zcela obdobné jako diive zavedeme v oboru veli¢in kom-
plexnich vyrazy tvaru

a+a,+...+a+..., 1)
v kterych se neobmezené mnoho ¢lenti vyskytuje, z nichz kazdy
ma tvar
a, = §+mi

a g, bud jsou ¢isly racionalnymi, bud veli¢inami A, aneb
A+P.

Nyni vytkneme: Pouze takové fady tvaru (1) zavedeme do
nasé soustavy, jeZ maji tu vlastnost, Ze rady

e o % R of % o

a Mtm4- ..
majé vijznamu, t. j. vSeobecné YeCeno, jsou veliinami tvaru
A+ PB.

Nazveme pak Fadu (1) Fadow konvergentni.

Za jakych podminek posledni dvé Fady maji vyznamu,
o tom jsme v oddéleni prvnfm obSirné pojednali.

Nyni podime kriteria pro pocet splisobilejsi, kterymi lze
primo urciti, jestli dand fada tvaru (1) je konvergentni ¢ili nic.

Za tim tcelem zavedeme S§irSi pojem absolutni hodnoty.
Nazveme absolutni hodnotou. velidiny

a=E+4
onw kladnou hodnotu «, jeji druhd mocmina se rovnd hodnoté
(&*+ %), tedy
a+ VEL 77,
kde na pravé strané kofen s kladnym znaménkem se musi vziti.
(V tomto smyslu zndmku kofenu budeme pfisté uzivati). Ozna-
¢ime e« znamkou
fa].

Pojem i zndmka se shoduji v pripadé, kde a je cislem
raciondlnym s diivéjsi definici (§. 11.).

Definice zavedeného pojmu absolutni hodnoty vyzaduje
bliz§tho vysvétlen.

17*
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Dejme tomu, Ze &, 7 jsou ¢éisly raciondlnymi; pak je
zndma methoda, jakou se
Vet ,
dd vyvinouti formdlné v fadu A, aklddajici se z kladnych
zlomk. Podle kriterii stejnosti (§. 11.) je snadno dokazati,
7e skutecné platf
A= 249t
Pro vieobecné £, % bude tu £ 4 n* bud veli¢inou A nebo
veli¢cinou C -}~ B’, kde ale patrné
C>B.
Jak znimo, miZeme pro sebe mensi dané o0 (kladné) pte-
vésti tyto veliiny na tvar
A=a+ A,
C+B=p+C, D,

kde @, # jsou ¢isla kladnd racionalnd a
0 0
A <ad, C<fg, Dy<By.

Nyni plati pro 0 <C1 zndmy vzorec
_— d‘ 02
v1—|—d‘:1+—§————8—+..,
kde na pravé strané (n - 1)* ¢len zni
(— 1).+1'.1‘3'5'7-~ (2n—3)
2.4.6.8... 2n
ktery je co do absolutni hodnoty mens{ nez d”. Spravnost onoho
vzorce lze ostatné snadno dokdzati. Jest tu za prvé drubhd
mocnina fady na pravé strané formdlné 1 +4-d; za druhé pak
fada tato je konvergentni, protoZe kazdy clen je mensf co do
absolutni hodnoty, neZ prislusny clen Fady
14040 4a° ...
VloZfme-li do Fady

0 0?
g —%+.
G, +D;

[

podle podminek v §. 13. vytknutych a zde patrné platicich ma
vyznamu, -jest tedy veli¢inou

M+ N’ resp. P Q.

g%,

. A . ” . .y
za 0 velitinu =, resp. , vznikne tu fada fad, jez,
o
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Plati-li déle
e=E? B=F?
bude tu druhd mocnina veliiny
EM-+4N) resp. F(P+Q)

skutecné se rovnati veliiné £%2 4 %°% MizZeme tedy fici:

Pro libovolné & # existuje vidy veli¢ina A + B’ té vlast-
nosti, Ze

A+B)y =g+t

Dejme tomu, Ze by veli¢cina C -} D’ méla tutéZ vlastnost,
pak by platila rovnice
(A B)—(C + D)? =0=(A 4 B'+C+ ') (A+B4-C4D).

Jeden z téchto dvou souciniteld musi zmizeti, tedy bude bud

A4+C=B+D
anebo
A+D=B+4C;
t. j. bud plati
A4+B =—(C+D)
anebo
A+B =(C+H+D)

Tedy nalezneme pouze dvé veli¢iny, jichz druhd mocnina
se rovnd & 72
Nazveme-li

A+B

A>B
kladnou veli¢inu, nalezneme tedy jednu a jen jednu kladnou
veliCinu, jej{Zz druhd mocnina jest £* -5
Timto jest spravnost definice absolutni hodnoty dokazina.
Je-li A, 4 B, kladnou veli¢inou, vyjidifeme nerovnostf
Al + B; < A + B,a

kdyz

Ze platf
A, +B<<A-B,.
Je-li tedy
A4+B<ea,
t. j. § 12)
a+B>A
bude i

A+B <e
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t. j.
«-+B, > A,.

e+B+B, >A+B,
a+B+B1 >A1+B1

4B, >A,.

Nebot plati
tedy tim spiSe
anebo

Ma-li na pf. fada

(4, 4B} + (A, +B) +...

An>Bn
pro kazdé n, bude tedy miti i fada

(€ + D)+ (C,+ D))+ ...

vyznamu, jest-li

vyznam, kde

Cn > Dn
pro kazdé » a
C,+ D, <A,+B;.
Uvedli jsme zde tento piiklad, abychom ukizali, Ze u klad-
nych velicin tvaru A -+ B’ plat{ obdobué soudy, jako u veli¢in
kladnych A. (U téchto se rozumi samo sebou, Ze konverguje

fada
CG+C+C+...,
kdyZ konverguje

Ay A4 A+
a plati

A,>C,
pro kazdé =).- .

Z tohoto ditvodu nebude na ujmu vSeobecnosti, kdyZ od-
vodime v tomto a piiStim §. vysledky pro ten pripad, Ze vSecky
se vyskytujici veliiny jsou bud raciondlné, aneb tvaru A resp. A’.

Pro absolutni hodnoty plati tyto vzorce:

@ la|.|b|=]a.b]|.

Nebo plati-li

a=§&+n, b=4§ 4+

lal® | b]* = (& +2% & + 7)),

bude tu
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a také
[ a.b|>= (&, — my)* + & +&n) = E +n2°)(E + 7).
Délime-li v rovnici (I) veli¢inou |&|, (kdyZ neni nullou),
obdrZime vzorec

_ la.b| _|a.b
'a‘l'- lbl - b ’
tedy pro
a.b=c
lel _|e
¢8)) 31 =3

Dale tu bude
l4alP=+&+ =142+ al*=
=1+42|a|+]|al*+2 ¢ —|a).
Velic¢ina

E—la|=(—VE+7

7 =0, a kladné £
nullou, v kaZdém jiném piipadé ale velidinouw zdpornou; tedy
plyne vieobecné :

|14alf=Z14+21al+]af
|14al=14(al:

a

b

je jen pro

anebo

Klademe-li sem misto a veli¢inu

a--b
b

, obdrzfme

=1+
anebo vzhledem k vzorei (1I)

la+b|=lal+]b]. (1)

ProtoZe veli¢ina
£+ al

je bud uullou, aneb hodnrotou Kkladnou, obdriime podobnou
cestou vzorec

2
b )

la—b[=][{la]l—]2]}] av
Pomoci téchto vzorci dokdZeme snadno spravnost né-
sledujicich theoremi.

Theorem 1. Je-li ¥ada

a,~+a,+...+an+-..
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konvergentns, je také Fada absolutnich hodnot t. j. Fada

Fag |4y | 4o Lan |+

Fadou konvergentni.

Je-li zase
a, = §1 -+ nli,
jsou podle supposice rady
b+&E+&E+. . &

Nt%tmt .t
konvergentnimi. V kazdé z téchto fad musi, jak znimo, souhrn
viech kladnych c¢lentt zvlast tvoriti fadu konvergentni a po-
dobné i souhrn vSech zdpornych clenti. Tedy budou i Fady

RERIEE e
[+l ml+...
fadami konvergentnimi. Kazd4 Castka prvni z téchto dvou Fad
budiZ mensi neZ «, kaZdd cistka z druhé Fady mendf nei .
Protoze
lo,| = VEF o =161+ 1n]
bude tedy i souhrn libovolného, konecného mnoZstvi veli¢in
| @) | mendi, nez « -} B, ¢im véta je dokdzina.
Theorem II. Je-li 7#ada
lay |+ la | +... .+ lan|+...

konvergentni, je také ~ada
a,+a,+...+a+.
Fadow konvergentns.
Ze vzorce '
e l=VE T =14
plyne, vzhledem k supposici, Ze kazdd c¢dstka fady

Pl +1& I+ -+l

je wmendi nezli jistd, urcitd hodnota «. Tedy je fada

Ht&+ ...+ &+

fadou konvergentni atd.
Theorem III. Rada
a,+ta,+...4+a+...

konverguje, jestlife absolutni hodnota kaZdé édstky této Fady je
mensi neZ jistd uréitd hodnota e.
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Cistkou této Fady nazyvime obdobné kaidy soucet libo-
volného koneCného mnozstvi ¢lenit @,. Takovd Cdstka mi tedy

tvar

o + i,
kde ¢ je soucet jistych hodnot £, = soudet jistych ;- Protoze
podle supposice plati

Vo' + 2 <aq,

lol<e, |7|<e.
Tedy je absolutni hodnota kazdé éastky rady
ht&E+.. &+

mensf neZ e, t. j. tato fada konverguje atd.
Theorem 1V. U konvergentni Fady

a,+a,+...+an+ ..

1ze pit sebe mensi dané kladné veli€iné 0 wréiti n tak velké,

bude i

Ze plati
| g1~ Guga 4. .. | <O

Na levé strané stojici zde Fada, jest to, co jsme dfive

nazvali zbytkem dané fady. Jak zndmo, miZeme u fady
lay |+ la i+ .4 lan|+...
udati » tak velké, Ze o prislusném zbytku této Ffady plati
Ian+1 |+|an+2|+...<d‘.
Nynf jest
| s gt | < | uga | ] s | .

tedy plati uvedeny theorem.

Radu
al +a2 +-.o+.an+-
piisté kratCeji budeme oznalovati
| b
—

Tato znimka ma pivod v tom, Ze se jistd veliina e povaZovala
za mez, které se soucet
m
Zay.
n=—1

pfi rostoucim m bliZ{; psalo se pak

m -
a = lim Za,.
m—oon=1
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Zde bylo ale nutné dbéti na pofddek (znidmkou privé naznaceny),
v jakém cleny a, se scitaly.

Netfeba podotykati, Ze u Fad zavedené soustavy pofddek
clent je lhostejnym, Ze ddle dovoleno shrnouti libovolné mnoho
Clentt do skupin a seéisti tyto atd.

§. 18,
O soudinech s neobmezenym mnozstvim é&initeld.

Je-li
al:1+bla 02:1+b2,--an:1+b",...
utvoime fadu novych vyrazd g,, 9,5 92,-. timto spisobem.

Budiz
g, =1,
gl = bla
gy = by 4 0,0,. atd.

Vseobecné se dd g. vyjadriti co soucin

bu(go + 9 + 92 + - - + Gu—1):
Obdrzime pak toto schema

9o »1
N

gz | bas B0y,

g3 | b3, bybs, bybs,  byb5d,,
Gn [ Dny Dybay ..y byb, . . by,

Na pravé strané jsou v3ecky ¢leny kazdého fadku ptesné
definovédny. Protoie mime neobmezené mnoho veli¢in a, ob-
drzime na pravé strané neobmezené mnoho tadkd, a tedy veli-
¢in z hodnot 4 se skladajicich. Patrné se tu bude soucet vsech
veli¢in v prvnich (= 4 1) Fidcich rovnati soutinu

a,a,a; . . Ay,

Nyni definujeme: Jest-li fada ze v8ech veli¢in pravé strany

konverguje, nazveme i nekonecény souéin

Ay « . Ay . ..
soufinem konvergentnim a klademe pak hodnotu jeho za stejnou
8 hodnotou oné fady.
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ProtoZe tato fada obsahuje co Cdst také Fadu

=

musi tato byti konvergentni, anebo plati-li
| b | = Be,
je u konvergentniho soucinu
A+b)A+b) .. A48 ... 0
Eﬂk}
k=1

konvergentni,

Podand definice jest oprivnéna, nebof se shoduje v pii-

Z definice plyne: Hodnota konvergentniho soucinu ne-
zdvisi na potrddku, v jakém d¢initelé po sobé jdou.

Nyni dokdZeme: Jest:l rada

S, ®

konverguje, je také soudin (1) konvergentni.

Bude tedy konvergence udané fady (2) nutnou a postadujict
podminkou pro konvergenci souéinu (1).

Dikaz: Pouzijeme zde dvé pomocnych vét. Prvni véta
znf takto: Jsou-li

Vis Vasy o« « Vny v - -
kladné hodnoty a soucet jejich menSi nez 1, plati
A—p)A—=2). A=) >1 =@ +v.+. .+ ) (3)
Nebot plati
(1 —n)Q _7’2) =1—(@ +7’2) 7172
tedy
1—9) (1 —‘?’z)> 1 — (7, +72)s

a z toho

A=) A=) A= 7) > — 11+ 7D (I —2)
Nyni platf

A= +rn)A=—n)=1—0+rn+tr)+®+rr,
tedy
A= +n)d—rn>1—0 + 72 +73),
a tedy i
A=) —p)A—=7)>1—0 + 7. +7), atd
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Druhd pomocnd véta jest evidentn{ nerovnost
1
- 4
1 +7’k<1 7 €))
Nyni lze patrné udati v fadé (2) m tak velké, Ze o zbytku
plat{
Eﬂk <e.
k=m+41
a e menSi nez 1. « jest tu kladné, raciondlné ¢islo. Oznacime-li

(148) A +B).. (148,

zndmkou P,, bude tu pii »>>m

Pp=Pu (1 4 Bnt1) (L + Bute) . . (1 - Ba),

anebo vzhledem k vzorci (4)

Pp <Pn 1

(1 —Bat)) 1 —Bniz) .. (1 —Ba)’

a vzhledem k vzorei (3)

P.<

P.. _ P,

1—Bnpr+Brz+ - - . F62) T—a’

Nahradfme-li v dfive udaném schematu kaZdé b, hodnotou
Bx, t.j. nahradfme-li kaZdy clen jeho absolutni hodnotou, bude
tu rada téchto absolutnich hodnot patrné konvergentni; nebof
kazd4 jeji cdstka jest tu mensi nez

P,
1—ea’

Tedy je skutetné soucin (1) konvergentni.

Budeme uZivati pro nekonecny soucin
27 N

oznacen{
fla,,.
n_l1
O konvergentnich soucinech plati tyto véty: Hodnota kon-
vergentntho soucinu se mezméni, shrnou-li se t meobmezené mmnoho
&inatels do skupin a vyndsobi-ly se tyto, byt © téchto bylo ne-
obmezené mnoho.
To plyne bezprostiedné z toho, Ze soulin konvergentni se
rovnd fadé, v které takové shrouti ¢leni je dovoleno.
Konvergentni soucin zmizi jen tenkrite, kdyz jeden z
ciniteld vymizi. Nebof, je-li zase -
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on
2 < a,
k=m {1

a « mensi nez 1, bude absolutni hodnota soucinu

(1 + b

n—m-1

1146, | =1 — Ba,
a k vzorci (3) vetsi nez

vzhledem k vzorci

1 —3B.,

n—m-+1

tedy vétsi nezli kladnd hodnota 1 — e.
Zmizi-li tedy

o0

Ila,,

n—1
musi konecny soucin

A Ay o o Ay

zmizeti, t. j. alespoii jeden z prvnich m Ciniteld byti nullou.
Této vlastnosti u soucindi, jez definici konvergentnich soucind
nevyhovuji, vice neni; tak na pf. u soutinu

i 1—1),

je hodnota prvnich n 61n1telu
1 n —_— 1
T a1l T a1

blizi se tedy s rostoucim = nulle, kdeito C¢initel (1 ———:l—)

]

se s rostoucim = bliZ{ jedné.
Déle tu plati véty: Jsou-li
ﬁ(lm y ﬁc,,,
n=1 n=—1
konvergentni souciny, bude
Ia, . IIc,,_ H (@aCn) +

n—1 n=—I
Z tohoto vzorce, jehoZ spravnost netieba blize dokazovati,
by plynula vSeobecnéjsi jesté véta, kdybychom prihlédli k tomu,
ze v kaZdém z onéch dvou soucind Ize libovolné potddek
Cinitelfi zméniti.
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Neni-li Zidné ¢ nullou, plati také

o0
Ia,
n—l1 =2y
== ().
ch n—1 n
n—L

Prevedeme-li soucinitele na pravé strané rovnice na tvar
[47
1 + (J - 1) )
Ca
treba tu jen dokdzati, Ze rada

ﬁﬂ‘—-l‘,

n=1 | Cn

konverguje. Plati-li
an =14 by, ca=1-4d,,

bude
Ay __bn'_" n
e 1-4d.
Klademe-li
[ 14 dn| = én,

nebude tu podle supposice zadnd z kladnych téchto hodnot e,
nullou. Uréime-li nyni kladnou hodnotu & tak, Ze pro kazdé =
plati

En > &,
bude tedy platiti
bn'—'dn

,

1
&

Takové ¢ rtizné s nullou lze vidy urciti; nebof soucin
Ite,
n—1
je konvergentnim, tedy pro kaZzdé =, jez je vétSi neZ jisté Cislo
m platf
| d | <a
a o mensi neZ 1, tedy bude vzhledem k vzorci
[ 14da | =1— | du],
kazdé &, pro »>m vétsf nez kladnd hodnota 1 — «; tieba
tedy & jen zvoliti tak, aby bylo r&zné s nullou, kladné a mens{
nezZ &, &,..&ma(l — a).
Oznacime-li
lbk l zﬂka I dk I =d‘k1
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plati
I bk—”d/c I <ﬁk+d\h
tedy i
n ]
El- - 1 <; (ﬂn ‘+‘6n)~
Z toho plyne, zZe kaZdy clen Fady
2],
n=L | Cn

je mens$i nez piislusny clen konvergentni <ady
® 1
2’ (ﬁn + d‘n) k]
n=1 &

¢imz spravnost udaného vzorce je dokdzana.

§. 19.

O geometrickém znazornéni komplexnich veliéin.

Volme v roviné libovolnou primku OA za zakladni jed-
notku 1, ptimku OB na OA kolmou, za zikladni jednotku 7,
kdyz plati

OA=0B.

Z toho, co jsme o zndzornéni veli¢in o dvou jednotkdch
pravili, plyne, Ze tu kazdé pfimce OC bude odpovidati jedna
a jen jedna veli¢ina komplexni

c=a-} fi
a naopak. Anebo jinak feceno, bude timto spisobem i kaz-
dému bodu C odpovidati jedna a jen jedna komplexni veli¢ina
¢ a naopak.

PovaZzujeme-li pfimky prochdzejici body O, A a O, B za
osy souradnic, bude tu miti bod C za prvnf soutradnici e, za
druhou 3. Zde klademe smér od O k A a od O k B za posi-
tivnf a v kazdé ose za jednotku délek délku OA.

Jest ziejmé, Ze plati

0C=|c].

Vsechny vzorce o absolutnich hodnotich platici, 1ze z vét
o trojihelniku odvoditi.

Toto zndzornéni komplexuich veli¢in m4 mimo svoji jedno-
duchost také tu vyhodu, Ze lze soucin dvou veli¢in cd jedno-
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duSe a obdobné pojmu soucinu geometricky definovati a sice
timto splsobem.

Budiz

¢ =ai—f.
O piislusném bodu €’ plati
0c= 0,
a OC’ je kolmd na OC. Obdriime zde novou soustavu sourad-
nou, jejiz osy prochdzeji body O, C a O, C’; smér od O k C
a od O k ¢ je kladny a za zikladni jednotku délek v kazdé
ose plati délka OC.

Nyni definujeme:

Souéin c¢.d je zase velicina komplexni a sice odpovidd
této velicing onen bod E, jenZ ma v soustavé souradné OC,
OC’ tytéz soufadnice, jako bod D (ptisluSny veli¢iné d) v sou-
stavé OA, OB.

Plati-li tedy

d=y 40
bude E miti v soustavé OC, OC’ soutadnice
7.0C, 0.0C.

Odpovida-li bodu E veli¢ina e=—= g -} »i, snadno se pie-
svédéime, Ze tu skutecné plati

e—c.d.

Jest dilezité zde podotknouti, Ze Gauss v arithmetickém
pojednéni o bikvadratickych zbyteich (iiber biquadratische Reste,
2 sv.) velmi jasné a obSirné o tomto predmétu pojednal.

Timto jsme zdklady arithmetiky ukonéili.

Zbyva jedté zde jen k té otdzce odpovédéti, zda-li by ne-
bylo prospésné, soustavy o vice neZ dvou jednotkdch do arith-
metiky zavésti. AniZ bychom blize o této otdzce pojednali,
budiz zde jen podotknuto, Ze takové soustavy v podstaté nic
nového obsahovati memohou a Ze melze vice u takovijch soustav
jednoduchost zdkladnich dkont v plné mire tak zachovati, jako
se to délo u soustavy komplexnich velidin.
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